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第 一 章 ”多 元 函数 及 其 导数 


EE —BqEHESER ES. SERE EA. HU 
AbEILSRRRGLEADHEOIU C AGEdE. Rii, 有 殷 多 在 一 元 函数 理论 
中 并 不 存在 的 新 的 现象 , 必须 在 多 维 中 加 以 讨论 ， 道 常 一 个 定理 
有 贝 要 对 于 画 个 变 呈 的 函数 可 区 证明 它 ， 那 么 在 证 明 中 不 直 要 作 尾 
何 本 质 鸭 改变 ,就 容易 推广 到 多 于 兢 个 变量 的 函数 中 才 。 内 此 ,在 
六 后 的 论 壕 中 我 们 常委 于 讨论 两 个 变量 的 函数 ， 其 中 各 种 关系 都 
比较 容易 用 几何 疼 形 来 显 孙 ,而 只 当 册 下 得 六- 些 另外 的 见解 时 ， 
AAA: ERBEN: 所 得 结果 也 同样 可 以 埋 
简单 的 几何 学 的 解释 。 

11 平面 和 空间 的 点 和 点 集 
a 点 的 序列 ， Uri 


ft — "ES EIL SÉ RE SE P, — Ai A MERE BOR (x,y) 在 几 
何 上 可 以 用 一 个 点 已 来 表示 ，* XD x 和 y. AA F= 
(x, y) 与 下 一 (zy 之 问 的 距离 可 以 由 公式 
PE = (x — ay 4 (y —.? 
FE BERLE LAFORA. RARE SEU NE d T 
雇 定 义 一 个 点 的 邻 域 。 一 个 点 C - (on, 8) 的 5 SR EET ID 
PSU CRSEBBECT e 的 点 P — (xs y) 为 成 的 3 从 几何 学 上 说 ， 这 
EAG e iub e AFR AA ”让 可 用 不 等 式 
Cr — a+ ly pag 
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P = xis yis Pi = {fy TREE ZR P Pa, 
VP P = (a, 定 发 了 一 个 序列 ， 其 二 和 有 上 攻 点 都 去 抽 物 线 
ysti. 一 序 浏 中 的 奈 并 不 一 定 都 水 相 司 。 Sim. AEE 
Po 一 C170. RANIA EJ o3. 

AB c1 S] P ELSE. EHEAR AR] P. Une eA. ui p TE 
们 说 序列 PaPa EAD, PAPI Pa = (042. 1/27) EH 
HIMES (m. ETRY. 

与 具 列 下 关 的 最 重要 防 概 委 是 收 伍 的 概念 。 我 们 遂 ， 一 个 点 
FEA P, Poto RESI d, QE 
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图 1.1 BAH P, 


反之 


Mí x, G ya BRE PB. 

iB SE—R. STCDURD SSH NEN SR] B] 
HKE- AASA TURRESERDRERDELUUN. 这 合计 
别 法 。 在 两 维 中 断言 ， 一 个 点 序列 P.— (n. on) 是 收获 入 必要 
充分 条 件 是 ， 对 每 一 个 6 > 0, RER PPa <E 对 天 于 通风 的 
f N = Ne) AAH som Wbuk iz. HIH AA AEF] 和 
5 y. BIES—Td IU PO Fs daz se e d. 
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第 四 有恒 中 已 广泛 地 讨论 过 ， 通 常安 们 可 以 用 “ 非 参 要 ”形式 的 一 个 
BEX& y — G0 £i. RAN EX ERRARE x e teha 
y= 4 AB RAAL T BOXER F(x y) 0 0 给 出 (在 第 三 
ARTERS Epen). 

院 曲 线 之 外 ， 我 们 还 有 组 成 一 个 区 域 的 二 维 点 集 ， 这 个 区 域 
HPELES xy 平面 ， 或 者 是 由 一 简单 闭 曲 线 力 成 的 一 部 分 平面 
“在 这 种 情况 下 ,形成 一 个 音 连 通 区 域 妇 图 1.2 所 示 》, 或 者 是 由 儿 
个 这 类 曲线 羡 求 的 一 部 分 平面 。 在 后 一 种 情况 下 , 我 们 称 之 为 多 
连 递 区 城 .边界 曲线 的 数目 就 叫做 连通 数 ; R 1.3 就 表示 一 个 
三 连通 区 域 . 一 个 乎 而 祭 合 也 可 以 是 全 扒 不 连通 的 中 ,而 是 由 儿 个 
分 高 郑 分 组 成 的 [图 1:0. 
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—ME Wok, ES IET Do E A A R apa EBORE, 杰 即 每 
一 令 这 样 的 曲线 基 由 有 限 个 弧 组 威 区 ,每 一 E EIEI tE 
WAEA WA -AERAR R. NOE LXX FER dB I Beo 
AARTE. 
EPSA F AIRIA RAAE AA 
Ak, CEARR DRAE, 有 随 种 最 重要 的 区 域 展 式 是 
iE: d EXUZUXER ATAR), —rEH 
di. ERRA 1 5] 是 由 这 痒 一 些 点 Km, 20 ARAT, BRIE 
cit i E T 
av rb, ceyd 
fi— C4 tsp ebxE-- A ERE, RH (x, y) 在 一 个 年 
形 上 内 部 变化 。 我 们 这 至 定义 的 其 形 区 域 是 开 的 ; 就 是 说 它 不 包 全 
殷 定义 访 区 域 徇 一 个 或 几 个 处 等 式 改 共和 等 忒 ,天 且 介 许 ( 信 不 
是 届 需 的 ) 其 人 的 让 等 式 中 有 等 号 ,这 样 积 得 到 边界 曲线 ， 测 如 
二 
TY TEP-RA. 把 所 有 的 边界 点 灿 到 访 集 谷中 去 ， 就 得 到 
HHE: E di TERIA EARE: 
ar y CER Sd. 
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这 域 的 边界 可 已 看 作 一 奖 沽 上 腊 ， 它 把 那些 属于 区 域 的 所 与 不 
属于 区 域 的 点 分 天， 我 们 将 会 看 到 ， 这 样 交 边界 的 直观 氢 念 并 不 
总 是 有 意义 的 。 然 而 ; 值 往往 意 的 其 , 衣 一 囊 方法 可 以 十 分 一 般 邮 
MTM HMM ME 


+ 8 — * Ro € d 


"RÀ à — 37 8.8 ox.» bk 035 7 —— n» h—dà (à ko o? 


PEE dn, WU TEE PS —- b iz FUEL. 
浅 的 点 ;也 就 是 说 , RERDTURI -TER 它 包含 的 全 
部 是 5 的 点 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 吊 了 为 5 的 一 个 内 点 ; 或 者 我 们 
可 以 找到 的 一 个 部 城 ， 它 包 全 的 全 部 不 的 点 ， 在 这 各 情 训 


HENE- _ 个 点 ， 不 如 的 边界 点 ， uS Br ois, mE 
能 属于 该 三 类 点 中 的 一 妆 ， 的 全 部 边界 点 的 集合 构成 S 的 这 
界 , 我 们 用 符号 OS dux. 
3 —7,LTI SO RUEDCUS 
eccrxeb, e coy c d, 
缉 然 ,对 于 3 中 任 一 个 点 P. RAITRE -AEL P = Qe. 82 汐 
RRDA VEENBRBDEOT S Imm RIR ERAP s 
域 ,其 中 8 5 E SENTIERS 
dm 人 eb eaae ap tedd, 
ERRER HE S SAARE. SBUXLA d P Je pp RLA- 
位 于 晤 形 的 一 个 这 二 或 一 个 角 上 的 点 ， 在 第 一 种 情况 下 ，P 的 每 
一 个 帮 吏 小 的 邻 城 一 半 赂 于 5 一 半 址 属于 3; 在 第 一 种 情 殉 下 ,二 
一 个 音域 的 由 分 之 一 属于 % 而 阳 分 之 三 不 属于 SOMI:7). 
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EpL? BEEREK A Asha DARRA Ds C, 
根据 定 多 ;集合 了 的 每 一 个 内 点 了 必须 是 SIR REEE 
在 三 的 一 个 令 壤 : 它 的 点 全 部 等 是 的 点 , ID POLT XX BH. 
[E 3. 药 芷 何 一 个 外 点 丁 确 址 不 必 示 9， 另 一 广 面 ,一 个 集合 的 
XR ERGET.TMBIACTGBDRETUOUR GU. FEE 
6c xe b. € y d 
HEBAHAN A In Er EE 
eaa € b. £y Ead 
LRL E dS. 
APRE RIR- TARS ROT RI , mE S9 E RR EE 
T SORBEAUE s Estar PASE. s n Bong. dmm eb 
TELF. ATEH- tS 5. 我 们 总 可 以 弘一 下 不光 并 不 属 
T smipseuh A n$4s Laudrii—-4 38. EARR AE 
^de. oo SEDE S. BEETLE EHEN, 3 欧 闭 包 是 
一 个 闭 华 ， 外 点 是 那些 不 属于 S 的 用 包 的 点 ， 同样 地 , RATE 
EA os ARARA EA AS HAR S. ARATE S IR 
法 全 部 油 界 点 而 街 到。 sA AAE. 
必须 看 到 , 集合 可 以 性 韦 是 开 的 也 下 是 拷 的 ， 我们 可 以 容易 
AA CEA S, ERBESRUBIJE TE. PBIPETTHIÉ 


说 注意 "ABEL SS mp "s ATEREA. SE- iA SEFT S t 
à f-R[ ge tk 5 b. 


æ 
-i 
电 


am cb, cy m d, 

Tz PUTAS LR EDSCO: s FER — IRE E AR, HERR 
EA EGE AEE- ERER. 最 好 的 醒 子 是 由 平 
面 上 全 部 “有理 点 ” 构成 的 沈 台 s hIS x. + 部 是 有 理 
NU Pein yp WALES, PERE R HR gt 
“区 域 * ATAL. digg, &e-— 3E ENSE SPESE UR 
Gu. BHELGEBGEUSXDHIEHRSÓEIADPEROS pa Yt, 
既 无 内 点 也 无 外 点 ， 

即使 在 边界 是 一 维 的 刁 况 ， 也 并 下 是 所 有 演 异 点 部 是 息肉 点 

` 与 外 点 分 隔 牙 ， 例 节 , 不 等 式 

(r—ay-c-(y—gY «nr, 


y*g 
RET E—4IDEMREES.I X 
ELFA hK 
{r — a) Fir—By-r 
HAE 
图 1.8 BUE T—T BS SA pma pf, Ir 一 cl < 


WR., MAZE ACRE B3BSE Os RS ETE R2 EUST BRUST £3 
S&P? CE 18). 


d. H EFA REANA 

当 我 们 考点 那些 全 部 属于 集合 3 的 点 序列 Ps Pot ROARER 
时 ， 一 个 集 台 的 "内 部 ”、 和 这 和 线 " 和 “外 部 ”的 委 念 吓 十 分 重要 的 ?， 
iR AR Lus 的 绩 部 的 一 点 名 不 能 或 为 序 到 的 松 际 点 ,这 是 居 为 存在 
DHTH CRA SHR: 这 就 阻止 了 P. PERSE O9. H 
些 S$ 兴 的 点 序列 的 极限 必须 是 弛 的 过 蛋 点 或 内 点 ， 由 于 At 


"bm. 


1) RAA Pg 三 必 委 此 之 说 不 相同 。 
中 - 下 


F2, S HARR A O ERR Lu sq IE P S. 
Pat BWIRE Zo REO EC aD TA S UI O ERES TS 或 者 
履 于 边界 -在 第 一 神情 形 ， 我 们 显然 有 3 的 一 个 点 序列 O.Q. 
D. BE O. EUG WI UST s: 0,0806 WR 
至 少 名 训 一 个 3 革 点 。 对 于 每 一 个 让 然 菊 n, Prim EE S 中 选 
择 一 个 点 Po BATOR e 22328. 
I 


很 洪 杷 ， Pa Tex] 9. 


e, 空间 的 点 与 成 集 


一 组 有 有 序 的 三 个 类 (zy， x) aj Rod ERE o SE IH E — 
TEPERT, REW xy ys 5P RAEE. EM P aE 
THREEATHI CARTA ER. MTA Prr o 与 
PQY.y.,2) ZARES S PP ATAB: 

BPO iy G2. 
点 Quo b.c) 的 # toig eie PO cs 的 点 P = s, 
vam) 构成 的 ;这些 总 将 成 型 不 等 式 
fr ty 


给 出 的 球 . 

H35E E DEBE SRTRSE LU ECSETTT E PED 由 下 列 一 芷 不 等 
Aio: 

ac rb, erdd, erf. 

P5xxEs em P -— im HIIS ST Abu RI — 
Tigre HART XI". 

up RGEIUÉ FDAT x. 9. sy ze 所 成 区 数组 时 ,我 们 的 
BORA NRBEM VETERE, BERII RTTA E EAEN N 
HARRE (a. yi zy 9) 为 一 个 BEZGUUUUAT. WETS 


1) Xs spipedon (X a igi" j. 


= Ha 


xk 
(x - a) t (ym BP -FE(z—cY--(ne—dp ce 

的 那些 四 难 数 组 Cea parsa MEE MERA (e. b, c. 4) 的 
# MEN. ARERR FH Rr FÉ CE — EUR aA: 

aTa Lh, ced, cecgubfd. pink, 
当然 ,这 种 四 入 中 的 "点 PEE EA RE E DCCRE m P 2I BUR 
iB, IREA NI A iE. E EA T ACGKFUSE 
MORRIE m 绯 数组 (ay so.) TEE 0 E c m m 
“点” ,这 里 #8 AUREA THR, SEYPIÉ IH B GEIZIERRUI 
XE. n A ERRORS — 1-3 BS TH Z6 RE VE TRI BUM n EP a E IR, 
XR NMEREBE (REA Rudd atk, AATA a ERIU T HETETRIBS 
JURIBEXE Eoo RH EST — Hen da. 


w J M 


1 PAEA (x, y) 可 以 用 一 个 形 期 Z -— x ip 的 一 
个 复数 发 示 ( 见 第 一 省 第 110 页 )。 斌 讨论 下 列 取 不 同 草 的 工序 珂 
的 以 效 性 ， 
(2) Z*, 
(b) Z, XE Z"* EAZ n aR, EER 
根 。 
2 ,证 阴 , 对 Pa = (nu + Ens ya mes 则 有 
limP, ={r t Ë, Y c3), 
RER TRIR x 一 lims,, E= limEa,y = limy,, g= limn, 
8ri. 
3. MAA 十 二 1 的 每 一 个 点 局 为 内 点 ， 这 对 于 十 
1) TES Sri BOR SEED SR ons FB e" TO LICET SACRI B ERE GS 
2) Miin—4-E ssp AL T4] PRRCRE IIR IEEE — 4 FUR ip REC a a e 
辐 * 中 的 一 个 单个 的 点 的 位 置 来 指 述 。 GERI Iti. AEH AE Sh 


HEFTER ns inus o AIREA ESPAR- TC SE Ed D BS A 
Ax Pa. 


+ l1 


yal ERAH? EERE. 

4.LEdBib S AR E y >rt 的 全 部 点 as O 所 成 的 集 各 3 是 开 
的 ， 

I. 当 把 一 个 线 妥 考虑 成 xy 平面 的 一 个 子 条 大， 什么 是 这 个 
HERALT? 


问 mj 1.1 


I.W POSER Si tLe. [ERRET 3。 试 证 明了 中 存 
E-EPA AREF] Ps Pav, DL PARM. 

2. 试 证 一 个 党 的 年 鱼 是 闭 的 ， 

3. E PARS srmEBI-T RA, 3B snuiuxeuttE— 
个 外 点 ， 试 证 线段 PO 包 合 3 的 一 TURA 3. 


ECARE r| el, yl =, EL Ea = AS ohy 
全 部 点 G 4) RETRE., BlcitsHeeNAZe WIDE. 


L2 上 个 自 变量 的 函数 
a. ESSE 


IX FEGE ALES 2j RE 
一 十 yy， suy £Rou- lg(l-—ax—Yy? 

EAS GI) MRTEC MENU e 计 前 区 个 例 寺中 ， 
AS M8 vv) MAET + hteti, mte T PERS, H 
AAAA (es n ARER a B,-—l1BJGAOAEX, 

RHR, HTE- NATRE ERE 
E Gs) 4. RRR f, ETARE 的 唯一 的 一 个 
HAIR " EE RH r AYAR, AE ,一 个 台数 “一 
Kray) BESESUT— FERAT, YE. xy A Ata CSI 了 的 定 
DESC TEPE TE CC ETO BME, RNI 
in TEE fis X23 *7 ato 的 一 个 函数 , 是 拱 对 于 其 一 特定 集合 中 


» 1l» 


Ey S8 Cr tatt xs) ERR T — T TB EERORE T (BE uL? 

Hin, A AFITA ERER e = rye 是 三 个 动 长 xy 六 
z Hj--"-phe: prd fnibig SE. E AR A -A AA A m 十 
Tz 十 “十 Ta 是 T ^ XQ» X23*7^ X4 BgJ—"- E, 

HEB: —EXTIESEZLBBa Bm Tape 8 
部 分 ， 在 a =i 8》 由 显示 我 给 由 的 情形 , HAZRA E 
TRARRE C, n ATERSE. Am. PA- ARA 
所 给 HRAS, AA "ESSE" i5 o d3ERE X — Re] BOE. es 
ax 4x uHsaS—E uim 

1 1 d 
rocky cm 1 
ES M 

像 一 元 函数 的 情形 一 样 。 一 个 困 康 关系 a fx.) PAE 
量 组 x, y 联系 到 * 的 一 直 叭 一 住 ， 因 此 ,一 个 剖 数 值 闪 能 星光 情 
HR AR ARR re bn 二 Hp GE ES EARE are ange” A, 
MEDB ET EAE — 到 Ez IRIS] 5 548985 227 H 
B3éDREERmABAE Sx. 


b. iiRLA UHR 


MEFFRE. ST ete FRU ER FL PREIS 
BORA IA. dC BM UE ARRERA AH 
Hox X. 

x = ay F hy tr, 


15 RTE TEEER : HER AT Ts P Etto TIERS SS Pit 
S Lx. x) TARE. Sa Ke rp KP). BAS, 当 
APSE RS) IIBIBEIUEHREJL(IIXtXqN-xESEC-CIREBGERBU vs D 
AES SSEXUX H. 

2) BENAR] n m arc tanye, 9 mL, REHE SISSE 2 dbi) E 
mox. o) BRA. IET HER DOLLER 2838 L 4] 88 239 — P e Ped AK 
ERT e HA Sp Exe Bra xxn ELLE AA 
TUE T2 acc eeu AM 3o, GAEE TEERAA dg TR LAS Siu 
nec Uh yi SD! T. 


+» 1f + 


HH asb Pe 均 为 常数 。 最 一 般 的 二 次 涩 项 式 具 有 这 其 网 形 式 : 
u= ax! + bry + ey RF dx t ey th, 
EHEER I, WE. EMAA REA A RT 
项 omexy*《 岂 收音 项 式 ) 的 和 ， 共 中 必 和 9 2s MEM, MAR 

Drg EAM. 

只 要 系数 en KO 0, 单项 式 onset" AEA MT IR 
TARP mte, SMREKE CARRER <A 7AN 
El DXECFOS 0 的 任何 一 个 单项 式 的 最 高 次 数 ， AER 
Rl. fis 22y B 3e + (7/5) 十 3 就 是 这 种 型， 

通过 有 有 理 现 数 开 方 , 我 们 可 得 济 一 些 代数 殉 数 9, 例 如 

4g am x—»y 十 [S 
x 

SEE RESI d HEERE ERA Aa AH EE 

ET] 20 255 Bo p] oe pb , Ai 


Boc sn(rarncosy) FX os log.y, 


c- 函数 的 几何 表 示 法 

如 同 我 们 用 曲线 米 玉 示 一 元 函 黄 一 样 ， 我 们 可 用 曲面 来 几何 
地 表示 二 元 鸥 数 .为 了 这 个 目的 ,我 们 来 孝感 一 个 空间 的 (x>y, 世 ) 
直角 仅 标 系 ,并 且 在 z 平 面 上 的 函数 定义 城 了 内 的 每 一 个 点 (> > 攻 
上 方 , FBA «m foy) 为 第 三 坐标 的 点 P， 当 点 C y) 
域 R 时 ,点 P 撕 给 出 一 个 空间 曲面 ,这 个 易 面 我 们 就 取 作 为 欧 歼 的 
几何 表示 ， 

反 过 来 说 ,在 解析 几何 中 , 空间 曲面 可 用 二 却 函 数 表 示 , 办 此 
在 这 种 曲面 与 二 元 因数 之 间 有 一 种 互 逆 关系 。 例 如 , 蝴 数 

nV 
对 应 着 位 于 xy PRZ LAER, EPEY 1.XROGERUN. AR 
D *(C9 08 887 — qp Ee A 279 而， 


a — ix ey! TE EXE A BER E HA E HE LI M ESER “一 
s' Bu GNERE AICA 19). GR mm! — n Arm ny H 
DET 1T (E 1.10). T] s= or +y +e 的 图 形 
是 一 个 空间 平面 ， 如 果 在 函数 4 一 f, 3) HAAR, Bett 
ys EREM: HE” REAT r, MEPONELTC Cx 
nyn 室 间 中 代表 一 个 柱 面 , 它 是 由 通过 曲线 二 g(x) LEA 
His ux 平面 垂直 的 直线 所 产生 的 。 


车 1.9 g =a y 网 1.10 ueg y 


然而 这 种 田 直 角 坐 标 表示 的 方法 有 两 个 侠 点 。 Bæ M] 
处 理 三 个 或 更 多 个 自 变 于 的 情形 时 ,就 未 能 诈 几 何 竹 观 蒜 。 其 次 。 
即便 是 还 个 白 变 是 ,也 常常 把 讨论 局 限于 xv 平面 蔷 为 方便 ,因为 
在 平面 工 我 们 进行 几何 构图 不 在 在 困难 。 从 这 一 观点 出 发 ,二 元 
函数 有 些 时 候 用 一 种 等 供 线 的 几何 表示 法 页 既 一些 。 在 sy 平面 
上 ,我 们 取 所 有 那些 使 = fle, 妇 为 一 灌 数 值 的 地 此 点 ,各 =k, 
这 些 点 通常 位 二 一 条 或 几 条 曲线 上 ， 这 就 叫做 函数 的 给 定常 数 信 
的 等 什 线 或 等 苘 线 ,我 们 也 可 以 用 平行 于 xy 平 而 的 平面 x = k 
FALRA s r, PAMA ERAZ AERAR MA ny 
PHRI A AE, 

HEIS CREDY ko ko BESA ARTIE T 


+ I4 = 


HARHA nE. do3cyeh dux -AFER M y, wu 
Å = vå, EP r= 1,2, TJES EAR ZIBIIBIESS Ai 
AT EA a= jle DEEDE, aAA e RE Re 
4rFBu EE BE. Ee ERR, WAS i A FeR 
陡 ; 等 高 线 和 分 得 很 开 的 志方, 说 明明 所 基 平地 的 ， 这 便 是 制作 等 高 
ze pre (pin Se E b ER RE ER Se en ER bt E DELI, 

Ei VR HE u =ar tby te WEZER E 
EAEN ax 十 二 十 < 一族 DA amr y^ RIEEXEGRIE— 
Fa] MC pd 1,112. BAR «m 6 — y^ Fanpios 2988 ACRI 1.123, 
SUECRGS BE — REBEL AR E 1.72 Roo. 


BI s=rty 的 党 沿线 B2 sary mun 


在 等 高 线 来 表示 函数 « 一 16,32 的 方法 。 兵 有 能 推广 到 三 
个 自 变量 的 区 数 上 去 的 优点 ， 这 里 代 蔡 竺 高 线 的 直 等 值 曲面 区 = ， 
pa =k RUNG RITUR EREE -RIE NIS 
H. Slin HO n 一 ee Pb e! 的 等 值 曲 硬是 Gs ya 4) S8 
fib du EUER DR. 


Ho L2 
1. 3 P AUPRE EE EE RS AES E: 


la) z= (zm6 rx) ny, ME ox -ités 工 +Y 3 ， 


Te COL fr — y) 


201-43. 


"1 


m 
w 
{b} a 一 er RED, E po» ym —, r= —]} 
z 
Co) a myt, rcp boge; 


(4] z = cosh(z + p]; a = r, Y= loa 


fe) go x dy E 1 

"E -ati lo TAHTA ETHE Dp, A rA AEI 
PA vex R IPEE ADRA E ae pane, fu -] 
case S RAMA: 


Kaj zov Vy 〖 z =a 2r 1m y, 


] " z 
de 一 一 一 一 一 ~- (D r= h-é.2xX 
` ry Y a vy! 
(e) z = log&r + 57), CÈ) s = yia dny, 
——— 1 
[83 w — va —6—y —56y,(h) r - T, 
xv 
GJ) * 一 "E — Y — 2X, (0 z = yir? 一 
(k) x — log (e? — y), ([) z = arctan 
x 十 427 
(rs) g = rr cart > ^w f = cos arc tan 之 ， 
x dy x 


(c) s 7 arccos tog (+ Hr], Jp) 2 = Af cos z. 

3, Fi ée Sk i m ze d RH RGB POE pe 三 个 
EIRENE? bd ROCHE Oe 

4. 对于 下 列 冰 数 ， 倒 出 对 应 于 £c ;1 一 1 1 的 


-dée 


等 高 经 的 再 图; 
(3) z= ry, 
(b) z= + y l, 
(c) za — y!, 


OELE 


1 * 
oshi]. 
9 =y x») 


S.B zm costr ty) 对 应 于 3 一 全, l, £L 的 


E Rr 
6. iHi FURTHER: 
{a} E 一 ary, 
(DD xc is y 


(c) z £9, 


(d z= r, . 
(e) fc sins 十 y). 
7. XC eR E 
z= jg I tyi 
l— 4: 
的 等 入 线 ， 
BRAN a 二 2068 E V0/Z 等 干 常数 的 由 面 ， 
13 xotg 性 
Ba EA 


"RiE—OLEUBUBMUOS E S4 EET EG C UECHE ,连续 性 
的 扬 合 也 是 突出 的 。 HR s — fn. 6) 在 点 (hoa) 处 连续 ， 
浊 临 地 说 ,意味 背 在 所 有 靠近 CE, 的 点 Cx，y) 处 ,大 zy 的 入 
SE BRR. PH A EAER: 设 了 


= e :B p è =ç be ——  —  — Ol o 0-* 4 C "^o do — Ia a. a» — B» o d 


ec 0E ro RIR ENRE Po) AE? 


PO =a le — EP oy «3 4» 
部 有 
IP — ?0921 — ' (34 »2 一 大 二 | 到 (1) 
XII 

EtA TA ED pE EE. Ri 
ED iE. 

FBEiBJSESEJL(PdeBgjtsu. MARAR. A Hie 
ER EADAE, EERE ERA RH bie X DER 
函数 5 证 明 岂 下 一 节 第 22 BO. ERE. MA gee, BS 
TUBE EHARA AIE AAEE, 还 有 , FESDEDEmUE 
SRE 5 EVE SRADC ERN 22 DD. 

E EREA E sua nu E HTEpU — 3c BR S6 R3 xe 
E. A DEA, PE a EHI UU EE SE pR EET, Imp XX de 
—EMÓurLA C. RUP XC Tiu GS GA: 

k= yx, MP or, 
now. e x 0, 
它 沿 若 整个 直线 z = 0 RER, AEA BERI) 可 能 
对 每 一 仿 固 定 的 y 擂 :关于 * 连 就 :上 对 督 一 个 固定 先天 值 ， 关于 
YER, 但 作为 点 zy 号 的 一 个 二 元 函数 届 然 是 不 连续 的 ， 圭 司 
来 说 
Kary) = EL G8 (e, 9) 8 (0,9), 
ty 
f(0,0) = 0, 
rM EEE * se 0 REAA T x REREH EY 
BEReIX0. Xpy0, 31018 J(x, 0) 2 0, ze x 
Tr AEREAS. AH, fOx. y) WALAA x ROM COT rg 
D UITRLILR EAE OBORUBE Cre yl SED. tip 2itpuDSpNUAE, ENE 


f ARETE 
jz 一 要 < B gla a» 


+ l6 a 


连续 函数 ， 但 是 在 直线 了 一 * E, aT [m y m o A MAR 
RA., AIAS jy) 一 1， 并 且 直 这 入 直线 上 有 任 音译 过 其 点 
PAR PUE f(x, y) dE (0, 0) XEZXESE 

ia TANE A E L RA A = fie, y) E 
ry UTER AAEE, ETE: mR 1 iR ED DOE 
X 3tdon E eT 9. 存在 一 个 正 数 了 一 30), EARR ES 
TERDA FPS p, 其 距离 之 88 时 ,者 有 AFP) 一 六 | —c."mR 
B8 一 e (e) f 的 一 TERA. 我 们 有 如 下 的 基本 定理 : 
一 suec IH ef AR IRE. 

TES EEER IEEE. RIARI -A5 5 REG BIS ocn 
[ 见 第 一 卷 第 41 DO. LAA FO) dE RUBER XL. HITE 
^E LES 

UG — OLSE L PO (3) 

^ RINII—HU P, 0 RT RUE SOS e e ape D RR CL 
Ue EEG REED LEER OU ACER AE OL AET D) 很 清楚 ， 
B-T RERE I R—$BSUD Gt A ESSE 5 -— d 
L.* 


b. 条 元 函 笋 的 极限 补 念 


mata RC cu Cx RUPEE EX. 我 们 假设 , GATA 
F(x,») Fog X35 RO — 售 ，#)】 为 下 的 闭 包 上 的 一 个 点 。 如 

RATES D e> 0, 我 们 可 尺 找 到 CE, D dU— P 42, 
PO= y G+ (4) 


D -RERE GRdERqXSUP S GPDBRÉASRT POR Q, 
2) SEHHET APA HAZ GiEIBACSGOMN. TEER tm Em 
TRIRXKBRTZEUINER FK. XRGRGEGUECUIEEÉBI 
JP)-— LTO P. 0 (ERE. 
这 里 ! 和 Eri Aicega Ou A u É— 
iEISAJ,ZBGRHIgZHRESE:E N 
5 — ef Lys, 


+ |? 5 


E EP—BEDRRE RHIduxTA4uAPEJR P= (r, 由 ,+ 部 有 
HOD — L| = [Kx 7)— L| «s, 
我 们 就 说 , 当 【xy 9) BIF Go BET ERI. L, 并 写成 ” 


lim — f(x, y) — L X hm K(P) — L. (5) 
LT uy 


在 点 (E.x2 局 三 了 的 定义 域 的 情形 ,Cxr,y) 一 《#5,%2 是 属于 
琴 的 一 个 点 ,对 于 一 切 8 I 0 UE. SOHO ERES A 
ICE, 3) — L|] «s 
HEA s >or Ee L =E D. AMERRE kA 
T 
"E Kx. y) = KE n) 


SIEA (ED ESAR. BE, BA r FEE LS 
zT f ELE wA EXHT, it fx, y) 有 有 
RER Esq). 
A d EREXRIAR US GE) RAZNA, y> 
E, pI A ERR L RERS RESIDUOS E, gm L R E 
ELWA E RA f EX TODIUS RZA. 就 在 (5.2 处 连续 ， 
E Hx. yo EZER RhE, RHLISTUA FER ER (E e t f£ 
XE X» RRE R IP — 15S CE. wm)》， 而 是 同时 对 中 的 所 有 能 使 
1 有 极限 的 边界 点 。 扩 展 以 后 的 尔 数 胃 然 是 连 线 的 , 读者 可 以 作 
为 一 个 练 二 来 证 有 明 ， 举 一 个 例 垃 说 ,函数 
Kas y) 一 c 
r> DRA G 9 有 定义 。 这个 函数 显然 在 其 定 愉 成 民 ( 即 
I3) BISPE ESSE. SEXE 40A C.) GUB. 
取 0 时 我 们 有 


fx.) — im e~ m i, 


lim 
Lx, ya (e 


1) FEE RISE, (这 个 查 念 是 没有 意义 的 ， 轩 为 不 存在 那些 使 有 定 
久生 并 可 任意 接 后 (5) BATEA L AEA PEE LES. 

2) 或 者 内 外 记 作 lim Fri y) = Ly H (rs Y 20 C£ m) Ra niye. 
Tek 
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+ Z0 >» 


这 里 7 了 限于 取 正 信 。 如 音 我 们 这 样 来 定义 扩展 后 的 函数 x,y)， 
BD y 2-0 和 所 有 的 * 令 
fis y) = f(3,y)0 7^, 
而 对 * 志 0 多 
WEF D) = D, 
PARA 产 在 其 定义 域 RT 内 连续 ， BA R" OS EPB] DOESETE 
y> 0, AA (0, 0)。 在 原点 处 , P* 没有 极限 ,因此 不 能 采用 这 
种 方式 采 定 义 P"40,0), 88 REAREA, 事实 上， 对 要 物 
线 一 上 的 点 (xy y. 我 们 有 
其 zy ye 
尼 沿 着 不 同 的 抛物 线 接近 原点 时 有 不 同 的 极限 久 ,所 已 当 {x,y 27 
《0 0) 时， 大 vb 不 存在 唯一 的 极限 ， 
疗 第 一 着 第 86 页 )， 设 的 定义 城 为 PR: 月 00000 
"n Kx, y) = E. 
W Pm Gu Yn m 2,78 RÉMERI A BUS, H lin, = 
(5,52, MIREA rn y.) 有 极限 L, XCREEDSIBEÉ RAR 
VP SEE CE, OO RA Ce, y). Cn. y). 与 工 的 差 可 以 任意 小 ,而 内 要 
n EBR, (ns ys) 就 足够 靠近 En) EZRA T RAR 
EEA CI) 汐 极 限 的 点 序列 XL. ys)， 我 们 都 有 
Em fen ya) 一 工 ， 
那么 当 (x,y)— (E, n) Wi. dim fr, y) tAEB H5 L. W 
者 可 以 容易 地 作出 和 证明 。 如 果 我 们 限制 点 (2.3240 f Hum XAR 


= lim(x,, ya) = (E, 4) 时 
lim T COP ya) = K£, 2); (5) 
lim Kx ,ys) 一 Kim E lim E 


iEBEEIR2SE RIBBAGUSEDEEEU (x..».2. JHE ET ARER 
WERD, FEJAA RELH ER S XESEBETUTMBfBIDESM 
TOBRIIOS ERREF, 

RRE GEAG 的 宝 久 域外 是 一 个 二 维 区 域 而 基 一 条 曲 软 
ETE dE EAD Z3 EBSPEAEE cA e EGDSEURIE EE SSERS ES En à Rl. DA SUR 
EA 

f(x y) m oy» 
TRENERA cb y — EE S ns 为 正 整 数 ) 换 嘛 全 民办 有 让 
AXG Bp E I dgRGE XE REFE. 

BUT (Æ 18 页 } aated, M Krs y) H glr, 5) 1TE— 
(E, n2 IEEE D] £7 pof — gol 以 及 当 En) 关上 村 的 
fje 部 在 CEs p) MbEESEX. ix tE e A EDRE A T r 38A] 
ERR GEK ETERA T Ar A, HRACE, y) 
的 点 序列 【ro yo 相框 公式 564 我 们 有 有 

imi rns y, - Esg) limetras Ya) = (5,2: 
MT fx. Yad t rora SARA EE FT EL FRU A D TS 
BE ERI R A 2B 75 UD). 


c. 无 穷 小 函数 的 阶 


ZEE Ke.) 在 点 E.y) ER, Wu s STEHB YE 
Fa, f(x.) — (E, 0») dT 0. BAMAR & — x — i 
和 天 一 n 我们 就 可 以 把 这 表示 如 三 ， 当下 和 各 趋向 于 0 时 。 
AERE AUN ARDER Cà, E — 1 t d ng d A) KG D TO. 

Su EC EGBEECPERTER E 006, D, B EXTR EET 0I 
趋 于 0.。 像 夺 一 元 的 情况 一 样 , 为 了 各 种 目的 ,经 常 把 e, D 过 
上- 日 和 天 -0 时 的 趋 于 D 的 情 说 更 精确 地 用 "无 穷 小 量 的 阶 ”或 
eb. AES ER RUE SE DETATECS, 为 此 :我 们 以 逆 款 为 二 Ee 
ERY 一 耻 二 六 的 点 到 坐标 为 Y >E Jy = n sls 


p F t R= n — EY c — P 


+ J2 + 


Dm "h EXE 


Te2aEE HE EE WE HAERES P ZRÓE X: 
H pa DHEER 6, 4) ETI HERE TT À 
Tl BYE C, 讶 得 不 等 式 


TTE e dubie, WATS o 一 VÀ e P RAAEN 
dry b, m4 850 BM TER Ov cde 
Bex EkEBRSÉ.LiR A GREY. RIHLMAÓE WA th= 
Olo). EP, EN p o WEGE eC. Oo Er p 0。 我 们 
IE > &) = cipy 

ae [8 0 Clu E E 88 269 DIL AR nA O 是 对 一 元 
ea ERE. 

ib DAEBTSEJUT 6T. DV 

ŚL sigh «i 
VP AP e de 
PEE eges ay AA Eom s Wurm) sSBERESGIH 
Hp. DBE.— TUS n 5 HERRERAN ah de PX 
HH pen 1/e Ab ze 7b Es ERE ABAH w TAF E Bree 
f£ 4, BAHE e EIE e MAE HP Cg "oc 
ala) H o 22 1. 类 从 地 dE AI RROA A ub) 一 
bh& +t ck) A 0 — gtaet € SBIEEI AC SG: 
nh 十 和 证 + eX of pop), 

3E. DHEPTGAE E. HAER atk rg MEO 3 
序 有 非 堆 的 CA, A ERR olk, £2 EIE ORBIS 9. 如果 对 
TETARA TAE C, EUR (6. 8) — (0, 0 的 分 域内 , AE 
式 


DATHA RIUDGXES, 3500 EB IE p ERATE 0 0 0f 
Spe pd epar PED e tr Ahit Tadu oT Eo Te 


(23 


dib, k) 
"7 iec 


成 立 , 则 pA, A) SE ex adii E5 ol, b ab ROE 
表示 成 符号 方程 e0.4)-— Ool A AE, i e 0H 


Sho s o,e OU aO BIER d 


dh T kj = Cath, £13. 
HFRP A ab! t bkk treë 至 少 与 P ARAA 


1e&* -F Ak + c1] < (I«l + la; + je! yon + e. 


BE P 一 ol | log p] 3. [79 Lmtelog p) —0( 88 — 4528 269 页 )， 
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l.pHER s= (x — yie m») dE y — x bAa. d 
HEHHEE s= 0, =l, 22 HASE. 当 6 — Xm fem 
AE TEH RIT AE hto 


2,3888 St = {e y) A t 的 连续 性 ,这 里 当 * 一 
Y= DE] =o, E a—AR-—:,—2,0,2.4) 时 的 等 值 
£R. oy = —2, —1,0,1, 2385, v HE x Bee BE ur 
BEXACÓERI— HERE) HE, HF s —0,1,52, m 
FARE” H- rESERHEESÉ. E. 措 弄 当日 昆 常数 时 = 作为 
上 内 是 Bg—d EREASBIXE (o, 0 ERER). 

3. FH RE EHE. Ae) IEEE TD BUE BU iR 
BJ: 

(3) f(x. 3) = x! — xy, 
(DO gir, 3) — 2* — &x'y y 
jg HE T BELIZE IECUR E TUB E HS 9 
4, EAH P FUE E ERE: 


(Kay dial by), (p) sy — 
x) dy! 


m 24 ^ 


te) Y T A" (d) zlog (a^ + y^). 
t +Y 

对 于 每 一 科 情 彩 , Eh 0) 点 我 们 定义 菌 数值 等 于 冶 定 表 运 式 的 
RE. 

5. RET FRIRERERO RAES 8 = S, ry) 的 信 ; 

(a) f(x. D = vi + y, 

OD fxs p lev 1-4 eT, 

AR x m 1/08 — y) E ILEA XE E 

J.pRE 2 = tgny/ cogar ERILE EA 

8. 求 函数 s= wy cosx HERA Cn 了) 的 集会。 

S.HürBAISERE z= {1 — 6 — ») 在 图 和 家 x^ y)! d PIX 
xf. 

11.2& Z Hf 

P == ard bey dy! 

E r= 0, y [= 0 AR IS o^ NARI 包产 E p PERF 
FWD). 

12. AE AERE SEEEN WRR, ALE 
PEY: 


à sm 之 rcr 
( ) x z (hb) z? 十 y7 
i zc id4r 
e) y (d) V. 
13, UESH HE (x, y) EE RS AREE EEERCE [EC AA E Bt 
Ey PENES M ` ap = Lo X 
蕊 T. j Cr EN Y gt y) "E + y! — r£ 


ET 0:iE Ffns E EUER. 
H AE FIARE r = y e a AERAR eR E E 
ak ORB. 


WC x? + try Toy! 
(a) chr (b) s y 7 


x ixy Ht y _ LUle - y! 
ee) x? E try 十 y" (中 r 二 p7 
tey exp —Ix — yl /€ — 2zy H $)]. 
CE) lel", Cg» [e 
(by* iY [rt 
"P. ^y + EFES, 
15, 4 F HA 14 rpg i eeuE t= v — o iA ER BS gg 3X 
Xu Ed E ESE S xA naue xum 
fi. 
1s EHAR Hay, s) — (x y! — eG b y! T s) TE 
ACh 2, OO EET XE ERST. 
17.78 Pies y 2L DC, 9) ERE sin 00 S RING. ERA 
其 值 为 0 iz EH 
Ras, y) S Poo) 


Cr, 9) 

EE ARTERA. 

16.25 (x, y J E CELER (3: Om, R FIERAR 
限 : 

(,) in e», () Six t, 

xy x Ty 
etry 
rr 


13. 证 明 当 (x, p) 3 T. (0, ORT LEER m 306 — 10/12 
JATEA, RE (x. 22 WEEE Re d T 9I 
SeTE- 

EF lims == 2, (b) ms = — ly, tc) lim: 不 存在 、 

20. 425 (x, v) 一 (0, 00, Aa AR ERREUR ET ELEGIR T 
Jo, v) 0, JÉ CES x. v2 — (0,0). 党 任何 一 条 路 往 部 有 Jn 
y) 一 小 


2I 


21. REMORA > 一 ylogx HH. 
221.19 s= flr, y) m Gn — 3M rs MB PERSA EE: 
(a) = = f(x, À), (b) z= flr, 0), 
(c) x = fir, 1), (d) = 一 f(r, =), 
"b Ces y) 0 (06, 0) We, PG. y2. ARIE E EE? E 
23 E BC EERR DILERE e, D 5 om P PR 
同 阶 无 穷 小 ， 


E] M 13 
1, 让 我 仁 悦 连 委 国 束 了 这 样 开 拒 到 图 数 7. E f EARN 
TX 所 二 了 EHAA EEX Pu = lim KP), 内 要 这 极限 让 
在 . 证 明 j* XE. 
2. E T^ Ces yi — CE, qr ARI dimf(r, y EHEH 
m L.SBIXESUT iee dn 8E b. CE. a ER ER SLE 
PRI Gros Jad HET Em aus y) = L, 


14 BHIA 
B. EX. LEET 


Ar EcupmEn.mg—TEaamkIS.981&zzBpe8 
自 变 其 以 确定 的 储 , 而 只 充 许 于 一 个 自 恋 量 , 璧 各 * 变动 , a 
就 砍 为 一 个 一 元 国 数 .我 们 采 荆 究 两 信 变 起 < 和 了 的 一 个 通 数 
a 二 fr, y) PHE y AAMER EETA y 一 c. 得 出 的 
AR 和 f(x, yQ) 为 单独 一 个 变量 x BU. TE SITUÉE Bi 
fH] y= dm u-f£oe0E mM L3 ley, X 
样 殿 成 的 平西 工 的 区 名 可 以 用 方程 # 一 f(x. yo Xn. apti] 
对 这 个 方程 用 普通 方法 在 点 rmn ERGI TQ. po) 的 
PRHE RTRA E RRA Kresy) EA lre v) SES 


D JU SCR E d se Sc Dx u vec ERU IURE E EEA AE Tor Se 
AL S SUFRE 


s Jy 


Ts 的 偏 导数 
im Keath, g) — flen y, 


内 二 人 A 


ELISA p.04 s foe. 7) ESAE B. 

LHL ox ^ ReCETS e GPI7 3 Ed uj, 
^) EAUELEMMPACEREUEEL 斯 以 它 是 曲 丙 a — jx, 在 < 
serios. 

ATETA ELO SUPE ES DE A E 

lim HES + m — Cres yo Ja) -r Fa. ya) 一 NER oJ. 
n5 cef 14S E Ad SUE ipu Beg. SRITRIELIUESAOR 
成 


x 
PERIA- -ARREA ERE 8 Utt 4E —ÓnoR EHE S BERE 
FH d. RED TEn RDRREU RE oC SÉ m X T dern — 45k 
m. 
为 了 某 毕 目的 ,可 方便 地 斌 用 司 西 符 可 DD LERA L568 
人 下 上 提 和 到 过 ) ,并 记 作 


SE g D. 
或 He i. 


也 我 们 很 作用 这 个 过 号 。 


» ig -= 


HAARATA., RUA FERRARE rsy) $m 
(xv yo) XM 了 rdg Se 
lim Eea a nU fe pe = fisse 32 = D, Kaa gà. 


这 表示 由 而 ef. y] BEET: MBÜGED a 二 n AE ERN 
S SCRI 1.14). 

Jide fe iig ob IEACSEHBUE RI Cu. y) EEEE. 
因而 把 下 标 0 PRR LED ES THECA ds URL ERE FG y) 
的 定义 域内 住 何 一 个 点 《4, y2 处 进行 的 ， 于 是 两 个 导数 

es 3) = fors p) = Den, 


wis) mite p) c GO 


本 身 都 是 Cx, y) HAR 

EHEAR 一生 十 全 AARE xs 一 2x 【对 * 求 导 
对 ,把 ? E, 六 而 导数 入 的 和 tw = 2y. B s — £y B3 
ERE sm = Iry 和 ou, x. 

类 位 地 。 H Ti a AA RRR R JO ts 
RIECK T n WFR 
Gfíx xcix) 2 Em Hx, xt n fn xpo i9) 

Ox, pep ^ 
= 1n: Yar ota Xa) 一 D, IU x,, Tga tt » Tn 
ERARE. 

当 热 我们 未 可 以 重 揭 这 样 合 ， 抬 “一 阶 ” 候 导数 HOS A 
hG. y) 再 对 一 个 诺 概 量 求 导 ,得 到 16. ,) IDEAE. x 
导 的 顺序 是 用 下 二 或 分 评 中 符号 Osa Ov 从 右 到 志 的 顺 垃 来 表示 
FLP OPER HTA ERI 


B (ON Pl, py 
Bx à.) ga In T OM 


D EART REHTHEXERUEI T ASE EE (PARRE H ID. HARSA 
FEX 338054 AKANA P EB RAR 3 T. 


a FY à 


(9L Df ooo. 
B: Tr ärôy Shs DD 
(Oi. 9j mi .nnpt, 
oy C) By Or m Y MI 
a ral E : 
-— {2 |] = = [= fy (Dy 
A) gT h O 
CAU He 
9 (0r. ED 一 f 
Hr Mn? rt 
9 [SP ËL 
By ($4) yðr fee 
E ( 8 o -e- I -i 
E" S xd Bz By Toner 
e ie, s Br CER TAM SX 
.8. 977 2 = foh 
EN d 可 一 hh 


8 Ti Bà 1 一 af —— 
E V 0S7 pz Te 0" 
TAE. 


等 等 ， 
ROBES An ip. MAA (x; j) 对 其 第 一 个 
de SM 


ATERN T D. 8 — ò- putt Tis Qus EOOEUTAOR EGG 
+, NTR 


yl 
Es (2 - 一 B. F = D,- n. 
y . Br 1) = pör 


WGiesheidT, MISERE SEGA SUIT 
LETHE ES. BV 
Karey) = e t 2ny m s 
WHEA m d, Y 2 AbT r SNTE 


-3l = 


(Bites ri] 
TE ix 
y 


= CI, 2) — CIg t 23) = 5. 
了 三 


-3 


SE (LT. R E DA 


因为 (1,2) ERE 20. 因而 空 对 * 的 导数 为 ”下 加 一 元 的 情 
35 — EE, — ^ ECCE EE CE LER ELS — IEEE Rl HORTUS 
BU ESEEQEDERELARNU.T 然而 ， 实 际 上 重要 的 函数 部 其 备 这 个 性 
T [057 ELE e 8d LBS ESAE Ex Eu 


& 2] 14a 


l.X FARRA BAR OrjOx. e/i: 
(3) zo gy” + by", 


bom af 00 CO 2 一 3 
(b) z = xc" + 3, (i? * — lag (s 十 A 
& 
(ca 一 il, (D a = cos(x + $2, 
X 
(d) & 77 arc tan ”, {k} x — nlr on eh 
x 
(e) a my, D y E, 
sin y 
(D s—y, (m) s = xe" + ye”, 
(g) 2 — xy", (nj z 7 rw x! To, 
2.28 FAAR E — pfo sr Ex: 
{ny Ve 十 y. (:1) 一 -一 ol I -= 
lpr re 
(b) sintw 一 Y). (232 vins, 
(c) er, G) bg yl v o y, 


l D ERIAREN AA R AEA RART EGET Yd 05d 
EE E ER RCUE BURKE NEH 所 页 ， 


+ 3] 


3. 2 TF Pg B PE Ra — . 5 Br RC; 

{a) sv, 

(b) log xy; 

(c) ;an(arctan x 十 arcian y, 

(d) sy 

ET 

4,4 w = flr, y. z) = {carx sinje DR fades fas Š 
x c m. y= rj, f * log 5, 

5. flr, y) yeoshe-F sinhe, E x—0, * — 0 FOR fih. 

6. Ur BH BRL TIE — en eos y, s o0 e" ny IRR de — rys 
Hy == bu 

7. UE TA& 5] 6 Bo CR CO RR 

[ez + fry = 0. 

IEEJ ^ ARAM EE L E EmA T 2 E 


(b) src raa 5, 


€) vL. 
Toy 
(2) ey m y, 


(c) V, HEEP 
BA or =a EE E E E O SEE r5. 
9. uË r= F tap EAA os os. — 0, RAR 


D. 
10. uEHTER TÉ 
. 1 
fon. X13 "E (xi 十 好 十 "D + ra) 
T rs Ed 


le, T [PN 十 ~-* 十 TP - 0. 


b 4J a 


E X la 


1. -AEEA JL4-9 HAT k AERA ES 
2. HARER BI EER jie y 的 f, 人 种 在 但 p 不 存在 ， 
RER froy) EEE (638 y0 BURUBOPH Uk H 
bp 0) PRA h ck eoe RE EC ER 
fs y) = plr ey hh. 
4. EBH REH 
ax, ya z) = fü NN rj + git 一 r) 
F Ls 


《其 中 t= y t 8) AE- ARA SE 


He. bonu F oru muy, 


b. $i 


Stk fe PC tos gr zu EED SPESE. BOSE 
ig X VEI GREECE SEE] PEELE EHI 9 ELSE 8 RP 
FRR, Bid pu Heu BS RA, LI org 
IRE GGEEe,. TERNA T CHR ESSA) — E a. 
1. jt 
f, J) = ry; 
mbut MEL 
PRSE h =r; 
TPH GFA 
fr i, je = f= l, [Jaco 
LER 000000000000 o 
jr p maa x 
— E EO ett 
k = 一 一 一， h 一 ——.. 
TEE + y TE a ob y? 
[可 见 以 原点 到 点 (o y) 的 向 量 半 径 : 一 yr ae yea Y 


和 i 


WGR cosg 一 r/r RD sind — prrs IJL e Eiti i5 
DE IE MD 
Zp 
- y n p 
Al Ce! e yy r 


La 
fef, ————————— 


I 


an d COS ud 
Ta 


3,— fk esie] m] E teg) 3 


Fx. y.) = -rn =n 


vente + 
— [Bí Cio R 


Je = Tr 一 © 
X — 一 -一 时 
VG igxepo € 
n=? -i 
— 一 -一 一 -一 一 -一 一 -一 » 
GP 十 六 十 全 时 " 
ja = — i 
l (Pi r 
mii E ME 
ip Re 1, ÀyX loq 3m 
f.. -— n7 y^ 7 Up f 一 一 A T PE fen = 一 " F- p? 
i 3 - 35 
fo 5 jy = 一 人 hre = fu = r, f.m da. = 一 
r r 
cH et rp AL. bg 
= i1 
Mox yn 
EzCO,0,0) Ah tA Qe a 2) MEADE 
3 , 36, 4 
fra © foy -+ ja ===. iade £ 一 卫 : 


SU AR F(z; r e) 一 Lf MERRE CERM 
(Laplace) Jj") 


(He 


he tfe ce d. 
4. REIS 


E E 
CC - 


HEF y) 一 


— Br CIO HR 


i 一 他 me) eU LM 
* 2, 


f, m ET Cx | eh, 
2 E] 


y 


— Br OT) Sei 
= 一 上 £ Z ar^ n LEM 
HN ( 29^ + gF |e 
=m mn (3(x —u) — (x 一 - ay! ^ cone V 
fr m fhr 1 m ay NL r, 
a23 iiae) p ara ew 
fy (2 y^ 2 ," F 1854 m “je " 
[3 i dit 5x 275 f 
Ia — fy = ù 
对 于 x. EH ig 


c. i b igi SEDES EHIE 

XY —4dT— 6B S eb SEX EAE AA EIE SS ERE SEE UTE 
p AXE CAR 3417 gu» ms EJERE 
AZN. Fna 


uka, y) = I 1 - 3 
H «(0,0) = 0, "b REEIRE S XC RIETS 18 DOR TI. € 
EREDE Mih HS. FRH gT n EA 
TE x ARI y 83m ERES nE EAE, ii 
dr SEXCICR VH HEC NIAE o4 SO UUTEEN: 
Atag f y) fE-— RR V REESE 8S 导数 h f. jy 


r j7. 


k & coc o. m a '* 


r p o + on 


ATIE, RISA DA ERR AR ENDO (x; y) 3H (x t 5, 
y-r &) 的 其 个 点 我 们 进一步 假定 ;过 授 这 两 点 到 点 (x P, y) 
HAREE RA; 这 在 点 (x. y2 基 再 的 肉 点 并 且 战 
{zr 5 (x, 42 Jp EVEN FDEJEXORE. TERIS 

Hx tA, y A) — fF y) — UG E63 0-0 
— fix ct h, y E GR hy) — fs 32]. 【7 

右 吴 第 一 个 插 导 中 的 两 项 只 是 > 不同; 而 第 二 个 括号 内 的 两 
项 上 只 是 x 和 不同 。 因 此 ,我们 可 以 用 通常 的 福 分 中 值 定 理 [ 第 一 卷 第 
184 h 于 第 一 个 锋 号 中 看 作 只 是 # 的 通 数 ， 于 第 二 个 斤 马 中 丫 
必 只 是 * 的 函数 。 牛 此 我 们 得 出 关系 式 

fGc b À, y 4A) — fes y) — Rf E 8, y 160) 

+ Afele H PEDE (8) 

其 中 8,8, GAT 0 giZ, dole, 对 > 的 导数 到 连 这 
(xb ks y) | Ce 3-5, y t AD IJSE ELDESE E — TH AAE, MA x 
BUSPERHNYEBE (x.y2 到 Gc T ^. y) 的 水 平 连 线 上 一 个 点 的 值 . 
根据 假设 ;导数 的 人 雹 对 慎 均 小 于 M , 于是 得 出 

Lx EM (9) 
对 于 足 名 小 的 二 和 交 的 值 ， 右 这 本 身 可 以 任意 小 ， 这 就 证 明了 
f(x; y) Ek. 


Ho) Lk 
tEGRIPUEU]; SMAR fC, ys 2) HO EH SHUT 


1) BET SEBERUUEDA TLA E S s A 8E EE TH THEE BESTE 2B en HER] —fR LL 
TET Seb REO ERI Ce pea uen rie fe S HAC Run Eat BR PTEHT T 1-8 A S 
EB TECLAS EAER f. 

23 RR. IQ ACSR ESO PTA IX T iXskXd RO EE TGT 
两 点 rari W ia t Aor BOR) BRI. FHEAE EE Rm EEA AL 
第 19. 


= A6 s 


5 .YxfxkHqES—TTeT. 
2. RES aE J(x. y) E: 
. PEN gM yE um Fs y SUM 
G) fes m "UAM 
(x! c yog y) M ox, vx, 


6) Kl "DEREN 


d. 085X He gg pice 


在 第 32—35 pi EATA IBS d TESEURSESRTIHALT- IR RATE 
= f fm Lir Ai E aet] EFRA Y 求 导 ,或 
者 么 首 先 对 3 求 导 ,的 后 对 # 求 导 ;并 天 差别， 这 在 下 渤 定 理 的 条 
性 下 一 艇 说 来 是 尘 前 ， 
ME TURIS EMILTIT 
ENTE x 
Ps hv (10) 
在 整个 中 内 成 立即 与 对 * 求 导 吉 对 3# 求 导论 次 序 无 闫 . 
ESR hip, (GRO Fh EAA E e a. 
AIERDI A EF 3]: (x +A, »2: (x, yc DPEE 2 (x Td 
yT 5), RRASA A309 UR G, o EGURSRESI—T 
ARH kdn& Rub. ERDpSikee iS BST OR. AMIE ET 
式 
A — dc Ay t A) m dc A.) — Os y tA t js»). 
(1 
5 SES EE x 的 函数 
$e) = Firs y 4 &) — fins yh 
六 把 变量 YWA TRE” TEA TGESR: 
A = hir- A | pid, 
KHAR t h AER 
A = ho k 4-82), 
Ee fT opaze oix? ERIE 


+ di 


dria) = fuis. yp t K — iG Y). 
KARHE ir "EG Ness. EFEN MARII A 
ENA -PIER RR] 

= pr + Bha y + GA) 
其 中 心 和 8 RAAE ENI F o 到 1 ZTR 
Fe e 38ERIBS E, RATE 85 JE H EA 
piv) = f t ha y) — f(x. y) 
HAE a En 
4 — ply T 4D — d». 
ix HEU TUIS X 
A m AKA + BA, y c BÀ. 
其 中 8 到 名 二 1 Mig Ll BARTA RRR, 就 
得 到 等 式 
frike + 85, y HOR) = Fue t 8, p+ GR), 
WERTE XXI AFA AHIT 0, EEFE Jlr y) 和 和 
fekas y BITES Gn, y2 BEIESE ARI TL BEREA 
e. y) = fap yJi 
iA IEdEBESE HEUS, 


15 PAR a RA GE SENOBOATT WU UE RTHADE SEE RTULEAS S383 2 
IPfSEUUEE, Sexe DER CURIE Bri a 和 fs REX RUE nb 
Seri EP Ug s FE H AAt Se eR RU XAR VETERE T. E 
MATRE ET p ER CLE, SRRA Aks o RBROBIUT D, tO 


FEES e DH Hen pre ERR EL 
lim i= Fx e Asr) — Ta tr) 
RD Š B 1 


先进 一 内 db Em S. TEATRE htik T 


-pr den Phs y e IO, 


UD TERET f, AUE E 20 SAARE A R kaJ 
js 一 


Laub is LO 
Fra) — ex den E Ba YI On dg ny) T ry 


= 3H o 


KPAI RC E CRIT BED: ET D, A DL 的 区 
换 性 ?还 有 重 广泛 的 结论 . 特别 是 我 们 看 人 到, 区 无 医 镑 的 二 防 导 束 
dur Br Er BO EELAUGB [RR 7C RIK ERER Db. m 
TERRAE TEBCSEEST )58:317 REPRENIS REKAAN 358 05) 
ESAR H HIR RC hn y) TET ,jtrs n SFEER 
BRR (Cr. Y)， 那 末 引 用 我 们 的 定理 就 可 得 到 等 式 
Fer bs = fosas 
fars = fn = dyss 
5s. 一 bes bu = JH yses 一 f 一 fysen 
等 等 ;一 般 地 说 我 们 有 下 述 结果 : 
对 二 ERARE R E: REDRE LUE E We TIE 


US AA TERRE Xu Ant 
TT E hy 
H EMRE 
fes fixo fryra Terri 


mA A Cet Rn Raa, 


上 = fs falt 777a PP {rm 
lim firth £ 2 Le ») = fynt Esya 


Aü 
Heas 
Je. YI ys v). 
15 fk f tim Hd m p PPIEECRE AU] EARE fuu 和 jy FLnESEXÍE.UTM 
AEH 3.2 EES fya de. iX DEDE F5 ux Xp 
dx ovy —€— Hu. f. 
tili f Bp irse x Inf E BET EE EIS RIT a 


FU. v) = hin Ean KD Y) ig y t V E -yy 
AE D = Pm Fe p) ors D rig uut —À = x, 


8m 
UNO [D 一 -| Ti 7, £O, m = T. 
AudTuEG ARI. fH Li;eXEBNR RET fa. AAA t. 


= JJ 4 


PTA UTATA EAEE tA PEU EROR, Hof ,我 
PAUR RF SEDIRQIERASIXE & 和 x， MO yon 等 等 的 求 导 
次 换 次 序 上 ,因为 每 同 相 和 两 次 求 导 时 ,都内 率 涉 到 两 个 自 变 量 . 


fk 3 idd 


LRH O'2/(0x0y) 和 O'e/(0y8x) PEETERS, 
(2) g — (ax 十 yy. (d) g = Ye, 

(b) r= Af ax + by, (e) 2 log IE. 

(c) H mo fax -J- &y) ` (f) gp como 

2.2R T PURA SUELE = rig a: 

(a) fies y) — x^, 

(b) fix. y) = cosh zy, 

(c) Jers y) = ax! + bry + cy 


Xo» 
(d) f(x. y) 77 Yu 
(e) fér, y) 7 2cosx + 3 sin (y — 2). 
3, 对 于 函数 fs. y) — log Cr* os) 证 时 
+ hl UR hda—Us 9. 


ü £i idd 


1. (3) IEHDÉ II ele, p m fs)gty) BIG E a T 方 


tet y — Esty rm Î; 


(b) IERRA E. 
2. X AEF y} HHF: 
ila, y) — eng 一 y'arctan 7 Mora y x0. 
0 r= h yD, 
Tub 50. 0j - —1, UP 0) - |, 


+ 40 = 


L5 P$ REUS EAIEIEX 
a. SI EIU A. 


对 于 一 元 因数 y = PO. 导数 的 存在 是 与 在 一 个 * pi 
AA T EREE SR PNG SE (OUR zRIES 了 的 可 能 性 密 团 相关 的 ; 在 几 
人 向 上 ,这 相当 十 柜 了 的 图 形 攻 其 切线 近 亿 代 苗 ,按时 四 半 ;如 时 视 
限 

li 下 十 42 — JOD — 4 
AU & 
Trip MAR fedi bn T: WRAAE a ER., TE, 
了 在 < RT RER EA EEN x, APERE RE &— Ax 
FHR Af = e e e aA RaR 
hf xa) Eey = AB H EA, (12) 
APARRA s Hüms m0. 4 ihi. 我 人 可 以 说 ， 


KEY SLE E BU ERERERSELLND ME) m Fi e 4 (530 RA 


er y dd + 9" g p 


HRPE (5 — 6) -0E Es 
f(E) — a£)  e(E— x) — (E —&) 3 £z, 
ET PEE Bop: 3:0: 4:371]: 
n= = 160 E FG — x) 
HEETE- P EGRE (a. 9) hg). 剖 一 种 滴 法 ,ff 在 * 处 的 
TAERA JYE Aj AIE = nr AA, CEES HAR 
d] — dO = fdat 

EHRE eH à B9 9r SESS. 

A bue DRM BIGBEICNECDIEEE SG LIPSNB 
HIŠ, 

SATBISEAE w — dx. v) EA Cn eA REER T 
2e 9 Soi PE Be RI — TREANA ER bita m RE REGN 
BE EE E EA: 


D NS3dExTIME 4-1: 56—4- as 


* 41 。 


f(x Ay k= Ak BACH e +i, 【13) 
Kha.BGduchkhtdmkBAARPASJOER), 350 efus WA ATO 
FO. 搞 司 话说 ,在 点 fa 十 ty 十 让 Sb AGER 并 + oT A, 
y FM FU A BgEEPERIER As 十 BR — C ZERENA E olo) 
HERRE P F HERRA Ord Ray e RO sns) 
"IM. 

WE g ANUA mR. 35- v Bü wf i is REA 
Kx, 3k Un Y) ERRERA ATF v) v ngu ,而 且 
A= fir Yh Bafi t) Cm Hr ry). 
BEE, MODA AKH, km km0 Hf fey) = C. fha 
Hmf (x +A, r HROS CCI fird, 
k-0 
REA: EX Godi UDe £ — € 3EERUA Aa Pd 


BE cs. 
Å 


WFT oke BT 68， 因而 等 起 在 地 有 极 跟 而 且 爱 限 就 是 
A. BM AIRE fr.y2— B. 

EAR RA DKZEN]TIRGEZ MX. 

—4- XB s — Iu y) EAA NEN RIE XE E nEBRERS —— 5 
EU, erre (13) PARRA ARERO f 35 os. ROS 


eC e) —— REGENERAR AER — D HIC, 
Sur pO HSBREITIHE in 
An = fr t h, y t À] ixi) 
号 或 这 祥 的 形式 


Au [Kr Bs yd R) fox. d- K)] 
THÉ. y tR fs, rJ 
正如 前 而 {第 5 DD 3€ NR E BL 2 Seen RETE dE 
AE AER AE Ae ig 
Au = ÉfÁ x t RÀ, Y tA e A + UL, 


t} 


AX 086,80, — 1. BUSTEUR T RER e 和 f, TAC ORB 
XE SR TR] A E 2X 
ltr Fas + 
和 
f, y cT B) 一 tr, y) T Eas 
其 中 娄 e oe CR A IS RE AECF OBI HET, 0. RRT EI 
Au = Bf n, Y) e Kj Un, 23 + uh b e 


= d, y) kf tolk t s 
而 这 个 等 式 示 明了 上 的 可 微 性 "。 

有 时 我 们 把 具有 连续 的 一 价 含 导 玫 的 函 施 称 为 连续 可 微 的 夯 
ERTE C HER RIAS, C 类 的 函数 都 是 可 微 的 如 
果 除 一 阶 从 导数 外 所 有 二 阶 偏 导数 也 都 是 过 绪 的 ， 我 们 就 说 这 个 
函数 是 汪 次 连续 可 微 的 ,或 说 它 属 寺 C RES. EAA 
HUE C RAR, 


o 23 LSa 
]. lE HL FA AE- I E A CE DR RC [n 
(a) f(x. Y») — "i * costs 
rj 

UID. 当 Cx aY) * (0.0), 
(c) f(x, 9) 一 Aa rg! 

Ds 当 Cxsy) = (0,0). 
2. 对 于 ry ERKEL re wl Lr 1 JANES Ce), 

让) IEU AM 


O WERTHER f.07; f, dE EG I tE DIT RI RE UTR C LS 15 
) 


TR. 

2) Ln C. C ÆRE EYXETGUBRESEC f. HEXA E ud 
RERRAXCEDCERE)EA4R BATIEOGD. WPT ECCO RGEOET SGRARE f Gp. erp 
HRED MARN? HERE RG"pRREEPA Xu AEAEE Ee DES 
BEERA a. 


i 


Kear) m (F aC ) ox (P aca) 
当 Tp < ts Fo Y a" y, PETER Y) abo SEXE, 


(à R& 1.5a 
l1. E, (a, B) HARRA 


fixs Y3 = Hes 6) t Baa, E) HP Kilas Ere K t K 
其 中 kera Amy b, [EUIS Ye EA (Qa. 4) 处 在 在 
[EX Sep SS RIE f 在 (o. 6) PRESE. 

b Hag 
TAAR f eee E E RARRA AT e R Y E 


RFRA, Nh < AAT 了 办 方向 的 导数 一 一 而 
且 和 还 有 阁 尾 他 方向 的 导数 ， 共 且 这 些 导 元 入 可 以 用 和 和 f, Xx 


X e HEARE Ce, DEAR EEG OE RET RE RT o 
HFAA REES Gti ya 5 e ST AUR 


= geass $ = p sind., 


RHE, TET edet 
fÜx + pcosa, Y d- pinaj, 


在 | 让 的 关于 Bg [r, S Bir 3E T3 D, lx. y) 3X6. I5. 


D fx, y) —( Ke: + pcos? + p» sina) | = 
„ap R 


m "eie + pcoc t pina) fr 
BU [ig 


WERTERA, PERH aco 和 “一 —H, RER 
1 的 两 个 博导 产 : 


*o34 5 


Dof( x.) 一 Bm Kx Len- 一 长 fy y) y). =} Kn y). 
Di flrs Y) = lim Kettel- xz - Hs Y). 


Wu fers r) 是 可 德 的 : 则 我 们 有 
Ket k, y PR) fian Y) — bb. m Af, t p 
= pf, cosa + f, sine t s). (14) 
te HTI, FE. BTF e AT WORRALL FU eB 
的 表达 式 
Deke, Y) = fecosa + fy sina, (142) 
RE TEGS Df (x AAR Y 加 方向 的 导数 六 和 
^ 的 线性 组 合 VRBO cosa 和 和 sinc, 特别 地 , 当 导 数 fe M f, 
TEE 2E LBS ELE B. e E. Pub ROT, 
Bm Cn, y) 为 由 原点 到 点 Ce, Y) 的 距离 


r9 i d- Y? 
RITA a Rr t 
X 
hy 一 —— = — -5 eos 
Mr py 
种 
y y l 
fn， 
, sety r 


其 中 日 是 矢 径 与 * ERAR, 因而 , 在 6 方向 上 函数 7 具有 
TA 
Diar m recog d- r, sing = cos cosæ t+ sin sin 
= cos(8 — a) 

KEETHE RRITE SpA FO CEILALRS GELS. (e 22 的 方向 )， 这 个 
WR EUER 1. mdr ESAE BSEC SMS. 

AAR x. 证 类 无 洪 的 方 同 、 有 导数 Dals) = cod, Mii 
3M v. f£ SEX Di) = sin0; DEAS SEHgAm, XB 
铬 的 导数 则 分 别 为 


" 下 了 " 


la, LX = — inf d Dapon c eot, 

HË IC, D BEDS EI C RID Oft x. 2/0r 表示 , E 
每 际 上 是 将 通 煞 reot, + sin9) AIE r0 RARAN, X 
的 篇 导数 。 这样, 我 们 有 关系 式 
of - cas of. + sing 9f. 
e x rel 
我 们 可 把 这 个 关系 式 简便 地 号 成 符号 形式 

9. L cag -总 sin 3$, 
àr är y 
xxm E T 3/0r,8j0x,0/0y cB SEX, 

HBAR WEE CA’ y d- E) DAR OUTRE 
方向 为 的 直线 逼近 上 坐标 为 《xz Y) Br P ORE IEE Ah 2L GARE 
3& PF; 而 该 曲线 在 点 的 铸 钱 涩 向 为 o, KERNE ARAR 
f(x. O dk e JJ EBgdx. AA Sn HR EAR PO 有 六 向 名, 我们 可 
Ej A [= ecos; À= asing, 并 在 上 面 证 明 过 程 中 所 用 的 公式 (147 
cpig ad 6. dH TRISTI) o> 0th i BnF eo RIR 
后 仍 得 到 关于 Dur, y) WEARI SR SI. 

用 同样 的 方法 , — HR —BSEEBEIISEETE r, Y. 2) 也 
PEA EDERT A. RITE xA ARRE 5 dx 
ETARE EAE. AREENAN E e.g. 并 
HAAPAI Ces Ys a) T Cet Asy tA gth 其 中 

Å 一 posts À 一 peosjl. | = pf, 
TER (4a) 一 样 ,我 们 得 到 在 弟 度 Ce, 9, T) 所 确定 的 方向 上 的 
导数 表达 式 
ficost i f cosp F focos. (145) 


BM 习 5b 


LER f PEE e 确定 的 方向 .上 的 守 数 DC. 9) 的 几何 
?2. 对 一列 函数 , 求 由 Dalle, Y). u 一 0^, 30^, 60 , 90°; 


+ £594 


Cay f(x, Y) mm ax = Py, n, BOXER, o Y. 0. 
(b) f(x, 2) — axi H- BY, mom *(— d Cau b AERE). 
(c) firs Y) m Z2 — y, xo le 9p 7. 

(d) f(x, y) — sinr + cosY, m7 fimi, 

(el f(x, y) — cosy, rum Ù, Y mo, 


fa) Ka, Y) — cosir T y), x5 75 0, J, — 0, 

3, EE EISE AUER BU Ton ERE — T ERE EA FARE ERC- 

(2) $1 — x! — 9 (EA E10. 12, WER (4. 3,9). 

(b) xYz — sY — yz — gx Fx YF oz AAC’ 2 DR 

i] C2, 2, 0), 

(e) zz t Yi z FER C1, 2, — D EL 1,4 0). 

4, uS RE— TARAF., TETA ia 
AERA EERE ERA, 

SET f(n glo Vx WR f XEEDSLEFESRRS IU HL It 
De]Ox A) ziy fik AERE E SEWER S. 

6. 设 Kr, Y) = ay Te =m METEN y yix 一 ig. 
af g — 0?,30?, &0?, 909, E x, v — 1, E rD, 


e TRELAR, DET 


对 于 一 个 函数 z 二 六 x, v). BUÉDEDERNESS D AES JL de] 
EAH. serpente «gud ecce — de a eS EUH) ERR 
率 ,这 条 归 钱 是 表示 关系 式 # 一 dx. Y)EMEUE S — EET x 
EE HPT x py AR. AAE, a 
Sath E TAi Ce F, x0. EÉ T xz7 平面 且 
Ej x RAE o RERA DRAR EAE, aE 
HAA 
Dair, Y) — f;cosex -- fine 

使 我 们 能 算出 所 有 立 样 民 面 线 的 切 乒 的 斜率 ,也 就 是 ,从 两 条 这 捧 


r ÅF o 


HERRAR, Anim Fd s ORE EUR ED Bd, 

THERME Dm FEL) EXE (n, Y) Poste pu d 
He Ro 

DCE, q) m f(x, 9) + CE — 3M, Fn — Xf, 

383r Hr Bn 是 变 动 些 标 。 在 几何 上 ,这 个 线性 梢 数 由 一 个 平 
区 者 条 ,与 此 频 的 基线 类 位, 我 们 称 这 个 平面 为 此 至 的 即 平面 。 当 
上 一 + 一 请 hy yd dT De ARERR EISE JOE, 32 
SAREE a ELAEORETOSE. AOF RERE 
X, EARS, RIRH A x» 平面 垂直 的 平 点 怕 
ZEPAI RERTEH AAT US RE RADICA, TRUE M 


EO 

HERR BEIC A (x, Ys e) 处 的 可 向 性 的 几何 表示 , 共 中 
zm firs). ERRER (Eos. Cou Ges s x) ERDE 
面 方程 是 

一 

正如 在 第 42 页 中 已 指出 和 的， 只 要 像 邓 数 在 给 定 点 是 连 统 的 ， 
函数 就 在 切 定 点 处 是 可 微 的 ， 与 一 元 元 数 的 情况 水 司 , ORE ds 
导数 f. 和 名 MEGGEMKRREDMRUENEYERURCEUE, 得 果 在 所 考 
RACE IE SERA: ES B ZB TE D DE HT E cl 9T EUR s R 
V. UNE VA, Heth, y ) E a Tk EREB n yt 


Af Cn, 2 H- Kun, Y) RIBUS E EAE? 十 PERUA T" 0. 
xx nf E88 — A- f SR RT AEn UTR 
1? zI iE tw Fg -- ££, 可 ， E, iL EIx-4 BIOS. 3 =F + Ogna, 
Amet mman rA 
E m Hy t ese, Fa pora 
[eue AARET EE E=, poU ÜriUDSEESA RR IB T AAA 


CE 7 TUE 


Tisi TRIBE 
点 一 部 十 P Du ss yl Tixi 二 poa], r, y) Deui Cn, yj. 


电 48 c 


一 iie Y) m EE giya 
u =t, a rcc. y—U, 
WARDA RE end 


n = —— sin28, 
# 甘于 * 和 Y A-RA E ERE SE A Bb feq LTE AAR 
ARDE. Hi AERTS RR ae BEBE ZU 
E. = r(- 一 一 一 -一 — 一 
Wap? (Qs Vitry 
WER EE? HEGER s. AT OO. wucGp E Dis Y xs 
近 , xx 就 趋向 于 上 ， 这 个 范 教 在 厚 点 是 不 可 微 的》 £c TA 
got Kz, y) 的 切 平 而 不 存在 ， 困 为 等 式 FCR e) = fit, t) 一 也 


XBEGDENUHDMSDEBEQ 0 ES. AHTS 日 一 FEST 
7S EDT 
uün29z 133 s— Key) = 75 
AE METET FE d SUE ELE REJBE #; 并 不 化 > Wat 
Ame, MAETH ragmJ RAS ES xem 
—A- ELE PRO T E Bs tS SER SERRE ERI E PR XE[E— TOF UR EF. 
$w a Le 


La pAg SEQBEH 2 一 f(z.»2 CERES ETE x 
PP 一 ry Fa HEA H: 
(23 Hrs Y) = Br 十 dy, P= tl, 1), 


" 

(b) Kx. Y) = 2cos( 2r - y) -H 3s, Pe us z) 
(c) Krs yj) = coshüx + Y 2, P = t6, log 2), 
(D JG 3) m i n P = (1,2), 


市 EP 


(6 Ks, y) m emm, P = (c) 


(D fir, Y) — casse? , P—(lo 2.1). 

(2) an= ed, P—XU, 1), 

{hy f(x, f) = ac — bay t xf ddy, Pedli), 

fa, b.c. d BEIO. 
2. gEUE SEL e= FORI) BARA A T -e 
HE f EEA AA, 

3. WR HE 3: 一 Hrb) EA Pin. Y) 2A DETER 
过 Ez Can Yosh E= 0, L, 2 的 平 画 的 极 取 位 置 ， 革 中 
P, = (ny) T P. = Ca AR RETTET 07 e 1807 的 不 同 的 
HAER YP. 

3. 证 用 二 次 出 看 

arè -E hy: r =l 
EA 《sa RT zo) 处 的 划 平 而 是 
axa 二 BY de cas =l, 


d, djs a 
18 xd — AR EP SEE UE SX (143 
An = fx AY RR dx, Y) 
— RI 9) hh SES za P od) 
e" u= fn Y} U 者 一 个 专门 的 名 
tLgeHREHGNE. GTENNRETUIESeS EU. FE 


za 


dn = djir, P] e aL k 十 8t. $ 
eur y 
= DE Asse DE ay £15.) 
x Ph 


EA BED ARRS ASTE) AERD BER RAE BAS 


- 5^ 


zi yc Sp ED ESÓRBJEEE, 我 们 再 次 强调 , IX 
4e m WE. AMARRA: de eA EE 
An fx t h, Y A) — fx. T) 
BHRR HRE EVA t A C e s e 可 任意 小 ,内 要 让利 

kEi ME. XOT EGG AED.) 我 们 得 出 
ar 9x Ar + Bx AY Ax, 
är Bv 


dy 一 9 Ar 十 Aa) 一 AY, 
dr Oy 
Hk, 984 好 Cr y) EB TE 


et 


x.) DP ace EL gy — fx. yidx + fixo Y My, (15b) 
e Qy 


ME UL— Rf Sia xEY Pg BUE. 021,5 1g d» —0 
与 此 一 工时, 我们 从 地 就 能 得 到 候 导 数 8118x， 

我 站 强调 指出 ; 除 砷 轴 堵 在 上 出 定 六 的 卓 必 下 是 可 微 的 (对 这 
一 点 , 两 个 偏 导数 的 连结 性 , 而 不 仅 仪 是 存在 ， 就 呈 前 了 )， 图 涩 
Kc. 3) 的 全 微分 让 入 AJ 的 线性 近似 式 是 设 有 意义 的 . 

dx f(x.) 还 有 更 高 阶 的 连 纺 仿 导数 ， 我 们 就 能 建立 
WR dn 90 fO AR Eh AAE EAT xL v 39 f SERRE 
BLA = dr pk dv, MUSDARXXCESNESESIAEDE. dEXT UA 
Ha, RE AGI A GIAR XS DAY 

df = hix, Y) + A5 x. 2 
apr z, y, A Wi E, TERANE 58x 
-EY K Tn 
ð 
di — dd) D. 9. (8t p+ aL &)5 


atat) 


1) mem MILIAR ARAE ALES EnA A E Ra IE BEI hg i 
APE P8) RE E- 


&» 5] a 


pu gij 4 Eu A4 eu 让 
Ör BxBy By 
Zu FE . T .: n5 
= dt F- dxdy -+ -~ dy, 
op pay 7^ 7^ gy 


RAD RTTE UAE PICS 
4 — UG) um P ap OY gy 
di — dH) md t3 7^ 


4 8*5 
d'f — —— dx! + 4 -4 Sidy--5 —-L  gyMy! 
x 7 x Oy? 


A. HL sM JIAN SS ETE. Feng 


RE n V l 
dr de *(1) — diy 十 


Ei -lay 


af "m— C t 
+? h ha dx" Agp Rel. By "T 


RERKTART AES à 
PER (3 xta 2 ls 


过 里 右 庙 的 长 达 式 可 理 狠 为 先 根 据 二 项 式 定理 形式 地 展开 、 热 后 


NE 


&f - | 
dady, es, TL 4 
dr By T i ” By? ? 


对 微分 的 计算 ,法 则 


D; MB E, 0E SY. CV, (RV. (d! Ar RE uet, su, yt, gu) 
XH. un ETuINE E AENTE D LECCE ide. dU) ieu 
dux mg. 


"32. 


dig) — fdz + edi 
DR HE ACHT SWR RH S er RU 
HE RiR a ARE AFA kE 


$& 2] Läd 
LRH p EBERT A ry 
(a) z= 3x e 


b stt T; 4 
(b) x Tip 
(c) # — log(x' — y), 
E 
1 
X 


() ze 


(e) z = casa 十 log 33, 
(f) s = 5—À 


x 十 y 
(g) = = acc fan( r 十 y 
(h) z == x*. 


(i) w = cosh(e + » — x). 

GJ w — a! — lrs t Y, 

Lir = l, y= 2, ds = Ol, dy = 0.3 HE f(x, 9) x — 
r+ Ce 22 mesi. 

3 Kaxa Y) = 77 È o. 1. 


e. TRAED DE H8 


在 实用 中 ,微分 df= Af. AP, SARARIR e v) 
MG. v)Él(r + k 4- ORRE A - Ker -H kY E R) — fersy) 
Hirik. SAAE R BEAT pfa RU 
来 了 【参看 党 一 卷 第 516 页 }、 例 让, 恨 设 我 们 要 求 用 排 量 法 油 求 
国企 的 密度 时 内 可 能 5| 起 内 误差 。 者 阅 昨 特 沁 在 空气 中 的 重量 ， 


+ 535 


in iEÉUENUEACGBRBIBEGG. MRAMA RAR, Ea A 
(m-- m) 是 被 排出 的 水 的 重量 如 果 我 们 用 gs ( 恒 米 - 克 - 秒 ) 
单位 市, 被 排出 的 水 的 至 量 在 数 全 上 就 等 于 它 的 体积 ,因而 也 等 干 
[E BS ACER. 所以 这 个 固 性 的 密谋 :是 由 公式 s 一 m/(m 一 my& 
HX mda atA E, im AERE e A m AN 
Z dm W5 RAE s gu iE e Ray 


di 一 95 im 十 —— dn 
Arn 3" 


近似 表示 . RECESENDE A LEN gg SERE 


Ss m i nm 


Bm lm- m) op (m RÝ 
所 以 这 个 微分 是 
js = —mdm -+ mim 
(m 一 m 


这 样 ,如 果 dm 与 dm 有 相 太 的 符号。 HEARERS iniii an 
困 我 们 以 一 个 过 小 的 数 m -+ dm EIRE 加 ， 叉 以 一 个 过 大 的 数 
而 十 dm 来 代替 m. Ai, 才 有 一 黄 钢 片 ， 在 空气 中 的 重量 约 为 
100g, 可 能 的 误差 为 .005g, 而 在 水 中 的 蛋 量 约 为 88g8， 可 能 的 误 
姜 为 0008， 则 由 我 们 购 公 式 记 给 出 的 密 庶 的 误差 大 药 晤 

88 *5* — :8-107 o. 10^, 
BIA. 


fk S] L5e 


1. REAR zm (x 十 ?Kx — REMEE 4 6 JE 2 
变 到 * 一 25 并且? 以 ?一 4 变种 ?一 45 时。 

2.5& leg[(1.02)"* + (0.96 Y^ 一 1] Eus. 

à. EXULEE 8 — JEEEBIRE T: x Pus Y Daaa RE A, k EIR 
的 可 能 的 误差 是 什么 ? 

+, 落 as EE F 的 测量 误差 , 怕 对 误 蓉 定义 为 dz/z. EIE 


ET 


fis wy KAR EEA RRA EA, 

5. 3E JURE BE e BUA F E ERRER A ABAE 
AERJ ATAMA EA AR AE EE x. A 
KARHE e. 我 们 有 g= 2x/0. IE Hg A f $28 0.45 
35.108] s ERDSUUSCESUT : AHERE IERT x 网 相对 误差 
XR RERE, 

L6 mUEIEVEJXECH A PEOR B EESSLAL 
a SER EAEN 


HFE x.» HAAN SS WEPÉSX 
u = fis me 
x p EREE E.g RALE S 和 了 的 国 数 
&—g(x,yh 1 ytte, 
于 是 ,我 们 称 
u = Ergo) fpr, yh dx, ps) Fix, y) C18) 
Ery RRAGA N £332 


T8 a E er 
uc Efx, y) = e” inle + y? (16a) 
UpDLEPBE-—ECOHBEL ER RARA ARN 
a KE. q) m c aina, (16b) 


EB fcr back. WEARS 000000 
Baz Ei er 2S REA: 
u= jF, q) 9 n * arc ánb, (16d) 

其 中 pea —689—,. 39 4 —Xkg( yt). 

ADI bb A BEDERBES SOL ARABERA S 一 plr y). 
站 一 sx, yJs- -FARSA R.JEH E RPE -A Crs yJ 
KAPE Cs .--. TEA (E. qatt t LAR e m Eg O AE 
X, ED. RHEA Cesp) ERRIAXG RE S 中 的 点 . 
Tik ARM 


u= f(p(xs 33s dx. ytti) o Fx, y) 
sg X dEDCX RH, 
TEIR RA S 的 详细 研究 通常 荐 不 必要 的 ,和 象 在 Cb) 中 ,其 
中 自 变量 的 点 (5, q) REWE Eq PERTEK “一 ce sn 
定义 在 整个 i 平面 上 ， 另 一 上 方面, (16d) AUR AARNE 


文中 研究 区 域 丸 和 3 BRE, ADAR 6 一 1-6 —y 和 
y — leg(x! -F y) 只 在 由 点 0 x! b y L1 BRRR PUT 
5g X, ARBIUZEELIES S 20 o 3EAEE IS SEP HII ERR BERT PEL ES REL, 
在 此 区 域内 我 们 有 |El —1. 90. PBLHUSX BERG A 
x arc ain 的 定 光 域内 ,因此 总 合 咬 数 定义 在 RB, 

过 续 函 数 的 一 个 连续 尔 数 仍 蚌 连 红 的 。 更 确切 地 说 ,如果 图 
X orc Ept) ERR S ARER LAR 二 一 y, 
yjoapced40sy)ect 在 区 域 民 WERSI, PEESO = 


EDERE E HEERE. Uns y 是 及 中 的 一 个 
Ri fn pst EXE TERT E. gote R. 更 在。 对 任何 一 个 正 
PME A 

KE, 对 + 一 KC, 707^) 
的 绝对 值 帮 必 定 小 于 s. ROUEN Ro SERA 
VUE EC) o A, 
AE e EERDER, BEH ge. y) On Y) c WE 
E EXON SEXE AE REB ELE. ELSE 
GT FOTN, 
ix ”是 一 个 足够 小 的 正 同 量 。 这 就 建立 了 复合 画 燥 的 连续 性 ， 

类 仆 地 ， 可 微 衣 煞 的 一 个 可 微 唱 数 念 时 可 短 的 。 这 个 陈述 任 
TERTERA, EARR N S aRU ARI 
p, BOATA RAHE t M: 

WE E FODERET CEIR O kx， y) ERR RA 
ATIRAR LWE Komo EG mt) ERR S PEUT 


a m RUGI) dr, yst) = Firs Y) (17) 

To Cx, y) PURIERA SE CAA E HI 
Fa m fip. d fyb 十 (185 

Fy fep, ct faby * 


AREE SX 


z 


s. = Hha F aug. cb cot, 
Wy = Hby d uns do trs un 

YERE.20 TORHIX Y c EL I C LC LAE OK ILS 
TE IRE i po ATR, AE EADE AR 
对 刘 的 变量 关于 * 的 导数 ,并 将 所 有 的 乘积 相 基 ， AEREE 
{第 231 站] 中 所 讨论 过 的 一 元 函数 的 锁链 其 则 的 推广 . 

如 果 用 微分 记号 ， 我 们 的 叙述 可 写成 一 种 特别 简单 郴 及 有 府 
AERE X. 

du = pdh + mdg doe 

一 pl Ede 十 Eady) F niade + ndy) t e 

= TAF 十 wi ix t CET Hoge t dy 

= gedy H udy. (20) 
让 个 等 元 表明 LR ITALS AAR a — En.) = Fix y) R 
增 员 的 线性 部 分 的 步 又 是 ， 先 将 十, 3 … 自作 自 变 试 而 号 出 这 个 
线性 部 分 ,然后 用 因数 E = plr, pyh g= (v, y FIF SER 
线性 部 分 去 蔡 换 如 ,加 ，,'"*， 这 个 事实 显示 了 微分 记号 的 方 便 与 
suat. 

2 TEREN (18). RLSERIUE E SI PEL RE RT Dac RES (t, 
根据 这 假设 得 对 ,对 应 于 自 谈 量 * 和 3 的 增 量 A: 和 Ay, 6, 
T BUDE ERE 

AP = $Ar Ay tev (A E (AD, —— (201) 
Ag 十 e, CAzY + (Ay) stea (20b) 


其 中 数值 sopt H Ax 0 Ay 0 hay CAxY -- CAy Y 
» SP 9 


L} HAT Ü, 导数 JP E, gae Hy 是 对 自 变量 T. y MRA. dnb. 
WAE Es pt ART AL, aq， R m JE, me 2 BER 
ATARE 
Hha sS AS—OJ As RAT O, je 和 AAEE Ea Iu 
取 , AEE AE, Ayats AA (202, b) BIER hAIRE x + 
WAR Ax. Ay ERA REREH ER 

An = (FE, 十 hp E dar CE, + jy cb or )Ay 

Fay CARY HAY, (21) 

5 HTE HB: 
E = Es cb Ef, 

toy (E, cos a tip singt eF --(g,coso--q, snsu-dz)-----. 
H e — 0 BTE Ax, Ay. eo 6; EET 0, 从 而 AZ, Ax RIS SEAT 
G, 35 — El. Jes Ia Eza Srs tuse c ERLEA E EE S. 


Himne i), 
mmn 


E1(22) dEXI , s EA El IE RE xa y mU, TESI Ce, y) ERAT 
3t. EH de HEXREECIO EIE. EH du OX PRGEXREON Ed ADOS 
SER PIE A XXXI CIgB), 

TRATARSE noi MARTTA, Dp RE 
m RET — TANE r, Mine EAER e a 
EH, pibGEYSIDGAJEGKGZHE. 

A rd S eB ATA BIRTE TA OS) BED 
PrE IE 4A PAB ERME, b gRBSEIEÀSETIX 
TARSAR E.y RICHIE PAP TES TIU 

mne fahi H d.a ct hb 十 Mam. 

F fagadb 十 Lhed P fse T bane F ftira (23€) 


D 这 里 要 证 了 古 i t 的 ART B.5.6 基 ry 前 CU at Gh 
RET riy gH AEN BAT C, 


是 5] «s 


Uu == fees Eu e facere H feces, + fa (Eun + Emi 
dcn, dope) + fu, + Esge) (235) 
十 Sm E hiner hie. 

uy, — labs E faga + frst + 2fe ium, 
"kou. + 3E. ame + fuf. (230) 


i x Léa 
l.XpPPRSXOXEIBXUT x35 AREARE: 


= ， 其 中 = pmi o, 
{aj z = «log =a 加 ir 


(h) a= e, Hb e= ar, e cosy; 


(c) zr 一 sarclanp， 其 中 了 一 -H r=ry Fyr 


(d) x — glr e yh 7) 

fe) z= tange arc tan»), 

2 FAE iio TR Erde t: 

(22 入 一 CO 
v "Ce coy! cb ixycosz) 


X 
hb) m = are gin — - —— 
(5) i" 


y" 
Cc) m = x! yo + r -ybz; 
(d) æ = arctan (x + yz). 


3. EE T A A REI e 

(a ) z= x*7. 

(b) z 一 六 全 T ^as | 

i.upE AUR M PME BEES PE 
Sta Piy, 
ġa’ Dy 


i EIE. 


Bk oni a kra 


- 358 4 


s, UEBH PEL E 
(a) He, p) = logy t t y's 


b 3 Ya =æ, 
(b) gers ys 2) ZEE 


(2 Mr m 


请 足 各 目的 拉 普 拉 斯 方程 : 
(2) f. + hy = 0, 
(b) ges + gy E Brs = 0 
Kel Au, E Byy cb hss E huw mm I, 


(fn 题 15a 
1, SP es y) 满足 拉 普 拉 斯 方程 
a p PÉ 0, 
ag üy 


AX dm ux. y) SH eC. y 2 RE fulpn d m ER 
Ou _ eel Og — Br 
es 8y' ev Em 


HA BUM plr, y) — elr, 92, v(x. 2)) 也 是 拉 普 拉 斯 方程 的 


m. 
i. 证 明 ,着 z 一 其 Ya y) T —- k E ES FE NI 


fefe 一 Ps 一 小 


3, 设 Kn yo 2) m Ch ab em à E. 
{a) 计算 fsa E Fyr ct ha. 
(b) ur rH ,如 果 je ff =D, XI 


LENT z} = Lth 其 中 = 和 和 由 是 常数 。 
4,3 JO, oco x) m grs 其 中 
my ibi h 


^ BÓ € 


(2J ter Iun bun dco Frata Ec EET NC 10». 
(5) PATE 1. 十 LE occ Jenva — b, 


b, fi" 
L VERA LAE ER ELSE 


u 一 expia im! y t 2xy din x sin y -- 55, 
BUT 
go pU HU, Ens vin y, o 2xysinrsiny, E= y, 
SERI 
Ea = 2x sin“ y, Ye 一 1y Sine siny T Zyxycosrsiny, tr: 
E, = le'mnycoesy, qy = Br aing dry + lrysinxrcosy, Er = 2y; 
We — ia oo eStat 
ELE, 
ta = expl esin’ y + 2x y sin x sin y + y Mxsin*y + y sin x any 

十 xyzosz uny) 

和 
ty = lexp(x sim 时 和 本 本 村 y^ X x sin pesos y 
+ x darsin b oxwsinxcos* -F y), 
a= nt 

RNS Ese» BE 

m = Ikcos(a^ t y), n, = 2ycostx! t y^, 

te 一 oa 

tep "7 — xy inga e 72, 

f; = — ty! sin (x^ t y) 4- 2cos(x* 十 »*), 

3. HAR 
u= arc tanla — xy t y), 


HEH È == xag = &y, à = y. 4E SS 


D ROEE PIUTSUOIZGREIEE DES m4gHcT $E ires, 


* bi» 


n= p + 2y 
, |d- d ry t rE 


c. EE RES E 


锁链 法 风 [193 应 胃镜 自 恋 量 社 罚 网 ' 清 形 是 特别 总 要 的 .全 如， 
Bn 从 5,12 是 十 个 自 变量, HARTI Eon 被 看 作 y EE 
RE. GdETIBTELTETROT AL E 5 zb RRISI A RISS SR x. 5 CIUS 
一 着 第 384 WD Ef E. FERCORHITSNGEm: 


Emar Eey am ax Hy. (24) 
或 
x — ni Eag y- is tHig. (24b) 
这 里 
a — cosY, œ = — snf, f," sn. f; cosT, 


其 中 + 表示 二 和 籼 的 二 向 与 * 名和 网 二 向 之 间 的 来 舟 、 TEAR > 一 
KS, x)" 3838" Ee GE 
u = KE p = Kar t Hy. e + Br) Fix. y). 
tEn KE p EaR 5 UMERE G FEER. RAR 
AFR e 是 "相对 于 代 赫 点 ,和 的 新 的 自 亚 量 x; y miat”. 
[15557 WIR fit 4g 1A ELI C19 ) XE RR] 
ie T rk do nue Ag — duh 77 nus (255 
TUB mesm 演示 胃散 2 一 (zs) 的 篇 导数 ,和 misri EEE 
f(E, 32 AA. pug a B. 284 dr gu E T2 ERES 
^ EH IRE EE E EE RE SIZE RERUM Ab ARRUE, DAT 
Xr Ren s EE er db P2 CER) S arn)". 
尺 一 个 重要 的 自 变量 的 普 拱 是 由 直 MAE En (x. y) IETA 
标 (0.0). RERET TEAB SAARI RA: 


1) ER — f DOORS T aei OREL EN. 


e eg 


roc orcosd, y=: sinh, (262) 


(26b) 


pamatyt VÀ = arc LE marsin — 
yat de y, D uar um jeg p JA 
e = f(x, 39 = KroosB, rsin 8) = Pr, 0), 
Am « RSA rE > R19 WARA. 从 而 , Hrunriiky (19) 
PEZ 
sin 


Ed y 
bip ur, db ug). m uy — — ug m cosh ~ nap " 
X F T 


y x : cosa 
和 二 fnr, dou], m uu dua s c au sin deg. 
T r T 


白 此 短 出 有 卡 的 方程 


xi rel — 十 La. (28) 
r 


GA (232, b, c), 得 出 更 高 阶 的 导数 


cost sin B 


1 
了 zin B 
He. = HcusD -H ogg 


— up 
"Te. ` 
sin d cosd ein 6 
deo, 7—— h Zug 一 一 一 一 
m z 
- cns O din wsi 一 aing 
Bay 一 Hy, UT pcos xn G — nea 7— —, — H wy c -o MM 
r r 
sin B — cos" 8 sin cns S 
-+ ag 一 —————— 一 y y 
r r 
; . 
- Eus a cosi ant 
Hy, — Ep Sin! + gp 十 Zura ————— 
1 ` 
cos* n rose! en d 
+ P — ÀNa mE b 
Y ; 


由 此 可 导出 反 请 控 普 科斯 算 式 Aa ROBUR RR, SIAE 
EER didyhn9 75 Eu" EC OSEE Au = 0 (WE 34 pp 
Aw = tas T yy "UT hyr E nyy i + t, = 
F 


a 3 = 


-i$( 50.8]. (29) 


Br Or / gg 
HER RIJA ME n. xU wp 月 x 和 ay Eni, 
RAZIA ER 
Me = Het, T At, — eco a, sin B, (30) 
Hg EE Heta deo. Ya = — mer sin -- sur cost, (3052 


ATHRO G ae 种 os. RELARGA Ey. s 
fei 3s Hl , HE C308) JE ECL IDEE Be Sip de > IMS) S ERR 
RAR o ME 45 H, 

Ă— HHR RRE HT ENA HAR EAA 

4 = Ey my 
E = prsy) a= plr, y)’ 
RATER EUR GUBIE S 是 对 新 的 自 变 量 x. y MTER 5， 
qc quB]. BEBE. yA m mpeg. ADBERT ~ 
ELI) — SE [B pee v JETEDU Ein cC SACRED CE 0.0 XR E 
TEX x. y 的 图 数 
Fír, y) plr, y^ dix, yat. 

BEARR a KE ss ORE dab, 我们 必须 清楚 
ab 4 Fed e RUPEE CE guo ARRATE E. mcs 
HA s HHE, Æe BESECCTPBI SPEI. Ez 
的 证 号 sema ERTE. Pri MERE M aA 

e —f.qes)-FG, y) 
时 ,实际 上 不 应 该 写 tgs e, 或 trsa WAD ROG. gt] 
A. gr) BEEF. y), Fur, p) RE. AS f gm, 
在 不 臻 引起 混 下 的 情 襄 下 ， 篇 站 的 记号 ags fo oth, n, DERA 
HJ, T EUER TE IUE p S H TEA 
u.c Èa cb owe 4, 一 Hub, T Nyy 

xA RAISED S 与 上 ,9 Xx. y 之 间 的 国 数 关系 的 Xr 
IEF, 

TEFRTARRKERR, Ea APAA EER TA 


r H u 


WT m ERmLAGCHBUESEROCGARBUMENMu 特别 是 它 依 赖 上 在 
X DEED OR FS IBIAEUR ERAI BERE. H ERE E — x. 
n = y ERN u — 2£ + s HERE a — 2 H- ys RATE s — 2. ,— 13. 
然而 ;各 玉 我 们 引进 新 的 自 变 是 一 * (5g —EÉdu E tgr, 
KA sm xb e, 因而 二 一 1 s, 0m 4. XE. HUE ID TERN 
AAR m de ,关于 同一 个 自 谈 量 * 的 导数 得 出 了 不 同 的 结果 ， 


w 习 5e 
1. HE sc 1x. y), HD xe peog, s= exin. AH s 


和 wo T LI EE 
2. JEBH , Te rA dul THEN POUR het fuo EAER., 
3.upH, TEHE xo aL ogg. y — rob 89 Db. 导数 
fas vs fan. y. fo ns y 2 BIER CU ABl] 5; dn D a 
ax! 十 25xy + ej" 
RU SE a, o, 的 变换 规则 相同 ， 
+. 给 定 2 一 cos0, 这 里 * 和 日 是 极 毕 标 ， 求 在 点 日 一 T 


r 一 2 村 的 x, RI ey, HEE s. 和 os, SCR o£ Ri oss 
5. 由 于 变换 £ — Fax Hy. ym 6 — Bx cay, E a, 
bsa, P 十 常数 而 且 nib E — 13, BEC aC, VD HER 5, x RR 
UCS, qI. JETH 
UU, — UL — Bery — gy, 
6. EB FEE RE = rfi Y 代替 了 时 ,关系 式 
Ty 一 Tu 
3 buda e pn, 
7. (8) WEBB NUT FECI ER ERE a Fs e, Ag 
&(x, y) — Kx — y) - gx y) 
is iE de PE 
Baz 一 Ay. 
(b) Rb L 


HC, y) — f(x — iy) + gx T 02. 
P = =-] + game Hir nma —Hyy. 


mi 是 léc 


1. CLOACEUE M E e H ey H e PAURA E 100 EM 
2,« KREN n ER PREN: 
x = rtnÜcosq, 
y = f n G in ps 
x 一 fco, 
与 问题 3 1.62 HITE. 
2. FÈ as b. c,d PIR ETTEI E = ar + by, m er + dy 
下 (其 中 ed 一 sc 0) 方程 Afa 2BÉ, t Cf, 一 0 RÈ 
(2) fe F fay — 0, 
《by fu = 0 CA, B, C ARRO 
36d za n THEY 


l7 $3 Eq EH ISRESDEB 
n. 关于 肌 多 项 式 作 近 息 的 巴 省 知识 


3E 58 —5 CRUEL E A75 页 ) 中 我 们 香 到 ,一 个 单 变量 的 函 狂 在 
一 个 给 定点 的 争 域 为 能 用 一 个 = 次 多 项 式 。 即 泰勒 多 项 式 近 亿 代 
BRET n REGE ,RLEPRCELTI EE (m -+ DART, H 
WO BLA HLASERCRICAU EUM ESDHIEXT RERA RR RII JT: 
ERA LEA ERES UR P LR IER E AAA N, 
RBE ESAE ANERE o x E ANLE 
让 式 ， 或 者 说 ,我 们 希望 用 增 量 AGRO k ANERE EDEA 3e 
WE Krt k, y ER), 
授 过 一 个 简单 物 寞 换 , 这 个 间 题 可 履 汶 单 挛 量 的 贸 数 的 博 沉 ， 
TUBE ER RA f(x 十 上 ,中 忆 ), 我 们 引进 一 个 附加 变量 + JE 
Fls) = jlx + hls y ġe) (31) 


- 65 “ 


TRE: E mE a p d A BEHERA E, cá rear 与 1 
ZEEE, G Ce du. e R AAAA (x. y) 和 
(r+ As yt A)HUERER ia Fi) pIE c PA RERNE 
FEL r — p HARR f t hs 十 R DRNEA 
HETE At. 

我 们 从 计算 oO Hae, AEE THERESAK 
THR Kx. v) 的 导数 ， 都 在 一 个 完全 人 包 依 【zx 7) 到 t hs 
y &) zx Tr ER EE PS GR I EE, ARREO BIS: ui 

T [20 m hfe + Kf, (322) 
FUCO m EL, E Ifar + Hs, (32b) 


""dÉ uu" cnn 5d hom 3 3 5 4 pP OA FE 3 Fo T Rom TR ooa on 


一 般 池 说 > 由 数 学 归纳 法 我 们 得 由 o Br Soie 
pote) 一 atf e (amt, (2 ree 
4o dá, EPT 
BE BERR REIESE 


" D pv 

ro - (1:8 Y: 

AET xp xqee—diue dv LS EL I Er ER aA 

Ei. WE U"O/D«. DIO, PJER pO ERM e prate "x", 

"Bst By, e EAA IS EC L0 AER x y BILE RE Es A. 
x Ae HI y+ Er. 


Bk 习 Lra 


工时 FẸ} = Ke t hay FRR FIN 
D Lupr£iz Ri TUET 
E'U — Hae H Atar + RP) = Coq) L RECE, g) 


HH mrp 条 一 2 二 和 GXHb TEDUER irt h, soORO EA 
ilr- Ar, y- RO, BAR rays hak RUETEE SC EE CRH EN 
有 


ue Anc duy) m e + tay Ar 


* B7 s 


Cad Hrs y) = sin(x t y. 
(b) Kes y) -— 


(c) f(x, v) — x3 -- 2x — y, 
2. 求 曲线 zf 一 FQ) 一 不 t Ats y E 在 7 一 上 处 的 


APAT r=, yel, T (T AER 


G) f) — x - p. 
(b) fs, y) = exol + (y — 1X1. 
(e) f(x, y) = casa( y — 1)sinax", 


b. dpí&xc s 

TES EVE HERI RE mpi EUR., 我 们 推导 一 个 口 
值 定理 , DORIUUT A — CER BORBIGB ERR IADSE). KERE 
4p eth y A) — fér, 9) MB ES f. mL fL POR TRES 
419 38g e E E E MAS, DESC PU BH BORED 
ERE 4C S 

FG) — F0) 一 p (85), 
t 


ei #9 是 介 于 0 与 1 Lm —d 9 FAGO GO 518. 


F- kler + Phe, y t Gieh 
41-13, RURAR RERA LTA REEE, E E 
fx bh, RD) fray) 
= bjer t 8A, y BR t Ef(x + BB, y 十 BÀ) 
= fekk y t RE h (31) 
因此， Em Akr t hy y+ À) f. y? ARRE 


m k >è E Gg hk à d; E Go k o - ww aa t 1- 


知 汪 总 的 是 ,在 大 和 HERBES, 
= Hh 


JESR EFE RR RC 36 189 D -- Re rb ERR FI TR 
BERT—TXMR f. p BOXE AR Lat BOE SEU HI. EUER IIR 
PHXE f e FH mE. ATR EErEE., Reap 42 EH ER 
RARP rA BB XR EOS 了 有 定义 。 为 此 候 膛 Oo. 8) 的 定 
SL RÆ, JEN, ER EE PST EE ARBOR YE AC RB, 
WfdERIDEIESEWIWUU. EMi EBREA BBS—-r| 
PE 
Alna cM, ls. | aM 

Xd R'TEBS— H (e y). 于 是 ,就 能 应 用 公 武 (33) 并 得 出 不 等 
这 
Ir t BC | 

e AME [4I M m IMa/R? 4. E, (34) 


^F xA ds E BI 28). AEE POEM ay ESE 
HRE, SD 
fiz 二 h y HR) Hr yl ee 

MA P e s/2M. XE. T ERLEA ASi E e 
4E" f —2/2M, 

下 述 事 实 《【 其 还 曲 留 给 读者 ) 是 上 中介 定理 的 一 信 简 单 的 结果 。 
UE—T EUR IC, y RER) 和 洲 存 在 而 且 在 一 个 虽 桌 上 的 
每 一 点 处 都 等 二 上, 95A AX RESEE 8 x 


$& 习 17b 


E MLE - SERERE EEM, 
EE e TAA ER 
hjeke + Oh, y + OR + biu x t Gh, y ORY 
= je t ha y +R) — fn y) 
mei: 
1 


(a) Kr) cj, X = y = ll, b=» k=- i 


* a 


(b) Kx, 9) = sinele + y), r= ym L, k=, 


i 
bm d. 


3. Sj p fe 
Hry} = sinsx 十 say 
Fi vp DE RR EVER E o «9 1 d& 
2 wx "EE 
T^ cw + IET -e).. 


4. DETAR f(x. y.) HREM, 
5- 求 一 个 娄 (0 «0 «x 1) f 


di anle $ Senle t t) 


(82 fx, y, 2) = ryg, 
(b) Fry y, 82 — €! -- y! -- 2xn. 


i Æ 17b 


1. 设 1G 92. BOE SURE A E AREE, WA, Riz 
这 区 域内 扒 任 意 两 点 P. OQ SERE RHIXDORPUHU E REL PPS 
PP 区 PP。 连接 起 来 ,其 中 P, 一 P，P 一 0. EN, ARS 
Xx f. 和 方 在 定 六 域内 每 一 点 就 的 值 均 为 0， 则 了 是 常数 


e. $4 ESSE 


RATSA FO) 一 f(x hr, y + ke) pi AARRE Rmi 
NBERE VOR AC An RESO IRA, (322, b, c) 求 出 
了 的 导数 ,入 后 令 = 1, RAIER CERA dt E 

Hz th, y crm frs y) + au n y) 十 NON y) 


+ Ila 


E {toes 2 + Atalan y) + PG y 


km 


Toe LI HER D+ {he y) + 
s? E 


+ kja} + Ras (35) 
Hob R， 发 示 余 项 
= 一 -一 l . ott x hv E 2r 
BR 
+ Kja E RA, y GRY, (36) 


Ppl BRAE at ha y R iia, y) 就 被 写成 了 
1,23, (a H LO RFRA RLAGEI E], 其 中 年 个 章帝 式 只 去 各 生 
3 -F 

—— S 

11 2f n! {n+ 1H 


beni m fx. y) (tH TT y) js —.858—.. Pr Bran sr 


= aher UL) then E n H RC 


以 有 1 EEE (x. p) A Cx -F E. +R ERE E — Hn ELE 
Pce- D Brio d" 76. BAT. SES E EH n] En p e EO EHE e 


fix 十 TE -+ 4) — jin, y -+ di(s, D» ac Pos y) + 
oL d'a, y) Re (37) 
"t 
e zT :45 


1 - | 

= l o0 qr. hy y OR). DB 1, (36 
TEE j(x FOR, y — 8R), 0 8 EL 

TE—RURBOL.SUIX R BAF? i PI d^ EaR gp, 

à X E DIES Roue DIC EG, 


EARIFET SEROR AR ET. AEEA, 这 样 内 
-— fX EE E EJ [s el BERE A Un E REEURRESI, AAE 
BEAD EINER GERRPEEUEEEE f(x E hy P A) iry) 
43 BEDUP BUB SREDBR df, dls t7. 


HK J Lfe 
L- IZZA, BOXE GIN SEES 


sin x sin y, 

2. X] f(x, y) = a + Ayr OR CZ, 2.52 (tle i, 

3.54 Kx, 3 — rhy + ydes ita Kl, D yr dies AUS, 
0.9) 时 的 误差 . 

4, FAVERE Kety t BFR A, ARN: 


(n) f(x» 92 = at — Iry py 


(b) Krs y) — em(r--2r), 在 x 二 [sy 二 


* 


ta jil 


(c) f(x, p) 7 a'y + Ir "ETE 

5.38 fx, ye r) m xti! EFE r Cy 一 ] Cz 十 1) RIR, 

6. 求 下 到 函 灼 的 泰 勤 展 式 的 鹏 名 项 , deaf x (0, 0) 的 一 个 部 
28; 

" 

fa) s= arc ian i» 41 
Cb) z cosh x sinh y, 
(c)  — cosx cash(x + y), 
(d) x — c*cos y, 


r rga 


t£) a= log(1-— ajli l — 53, 
(g) s = er, 

(5) z= cns (x 4 Je *, 

(1) z = cus(rcasy), 

(D z= sa(r cy 

7. iota 


1 
1 一 L I l 
z9 y) 


RE eosxy cosy PREZ% jelly] <A 


问 S L7e 
1. o T FS SESETER REGES BE AA aR: 
a) LL, (b) e”, 


2. EER: RE AR RRE 
casz "- goaren y + sn y smn yoosÓ 
CER ERES) He A) dA 2 S JL EUG SR SERERE 
zo or ry! — 2xvcos0, 
3.38 其 ts 30 RE — "PESE BLEUS ESRBU — Bt 0 S 
2 i) 
H2h. e Wr — 2I B, c7) 4 10D, 0) 


fel Pe D) — lm A 00 E ro: dil 
d à 


4 
+. EIE SC Hr, y) — ex 多 一 六 十 247) BERURKRE x 和 > 的 
— d E SR SEU ER SR 
SERO Vs 


p e E HLUO , BESTE HISELS IDA , I EE 


z j]j» 


(3) Hx RnB, 
(5) Fx = 5H, Q2, 

Cel Ea, ZxH, 十 -nr — 0, 
(d) Hj; — 2xH, + 22H, = 0, 


Lë LE S CU ECIEU 


dE ORO 3:8 3 AES HEHE EDU SER SUR Bo ÉN 
w. PARIA E Su SCHOC AG ERU. 


a. Pis X 


V fr 2) E 和 ?站 年 开 区域 ce Brat 6 Ef) 
BERR RITAR < 看 定 是 匠 定 的 而 招 e 1) PARE” i 
BONO o «y «B RRS EUETUITESUR DR 
j Tx. yJdys 

CUERMRHpH TE RAR. RE RDNS EROR LUE ARR 
ATHR—EROI Ke, ylar dr BUREEOBIEAL, Be dE 
POREN RRA TEREA EER Mh EE] — 108 188 
tD--AMBORYM. BUFBEDHO USA EROR RU EOS E i 
PER. 

IO A EDOEERRESEURE D LRDIBOE BIER RP. MU, 
ir PET 

f I | ETC RTA E, 

x 一 1 之 x 之 1， 区 如， 我 们 可 特 据 数 隐 数 少 作 一 个 参 遇 的 普通 
MUCIUS 


HB r> —l. 
BMJ ERARA Fx, 92 BE SCR HEE € HE 


LEFT D 


tE v BEDEH ER. mE 1.15. HE 4B. Hog ITE ESSE IH SE 
AERAR (e, y) d AB RE ANGA TRAR, RAHE 
TANWAR 4 PER Krs y). 


n — m GAUL AME m m 
[- 2 mui. MN LE, UNI au PP F 


EP 1.13 


这 种 几 他 观点 自 示 荐 一 种 推广 ， 若 函 数 f(x.) 的 定义 区 域 
RRE 1.16 所 示 的 形状 , 即 性 何 一 条 平行 十 贡 的 直线 与 边界 最 
PETLA XD 的 每 一 个 固定 的 值 ,平行 于 ? 轴 的 再 线 与 
区 堪 呈 相交 的 部 分 就 是 一 个 强 甩 4B (或 一 点 d B), Ud 
们 仍 可 对 函数 六 x, 90 ERa AB 进行 积分 ， 积 分 区间 的 始点 和 
终点 本 身 将 随 ? 而 变化 .于 是 我 们 不得 不 考虑 这 种 形式 的 积分 : 


| KxsyMy 一 Fix), (35) 


uon 


y- pefe) 


T5 + 


fExx BU EB Y 为 积分 变量 ， 而 大 最 x 在 被 租 范 各 与 积分 眼中 部 
出 现 。 车 我 们 用 rs ys: 空间 的 曲面 = 一 f(x.) 来 表示 国 数 
ies ?5 加 对 要 一 个 严 的 鸭 数 记 PRICTRIEUA AS RUE x. y SETIB LE. 
的 区 域 尽 为 底 , 以 曲面 = (29) 为 顶 * 以 平行 于 = 再 的 直线 为 
母线 的 柱 面 . 守 的 贤 一 个 固定 作对 应 于 一 个 平行 于 5.3 平面 的 
平面 。 它 与 柱 体 相交 威 一 个 确定 的 平 作 区 蕊 。 这 个 平面 区 域 的 醒 
积 由 积分 (39) 给 出 。 例 如 ;积分 


E 一 一 一 一 
| Vr yy 
SETI 


dor EER n 
0 eecull-—s-y 


HEH se TESIURDE USD ERBU IE ER. 


b. RIETSER ME 
An jx, F] 在 闭 钼 形 Rea s rfn yh LER. 
刚 积 分 
FG) 一 | Ke 9) ay 


rG 


R% 
LPC 4) — PO = [| a + 2) — Ke 9X) ay 


< (iK à) — Ks YYA. 
由 于 Gs 9). 8— SOR IE x d uu NO A B0 A RAM 
作为 y 的 函数 可 以 一 致 地 小 到 我 们 所 希望 的 程度 ， 由 此 邹 得 以 上 
引 论 。 . 
其 次 我 们 汰 虑 微分 FO) 的 可 能 性 ， 首先 考虑 积分 限 固定 且 
AR rt) EHRE R dE xESRd REX fuU. 我 们 将 证 
ERG v 求职 分 然 牛 对 xc TB E. LETRA EE 


D AAA A. PUE TENET JUS IUE Lie RURZA CR. 12 页 小 


1€ 


Fen x E. 
ER. FAR eD ARE umor LS. ace y bc BE 
续 且 有 关于 * duESSH, 则 襄 以 在 积分 号 下 关于 参 最 得分 次 个 


一 一 =e — — Y Y F 7a f 
E FO) i a Kao) 一 | Gr M 49) 


"iH, FG 是 了 苇 一 个 连续 函数 。 

在 证 明定 理 之 前 ,我 们 指出 ， B EAGT FTESA CER 
38 FEA aibi e uc Dp dE — R ee, v) Tribér E 
Ea 时 ,只 要 S, 和 m. DERA f. 存在 ; JO ORG ZAR 
fx. AARG fa Y) = gle ?7 我 们 有 


Ex» 932 — ELE, a) 十 M md. 


E Kr, y) EDE Srg p, amy P HART x BIXESUR 
HRA 
gx. Y) == Bx. 1j RE F RC? 349, 
ERREUR IECOEXEEEBU 
Es ts y) =a fax, Dh 

KARE)? HEXA hirs ?J = Berl ks Y). B EAH fa m Ey. 

EERIE. zx or h BRETAR sgag f MEE 
成 

Fie c 8) — Fir) 一 L 成 t ,yy 一 | Kx, Fady 


一 ure VA. y) 7 lay. 


BUE Key) Xp e Y, RART HIR ERER 
ERES EBD 


I) te EMIT GAFE LAEE S T ILLE EmEDUBS 
A flx t hrr] e g Ha e ha pam io 320] 可 立即 在 出 Fele 一 05,97 
Rr HYPER AR Hak RA. 


+ TF a 


Kad. y) — Kxs Y) — Afda 4-05, 9), 0 8-1. 
HET GEE Y. CHEE tEAM- SEHE 
Fx + 82, Y) — Fir, Y) 
的 绝对 值 可 小 于 任何 正 数 6, 231—108 8 [A] « 88 «kir. E 
处 g= ae) PRR T xcWEP 7. TUE 
[EG EAT Fe Fe). | TEREST: | 


B INC *95,y)dy 一 | EEREN, | 


zz | say = ECB — a). 
对 Ap 8C) 成立 :只 要 天 关上 这 意味 善 , 关 系 式 
im FETAL EER 一 人 ra 人 


成 立 ， 这 征明 了 F) 的 存在 和 公 蕊 C40)。 Fio 的 连接 性 可 
RIERA fales y) 的 连续 性 立 兄 推出 ( 见 第 78 XD. 

当 积分 限 中 包含 驮 量 夺 。 用 类 己 的 方法 可 以 建立 积分 的 连续 
EELIL I AR pF SERO TM. 

DUPUPE-E CA BE- Puls 

EMEN 1 
Fix) 一 " 其 zw Y My, 
12412578 EO EUN 
FQ) 一人 Ges Y) = plus os e), 


EH em dO. t= gls), EIRE qu UI water 在 民间 
ex mc [X ESENU red HL 
a du) m n) b 
Fiaa c!) gir. ME Kes r) A flest) AEA exc. 
aS Fe LEER 这样, 对 
€ rV, aub, aoib 
hug YCTBGOGES rse 的 一 个 国 数 6. MEARE 


+ Ha 


HJ fii SC. Ba D d eX CHO AE 
dux, v.a) -20 Yx.yMy = y lx. Y). 
Brix LIS 


Padi Ye duc EK GEH SE— ARAS 196 ID 
dun, s r) 一 FAC Ydy 一 Ke» 9), 


中 I) = 2f Hrs Yt = Ef, 3 My 


一 firsa), 
URRAN FG 一 (00. $00. 0 EAR 57 而 上 的 微分 
HEEN EAR 
EC) — hapi + ed + ies 
这 证 明了 FO) 的 连续 导数 存在 Ce coc 8). ARR 


"CU 
r2 fe. Y My 
m Pene — dics e) 
ctp. dun). 一 (40 
作为 便于 ,对 函数 
Fi) 一 人 sinfay)ey, 
3 A TES 
pF) = | y cos(xy dv 十 sin). 
da D 
对 于 ， 
FO = | xm == 3TC SILY y 
GLET i-— x! 
3$ —bmxcmo6l1.38 4] 82428 435 
FB'Üx) == f —— I 一 - = I, 
ta (1 F yi l à! 
ARREA A A E. 
BUB FFER 


| e— v) 


Fair) = 上 一 下 GE [Eyde (43) 


其 中 MERERRH (o DE Y GNCHRTIONLHESAUS 
歼 。 由 三 对 上 限 > 未 导 的 结果 为 0 由 规划 541 得 通 归 公款 
Fix) = ES. (s — 1, 2. 3 eJ. 
从 Fux) Ha) 立即 得 出 
FP — f(x), (422) 

Rfi P.GO 是 这 样 的 函 烤 ， 它 的 Cx 十 中 阶 导数 等 于 lO. E 
FABER o EME = AREE 它 是 出 DL GO Lol 
x 积分 而 得 ， 因 此 FG ELO 与 2 ABARH l) Za t l) 
CURAE E- 

Fair) = | HIDE Ps “n [ron (4b) 

nuo) = eas Poly) ~ | rao. 
SERIE EL IJ XT y S— BE S MIT 


RE, 
XTIÉERGUSAMME LERSE, MIBSUME ERROR 
ADEBT Ts ce EVE R toL Pd, EUER RSh 
AGRO OE KI HATAR, LEER E EXERCERE GS 
Eg. 
FARE IERI CLR M AER 327 DD. 
KOSS -一 -人 一: PI, 
f C—O — kr 
ER 
fK&x) — - 


.1 mone 

Cl = I Oo £7) 
F r "十 ! 和 x = 一! AAR ER, ERUERA RESO 
TEX. TEXT A & EHEZCRUS 48 | 


irr 
FD - LER _ 
CR) LT TES 


ATARATE. AIER ETH TEILS RU T du. 
这 栏 就 有 
F(& A -| "AC 十 88. Me 


== " Pr)rdr 
- C — XI RE oR" 
e ae ED SD OP BS 2-22 Ta] 5 26 RE 
Dm [ . E { aam- kra O 一 — — dr 
Ia rw [RT BYE X 0 — Ee» 
BUM AR ET OO, DEAE, WRITE E AR 
ARAA t ILS] o eR S to JEEGRIR A EE 
kto ZEEZAN. HA 
fi 
vt — ey 
在 闭 区 域 -1 drl, 各 过 之 各 上 是 连续 的 , Ao SoEg. 
以 而 差 
k + 9h 
ATE C HFT CJ py 
JUFÁACRIEEVY ARLA à dT OPES. 从 而 
la e [^E oa Ms 
rl 7 
EshMIEE—AORPSMCT e 的 常数 ， 这 就 是 说 , BIO abis BrE 
而 赵 于 零 。 这 识 礼 我 们 所 看 还 用 的 ， 
Afix fetus T. 穆 分 身 下 求 微分 仍然 是 可 行 的 ， 类似 为 
AEN e] E Tnt 
RAPERS H Hio T5 RESI SCR EUER 
讨论 ， 


f 习 Bb 


= BI s 


FOOD — | aKa, Diss 
CECI Alo K QTPSESER TIPS 3 
X n(OR «zb S | OVEA SUR, R 
证 
P) | Gj 


FCA) = | (3 os "edra C1 
证 时 
(2) mkF) — 1, 


(b) ECE) = leg 3 


co 积分 [次序] 的 互 换 . KENEH 
第 ?7 页 上 关于 积分 苇 下 求 队 分 的 定 称 导致 一 个 重要 的 缀 果 ， 
即 可 以 交 的 积分 的 次 汗 、 
ix Kx y) TE pz 
a €x ED, REES (42c) 
WURDE R HER, Kip 
r= as) Ks man 和 了 一 全 而 | KE a C420) 


> k y o 


FAPT RZ EEE Orel nere 二 上 的 H 


Paxsa P} = F in(zy). 


这 里 
i ` " TC zt] i rE? 。 
I=} 此 | 5 sin (£x dg 一 t d Jans cun) a 


=^], 


* 335 


! pm 74 E 


b 


J- | dq ^ sn (En; Z8 一 ja 一 cos7)d = T — i, 
为 一 般 地 证 明 等 式 了 一 7 ATSAN TE ERRI 
es = Gm t = NEGDS 
MALRA 
ules y) = V ss VE = (^ ies ns, 
从 而 
ux, Y) — gtx 0) t | Gram 一 r dy NC nid. 


El r= br =e RARE JJ. 

我 们 已 建立 了 范 数 srs) —7 8 BER. xmSESCIEÓK 
rsy) RARA; uir Y) 3 XESERO—M B EE A 

eG y) m iG ades o) = | KE Dat 
ARE AERTS Bresse 
ey ns Y) = fx Y). 

Xp “WAE A Th EAE j rm E a 
PR R EI EAF RAER E e 

ERRI E, ERER RG H AR GEE EET i 
RAR) CARTER RR T EE E g 5B a 
zm. HbS KRE IER EE ET SS 6*1 REIR, dc 
TAH -ERARE o ARARAS ami 
KEE, HAE EARL o y). IAR REUS 

TITRE ES” Ae Oo Y RA RH: — 7 R 3E 233 
ERDRE. — TP BEJZMD ERU 5d E, MER 
i5 (42c) 到 整个 x y MEETS F SbRSXESED, SHER A I0, f] 

D ixRuERBSIJ. UIEKHOERGSERE p TDCENDETOEÉRJUID]3 E, 7 gE, 


HAAT Es gd. PRXXFREEERI SADESA T Es eA S] 
BEBE 


TEVA Ces Y) 29h UA, 22 25 LIE BLUE mE Jr 7E E 
tE F 895148: 


F,(x.y)- FL dE " KE; qan 


= ulr tH h, y tA) alr th Ih) 
— ulr — ha Y d- B) -- au(x hy — AJAR .CA2eY 
TAR Fas Y) AESi AFARA RA — Bra Sp RO, 
AJSRUABHADIMPES Bà Fux, yy 通过 于 Kun. 20. 我 们 注意 
中 十 机 yc 
Falas Y) — f, y} = FN a | 2) 


一 fKKxs 了 )] (420) 
Hi zARTERESEVEEKREÉUBER AEREE, Se RI. 
对 笃定 的 上 和 充分 小 欧 A EFA RRE R CBE 2s 
EEE, I ERST s. TEE CDER IKE 7) 一 
JG) < eE (Esrar) — iey) — e. [Nf Em Fla, y o 
让 zy y) WRAHA Co Y) —REEGA. iX. ATRD T — E 
任意 接近 于 e0) AOE AE Paed). 


L9 Hak 


a 线性 微 重型 
我 们 在 Lid WESTIN e= fir, bea) DAA dw. Hl 
TAAIE 


CUN dx 十 MEE zeto ay Bs i Zada, (4i) 


—— pu ver 
t =p =, zc Ep. (44) 


D X oeny) WHIBERSEÉE—SdX. AREIS, DPSGERRGRM RIS 
区 域 上 ， 


= BÀ ^ 


du Of dx f dy Of de 
= 8f dx q If dy y Ol do 45 
de Ox di u By di ds di (45) 


而 单个 变量 :的 函数 ”的 伍 分 则 是 定义 为 du 一 P d 的 ; 所 以 
HUDAR 
du -(3 de Q9] dy or z) a 
Or dt 


OY de Os dt 


" 
LI 


— Df dx gq F 4 y q+ 9t dt gy, 
By i 


Oy dz y d Os dt 
只 要 我 们 还 记得 vyse 《作为 2 BAZO e 
de= quy dy= de, di Edi, 
d dE de 


Wb 2, ESXSE SC 3 ES EZAT. TÆR ANE L 
分 du 一 dile, Y. 2) 可 以 立 刘 得 天 x“ 沿 着 任 一 曲线 人 《其 参数 方 


TEACHES du A dt. 


E (43) 式 所 定 必 的 微分 da 其 六 个 变量 xs Y. g, dx, dY, dz 
PUER EX CDI AERE da, dYa dz RRR EE, JPURIJU. AU x. Y. n HJ 
EUER, CRINE E3551 RATRE A. HAEE BED ERR DX 
分 dx, dY, dz 很 小 ;只 在 当 我 们 机 用 du JERE 

Auc jx dr, Y+ d7, z t dz) — f(x, Y, 5) 
By — t X Vice A e x PR RTL 
在 x. Y. x ERP RARR E DICTURI IRSE 
L = d(x.Yy,x)da + B(x, y. zidy + Cx, Y, zjar, (46) 
这 是 六 个 变量 +， Voss dx, dY, dz 的 一 个 图 数 , 对 TR DERE da, 
dyrr BARET, Ahit F r, YY， gz。 两 数 的 全 微分 du EHIE 


DETER gipar HUfREEDREUTIEDGN JEN S AG t Bu CE n D, HIER 
4s RS) D ORIRELT. $2455 BOSU BE ARREA A "Sri. Bod 
UEAR-TUHNEEHUCWME 13 T4), 


* 85; 


的 线性 徽 分 型 Ls 它 的 系数 为 ， 
9f x, Y, g) —, GETEA un 2) — Ss dur) Ys z) 

过 一 Enc s. Ë à» "EE Č cr 
其 中 y= ffr, 是 一 个 适当 的 函数 如果 一 个 向 分 型 工 是 划 
个 函数 的 全 微分 。 我 们 就 说 它 是 一 个 俗 当 笋 分 型 或 者 说 它 是 可 积 
HJ. 并 不 是 每 一 个 微分 型 都 基 可 积 的 ; 若 要 工 可 积 ， 它 的 系数 A, 
B,C 必须 满足 基 种 uf. 

he OR Gap 


"o9 E OG»? Bo... E y WV — ., E A& €.» Ja xL B €." C." E 4 


“an "P w= [, ac 04. y 4l P D. (A3) 
ğa d Ür z oy Or 


Jj Ex CAE) RE Bip a T e Be E AS RAI (5 PP RE 1 ELO RS 4， 
B, C 8 ERR MAAA SRO DAER S302 REUS eS 
的 二 阶 和 被 商 ， 根 据 第 37 KREERET. 这 
祥 一 来 ;就 有 
84 0 Of 0 of. OB 
Oy dy &x dx ü» r 
FEET RODRA ATEA. 
APT. VE f) E 
L = ydr + zdy + rdz 
不 是 可 积 的 ,因为 
85 8C à: Br 
s y Dz Dy 


Vo Es EE PRI T 


-i +0, 


L = sar + zxdV + xy4z 
满足 可 积 条 件 (481 。 事 实 上 它 是 阔 u — xys 的 全 微 人 条 d#x， 至 
FEI ABARRE (418) F L EWED., BUDE 
TESB 1.10 节 中 讨论 ， 
浒 三维 以 外 其 它 稚 数 可 以 得 到 类似 的 可 积 休 三， 对 于 两 个 独 
EE xj 而 定 ,一般 的 强 性 微分 型 是 L = dQx. ydr Bix, 


& B5 os 


yy. duX LGÉ— PRO «— fx.) PERO de, PAAR 
4, B ERE T T 

ad DE 

By Ox 
AAEE RET AMT DOO RR EE TERRAS 
E: ez (rr o sopa dc f£ iO EA a RERO A — ERR ER EL REIS . 

RESI EC EORR 6 PU RCAMU ORC ATi AE LUE CERE 
Hr XS E EE 
xoxo), 3d). y= Rie) 

RAJEE C, L RBA T — 2B GCO 


D, 


这 个 函数 就 是 用 椒 定 积分 


[e= (ai ipe E de 
de t i 


Dum 
Pu 
t 


fr BRI. 


b. 线性 微分 型 网 线 积 分 


5s j viienetbrXrdlTcinis LAE TPGTVuspmeta pd 
WEE RUAEXUS — T EASRDERULDOREM. HIbüuimod 
358—363 页 , 38/8 — UP De ribi A PE Boi, 1 eE 
IHE jd uz A ER Se [81 3H2E ED. me TE SEED TIE 
ri 7; 5 ZEZ p RR EUAS. 

ARE RRT EA Pm (3 2) 的 一 个 集合 ,这 些 点 可 以 
Hz ECÉ NERO: 

xi. PK asies, (59) 
其 中 pedo 是 + 在 6 所 :1 忒 5 上 的 连续 函数 ,并 有 这 芭 间 内 涉 
Ei: 对 应 到 不 同 的 点 P。 Ede) T—4 x M mese 


13 AAH EATA SET s I RD E TEE DIL Re S PERRA ISI. 


"Er = 


XS c di [.85—- T EC IHRER S] Sei USES T EO. a rp ERG 
Pub HIA BEER. Be mnia IL T$ PRESE 
A (9) fS S GA HER AHA] e em n ea RICH a m 
P5 EEDGEIAEESSURSO ke), [SPA : 
xxr. 7 — ba), zm lall et, (50) 
3i FT ANEH— TEER), RITARIA USER T 
ERARF. Ep TR € R RAR., T 
Ji^ RES zgi r SE T^. 各 果 了 * 内 方 
向 对 应 于 * Bin EDA P^ B879 RET SUR. c wp aE r” 
HAH T (Ib. BR T RAAE. CAWAN 
1* EETA, BÓ» —r*, ARRAT DOETRTPEgRT 
点 P P RME AA TAA aA aene T. wA T ai 
EELE X SHE n A a eA P M P, REER WMA s 


DI? HBMUNSE X88 có eSpUT S8 rc pr) 
THEE ua] —£6. nda, 


1; DjERETGRES osia £ EANA, ETELA + SP EURLEE ni pibe he S EH. 
ASPESIIDPuDEEE RR B £dqkE RSS. xm HORIS Sem TD Ex 
Sj PINE Fa WlitcesuER m po. BERA r OEB. TiS, t» 
TR far RC REA REPRE Tl | EE FECI — a 5 OZ E T fà ETE 
THRA 1-1 quei. : Theb rae Mufa. P fe iy ree TI 7d 
HAERA tE F AERA. iX bU] T HETGBOG f, ERAR 


* $8 » 


tn REEERE T ER FER P, D, Po ET P. 1.175. 

AR P REA ROO TARA ET BERRA (49 ) 中 
RO ERR; 4, 2. RAENT EA 和 ERG. 
MERET A. WET 有 起 点 二 和 终点 B. RUDI 

r*— AB, 
T REIR A EREU SURE 
—r*- BA. 
如 单产 关于 上 是正 向 的 , HEARSE a; mit AE. 

在 一 个 有 向 简单 弧 Te* 一 4B 上 撤 定 向 一 个 接着 一 个 地 取 一 
AADA P-a Paa U ABCD ERAS ER GERE T TA o 了， 
我 们 令 P 一 A PQ— B. ER iml,- n, EXIME D 
EE r* ENARA, HA Pi P, TIBI GT P fn BS P,-, 的 
AET 上 同样 的 顺序 组 成 ， 我 们 用 符号 记 作 

IT (51) 
如 果 D ACEGAGAGA (49) 中 的 参量 c EEDE XMR sŒ P, BI 
HERRE RH IA 
a me dy gu mor gu m d, 
当 我 们 限制 + 在 区 闻 4, m rm n EARR AME TAE 18). 


--A l 
às A t dH h " UE 


图 1.18 HRI Ty = AE ETAM DA. = Das 的 和 
d De — DPI PP Tt Ir 


现在 我 们 可 以 来 定义 钱 性 微分 型 


L = As Ya side + Er, Y, gdp + Claas Ys edz ($2) 
EARR rA 上 的 积分 所 P ORIDBUE LEX A RC 
在 了 * AE. RIDE REID, Te RREA BL 
RA ER ARE BLL Ts TILE PROCU EE 

a = d), »—d40), s = XD; rt) 
作为 过 县 杰 示 式 ， 

$ Pu Potte, Pa 是 T* 上 尾音 十 1 个 点 ,， BD" FRE 
的 方向 排列 着 ,这 果 Rt DU 的 起 点 ,P， 是 『* m5. 

TEX 


»^1! 


Fo Y) (Aar, + BAr, + Cus) C) 


Eu do Bsn €, d, B, C CALI BX—TUET PS. ME 
HEP, RA O, 工 的 值 ,而 Ax. AD, Av, RE 
{Pn) — PO. Ya) — KP. sb P, 

RIPER: 当 s— col, HEERA Po Py ANRA 
EAGT h 这 一 外 Fa MEADAR F iX FEEBCORPOR 
于 这 些 分 虞 上, WEE PAA 0, ER, RAIE FO LAIRA 
T* 上 的 积分 :并 且 记 作 

P " 工 一 [. Ads + Bday + Cáz, (53) 


HARDE AHR SISERA. uAiTOESCRIEKE 
TSEXER, OHNE SARPI TRADUKE 
RAF 
Ls. adt. dy X. 5 dz _ 

人 上 ef (4 SaB Ee s Jr, (55) 

x EB EROR E UT BEES: RA, EB a, Be C pp E 

t: Yo r HREAG KRAK SAR; wi4r* XI: PHE DEE 

D EEBSRqud XdaAtR LER, ATi SEEE h 

Sha TREE SRE. DEELRRAIRURIOT I 存在 并 个 分 院 光 渭 
SESS Im xb. 


a Si^ 


kh em 十 15 SEEE, His 一 —1. DIM AID 
以 把 (36) 写 成 

| 。 一 ME E 十 时 < 十 人 人 an (57) 
其 中 one 是 有 向 弧 T" HESAR M UA RIDE ELS 
BURG. H e = -+1 Hj ym a, ym b, Miem lp nm 
fa. 

X Tur Xemde F, Ki ADAM T" o4 FECI S E: 
TAGI. 4a, JÉXP SLT P.REDEREE. AWATAR A. 
i xdEuBE Ea RSERESUE ES BSC LAE 85 AEA 
所 以 当 ”一 eo XD$RÉEPS RLRIBUJERADEBREDRS T 0, AM en 
t] 的 最 大 情趣 于 零 。 BE e), TG) 可 能 在 有 限 个 志 上 
有 具 星 间断 ， 我 们 可 以 恤 这 所 看 这 些 间 新 点 都 出 现在 我 们 的 和 分 后 
ka dst h 2e., AA, B, CAR, ER amori Ars 
AY, Az, HRABAT, MAME E. 的 有 限 个 分 各 中 增 
AX xia: 7b 35 ERR E Ff] ER JR EJ 

SUEBIO peh P, IO fr -TGAJRIPLXEUIRSS. Arel 
gi 4 81 EIOS sers CEPRCUL SM de 185 n8 

Ar, = Pit) 一 CENE == PEEN tapi 一 ih 

DP, = PCRa — ois An a i — 12). 

Ap rocon Es Arna ZE. T" EHA 0, pum sumi 
o WE Mea ZEL TERSAGO AS CHEESE 
Fa = 5. [40224 lr) + Bo ur) + CC eC] 


elga d. 
AEN ls faoc, e EARR B, Las 2] 的 一 个 仿 阁 ， m r*x 
Cor REHE a fE—4BBESU. 6 — 2.57 h EA 
Anu cai 7 87 D. 
ÉL. te ERT TL, b= 5.1, 5, J6 B. Ar, 0. ERMER 
RÜHEUIBERE, a 总 代表 as 8 ZORNE, RESIDUOS RET HR 


+ - 


1" PEAR a 

定 寻 分 是 黎 晕 和 汐 极 限 ， 如 果 我 们 应 用 定 积分 的 基 玄 大 在 定 
n a ME TEUER A 
BB eX CORR? posui mum TAE RRRA 
分 点 1， bot Ren HA HATHAT: = xl. 当 T 交友 
向 对 变 于 上 RDR, RIRES UME :的 值 , MA s ERE P 
止 , 并 且 改 变 罕 天 的 符号 ， 

显然 绳 积分 的 定义 和 公式 556] 可 以 推广 到 r 是 一 个 有 向 简 
S PB EPIS S, 在 这 上 时 为 了 作 P. OREL HBBU A gu 
iE r* Lera ENRETE} -TE u 个 点 Py, Pa, 
Po’ JEH PS Pa 

(x, 2 SET aaa Ee a oeie a E a aea Ea peP PI 
mE- RAR T" MARA AARETE 


42 i (aft y EL. 


(MEFE I 01); S DUREGUA E 
d t| zd — dx, 
3 Jr" 


H—ABTRHE/ Ww. BERE p o ZWAM 
rr = ÉB MAP AGE Aak aa. xm Las 
444 XD 

-+o 

w | (^ Pu 2 Ju 
AUS AER 


D XTECWIETRIEECBER fo Th 7.5 0, Ha CUDE— EON 20 DIES E EN- 

2) xdi bed Ed O03), Ak seko = HERET a 
PRHA: AUTARA. Bahao Dt pu TBmERFHS T. xS E 
于 :NéIneRAROD Cw 4m 550 D. AATA r*€ H EATA Ea 
rT*on-E Ol EAJT o:£—32,5e,.5. Dn gen Cp 的 起 山行 
ri pug DT 的 起 点 - 


- 1 


外 一 L. ode 十 miy. 
我 们 可 以 用 园 冬 的 方法 招 分 蜂 为 p; gs WERHA, S 
T BOIUSLE COEUR 25 50 Ee 2 DER PES EOXE 3 — "P RRRS: 


W = | . ody ood» + rds, 
r 


Æ 习 185b 
1. 求 
L -T aY + udg 
(3) WRR 
可 ct] y c ang, t=] 
RACI, 0. OAA (1, 0; 24) 88 —Rrih s 
(b) iBJütysE 
y xl 65 ?= {l -— 2), z=] 


联接 点 (0, D, 138 (3, ba —1) &I—E£35 Css 为 AME. 


c. HORAE OUS Bison 


WAE S C52) 4 189— B Bg 068 2E £L, E n EPI 
(HREH) t EEOICIB EU dto RR OD. 

对 于 六 上 任意 两 点 Pa P ES SEA sf fos nn FÈ 
f RIBUS O2 HEMA 

"Pod dy . n dx 
Pe (ag +i ps +C 53 dt, 

工 等 于 沿 了 以 P AEE P GERCPUD —ROR TO PP, ERA 
fL, Nb TGSBEGaGXGUXE. SüÜE 


P1 
= j L. 
了 的 值 是 由 一 对 有 他 的 点 Po P, AETI AA RULA RE 


的 . 


" 935 


ATEH P, BEAT RUTAIA TIS RA REN 
一 个 国 数 ] = P 
^f qx 


. [^ | x dy az) 
T -— == Ad- 十 —— 十 — ~ 8 
RP) | o Ł l. . Jz B dz C dr $i (5 ) 


把 f 候 为 自 变 是 * 的 函数 ,我 们 有 
df 4 s on acd (53) 


把 这 个 等 式 写 成 
di P. d; = Ads + Bay + Cds = L, 
ar 


TOGRIDER IE TR Zr dE P BE. 计 的 往 分 了 【下 一 定 是 恰当 
$82 ) LEER TRE He ORA GREGIS RE C f. Hift 
SURE £R T ZEB SE, 

Br RAT] EU SER 29S FE: ARDHA Rs $12 fn 
AGEBULRHOROSE (AER 页 ), 就 立 计 得 和 到， 对 丁 上 上 
EE REDA PH P 


| L= PP, (60) 
MERI. in rufo TAPIOSISUE US T. CUA DEAR 
ENS 
a LSS L=KB)- KA). (61) 
Pat P, RI OSA CURRERE, P= A, 
P, 一 B, 那么 我 们 有 
| ~ KB) — KA) ~ MUR) HP) 


| Uva 
E 


PESE Ju 


MERRIE DA. RRE OP. 为 起 点 Pa DADAR Y 


- ld-a 


这 里 rr 的 方 间 与 1* 的 一 种 ,从 而 
IT 


所 以 线 积分 是 可 加 的 : 
es L5 ft tee t hig E (62) 
类 似 地 ,如 果 我 们 交换 T Fu EA 
ML (63) 


把 这 些 法 则 运用 到 有 向 闭 曲线 被 表示 成 为 有 问 简 单 弧 的 和 的 
PEE. ERXUAH. 试 沙 虑 用 企 可 以 有 会 兴 部 分 的 有 问 简单 用 曲张 
€i, Ca CILE 1.19), 


Ed 1.19. HHR ENGE emt 

RERBA TEA CT 和 CP RAW tH C? 和 CI 所 得 
SHARA. JE EGRE CT. CT EORBRLEÍTISIL HERE XE 
WDbArAUECKAE—do8IB]iE C*, WAR CT 上 的 线 积 分 写成 
简 革 弓 上 的 积分 之 和 ,和 铂 所 有 这 些 入 单 驶 上 的 积分 部 加 起 来 , 那 束 
每 段 公共 马上 的 两 个 稳 分 悦 好 相 消 , 拒 们 就 得 到 公 趟 

1 (64) 
特别 地 ; 当 CT XESEIE EB LEDT AERAR R 的 边界 ， 
所 有 RBUNGEDUERR. RIRASRMBERE C*, 所 有 CIGUCUEGH 
MEAS iSM D BIBHEUS, E2938. DURER REESE GERI 
C" no ETE setti E, 并 且 民 被 一 些 牟 分 制 成 一 些 子 区 威 R; 
R ADAE C 所 有 的 方向 恰 为 所 描述 的 式 梯 时, 也 有 
ng. 


* J$ 


下 面 的 定理 基 这 原理 的 另 一 应 用 。 谋 5* 和 CY* 是 两 个 有 出 
闭 曲 线 ( 风 图 1.200. 分 别 指定 向 的 方向 楼 两 组 点 sooo, An 和 
di As 分 割 ,六 设 每 一 对 对 应 点 4, 各 A; 被 一 曲 钱 联接 。 如 
Ed C? KEA RHA 43:44 n; 《把 Asp SERIT Em EMT 
SERE A) Dl] 


(65) 
110 线性 微 谷 型 的 可 积 狂 的 基本 定理 
a. $e myELS 
det or 
E = ddx d Ed} Jo Cr (£6) 


cater S EE ST SS BEER a = le 9220 的 全 微分 , Ho d, B, 
ESEUM apost 
— 9f 20 m IF 
Br” E 8j" c s" (67) 
HA AEA irie. BifhYE BeF, fel GS 
WAE X OE B. Ed £e BS d RR EGRE LB fx UL, RE ER E D 
IAJ: 
"MERO LET HER LOI CURIFTI 


(EB UA. ERER IRISH IRI M AR T* 无关 。 这 就 是 说 ， 


à "o. b a 9 = a à * 


FHAA RIDGE P BDOESSEGBUDPHERBE 4A 
25 TEH Ed ES r* ispmR-—réei Lr 对应 于 起 点 | 
THAP. BHOES1mTAXTIE 
! n- NUPT- a gU pe E, 
r^ de d de 


1 
Fa ^ 


^a Keg sr f a TE UC IG SE 57 KAAU DRR 


ln NA à =} [| = KB) - KE). (58) 


其 由 
CP.) 一 fotu. YCn 35 24124. i 一 站, 1, 
jT 80 SIR COE SEGR IHR ERTB HI r E 
积分 值 为 0 9o et ce Eo Rm OTT RE Put P AP, dE 
i Ts 4RBUEZUTGDUNE DTGUTI. TF BD, 为 起 点 也 为 终点 ， 
P? D, P, pida ji P, 2o t8 3C CLS 94 D) 
I*o-TIf-- ID 
FE 
(t= fip E fop t = feg E= farg E 
这 里 -一 T+ G rr Apep ah a AAE P. ATE TEIE 
B'E | 二 为 二 的 刚 与 在 两 个 有 相同 起 点 P, dIHBED AR /5 P, 的 
简单 地 上 积分 和 等 是 一 样 的 


b. ERA FLEE UT E Ga 805 E P 


RECEM SE ERU dREE E EUORLUS A 5 CO SER LUE 
BRRR ERIA DF. PRU, E (x, 0E dm p SR pres C7 位 


X az EL EUBBUDCBCE ETE WA t C* 上 级 积分 | xdy —ydx 
让 不 是 零 。 在 前 一 节 沾 我 们 证 肥 了 : | L 35M ABS (2 oe 


e UJ 4 


H- TERELI- RESO. MEERE EEH P 
(E EGRE RED LEE. SECUTI C4 
个 便于 应 用 的 形式 . 

我 们 将 对 三 维 空间 则 线 上 的 积分 素 研 究 这 个 无 闫 性 问 跑 ， 姐 

kr EREEBTRS T IHRER SR RIS. RIRE 

iL — ddr + Bdy + Cey 

JL — "HOS. ARA B, Cir 了，# 在 室 间 的 一 个 开 售 
REJVEREBÉTAK. MÜTCHRUSESEHUU- 


ee 
一 个 


"A 7 8 7 f xw o. oM o (3^4 


AH. Ya z} ——— 
4ERS 96 页 上 我 们 已 经 ET ATRE: 地 就 是 况 ， 


RUP—ÁANMASIARAR L = dde 十 Bay + Cds, BUS | not 
XX. RAEBDUCHAHRbRX SS. al, L Fe T T" BUSR 


点 -我 们 要 证 明 的 是 : 存在 一 个 定义 在 只 内 鬼 函 并 s(x, 7 2) dE 
得 de 一 民 ， 不 拓 一 般 秆 ， 我 们 可 以 假说 只 内 任意 贤 个 点 可 以 用 
GLA ER ARRAIA ESEEUEU, RIER USE I EDI 8 Po 
XN, R EC PIEBE cm ufe, yy z) m (P) O8 BL P. Xd 
A. POUR AIDE RURCEROSUS | L. ATEA nitric, 
考虑 RR 的 任意 一 点 (e, 92) — POIL 121》， 因 为 六 是 开 的 ,只 坚 
AlAs MEA G t ks Y. s)— FRAT RO Rr li 
mp ERE, D^ EA PLEPPRU SUE. WAT 
DRUER T" EEN P AR AILES EI — BOT e GEAR. 
那么 T* S v* 获 去 已 之 外 没有 公共 点 (至少 对 由 | KANEEN), 
而 I*--r* ERAT P, 为 起 点 .PF PS RARE. SaLi 


D A ERATAN - 5: gr T FCR AIME TRCOL HERE L2. T 
al(psp dq 3RFRESTOETARTEIBIDBBREG USES w. 


图 1.21 


第 95 CDA 
ae hy Fa z) — aC ys n) = (P7) — (P) 


= faat 一 人 =f L 
xa 
一 | AC, J. z)dr. 


H4 die 0 REIR TTIRSRA TE 


TER Ya 2) = EP 
Fn 


还 可 以 类 伺 地 得 到 e. 一 上 ,和 一 C、 这 座 证 明了 4L. 


c. B[H$AAR ER IR 


BRSERRITE MESSI AAEM LEPER T 

Kad 4 130] zr PERS) BN 0r A eC ERHS E PUE EE, 

找 们 需要 一 个 内 社 及 Lm ddi 十 Bay 十 Cds HAR A, B,C, 
HETEN A. £418 E ÓXmASESRÁAT 

$E 8C, , BC B4. ðA BB 


; ^ P 2069 
g ay Ür z ' eu Br ) 


EAE PAR wm 102.2. 2) {Ë L — du tibg HNE 
BEREDAR EERO, dif ig MO Mta 
pus. EAREN LR IRAE UE FOEDE AL 
RESTER MURIES i| LR RURTE DIEGO A 


7 Hi 


系 荣 件 569) 是 必要 的 。 现 划 的 间 题 是， 这 此 条 件 地 否 出 是 充分 的 
Jp" 2g Inf x red PH EE TT Udgik-— EE umm 六 x，? e dot 
s=, p.95, ec- %, (70) 

EE gy ür 


那么 这 些 条 件 就 是 充分 的， 意外 匆 是 ， 对 于 保证 工 是 其 一 个 国 才 
“的 全 王公 Jie üE LGSPREUCXREIR RA (69) TUS 
RBS E X RoRIE4eD. CEFE EREE LB Ie 
TA L rds LO I I- Reg RE PR JL ft Eni, HD 
BST. 


一 个 简单 的 反例 指出 ， 单 丰 猴 伯 (69) 不 挟 当 保证 | 在 任 一 
EuALEAUE. per 


L= JE, (1) 
TT 
这 相当 于 选择 系数 
一 r 
= -一 一 一 一 B == 一 -一 一 c == Ü 
P 十 y? ri 十 y" * 


jhIHAÓEx—»-—90(BD fb) ERE xA, 它们 泪 处 部 有 定义 ， 
容易 我 得 可 各 多 人 忻 (1694 388. Srt. DER DD AH 
(xr, yy 平面 上 的 单 定 加 C r= eor, y = dini, — 0, BREBGX 
于 上 的 正方 向 积 务 时 ,就 得 到 
"m dr dy — T sip? cos 
Nn | (4 es Ja | (sin^r + cos':)de 

— 2x cx 0. 
Ax. PAARA T-EACH SZ BAr r) 
mE. 

cos = - LT: S10 ~ o, (72) 


XX fü 8 REEL (xs z) 平面 和 过 点 了 与 #* ARE SETA EA LE 


3 JẸ s 


d 


一 om -一 


i ri 
Mi si] i on Ras vm ue da o rA o 


BA De IRR, ps umm mum iim 


122). TE 
4B == dare tan = hs (73) 
于 


BREL LEGES Dow 二 9 RARA. MSE RETEA A 
(72) 所 确定 的 8 HETA Zu BOR. YE— P SMA O it 
可 能 名 得 名 出发; TIRES O "EIE— rA, eA 
XE Sd $8 ETE A Pv gl P, e 

Q(P) = Go + | 48 = 9, + |z 


《 见 第 一 着 第 457 AN AEREE AA ES fe]. Aii] ii 
HER: 因为 对 于 一 个 陆 曲 线 CU, 


i| P, 
Em Jc" 


atm iik C* S2ECHE A 7 EES = SHE ARC 1.23). 
FE AZ sii d Ul Po P IO SARI RES Mh TERI 


r at (74) 


WAH BAA SIA Ps CERERI] P HOB 8 — S NRTEDIER] P, 
BERTH Sé o RR. IPSOS EU IE GRE = ihr 


* IUl» 


Æ i Z3 
LR ARRA Pr, ya) By 60, BREED —0Bb l0: 或 
WARR E E 
y= r= D 
竖 直 一座 者 ;不 许 通 过 。 没 有 际 去 的 点 形成 一 个 区 式 R EUR 
1131 E iesE 8 HHE AA 
—m 了 
BARRET AEA MAR 0 — S(v, y. 220. 它 的 徽 分 是 工 ， 
EK ONCRUEM AREE m A P EE UR 18, R ON 都 有 唯一 的 
但 GCP) — (CP), GREER. (BERI, 说 这 个 区 域 里 的 在 何 一 
条 闭路 ,积分 住 部 为 0. 


d， 单 过 通 集 
AT —WBbHeEDAU RECEN, PATE SE Uti FREA 
1) X frame" " [abs EE T. A 


pe 


i. IRERE RIDXxREE DEG. RPSRICEERBRGCIEJ-—3S4 
sii rFKmeuieEIxde3é. HE R A A I fH x] 
Rin LR RE sir Uf Fa SER P EIBATSTE, 

A Tn CERAME XM FP. 连接 两 点 P 一 《xz 
y» RUNI PU - GU. "V a5 AR e ERARE C 
—UPXESRBO pi e). O SEX EEUB] Ox :起 1 上 ,使 
HATRA A-H n 点 FO — (es 400. ZGOD MATR 
A: RH: —0EIPTERER.:- HSP RAY, S RN 
XU? WERNERA PAP" ERSTELE] R NIS —ÁÓÁE TR Ek 
Bux. FARRAH. JERA REA, ETHER CLER 
[A12 E i EAI Ea 

WRRMPRÉDUNTIGA R, CÓ RE ERU. H 
中 任意 两 点 P A P IER AR -—TANIRBBEESE. 这 样 我 科 
IU, E: F = (x. ya x") 和 | P ", Y" ax") 的 线性 路 
TT] E RU xe SL — A-SRVE BE 2E 

pin — [1 — ibr Tr, bin = (i — a rrt, 

X) =l — Yg eb tr", 

Pp pars L popuBgg IT AXRA. A., YEEGIR 
a8) 38 E15 513 IIR , 球 充 (也 就 是 两 个 同心 球 之 间 的 空间 》， 
ARRES A, Su AME — "Pos xk sud Bs RAE 
ET-SHRMERO, 这些 于 集 称 为 的 分 去 、 不 连通 从 的 例子 有 :不 
眉 于 一 个 球 沾 的 点 所 或 的 集 千 ,证 有 有 申 数 学 标 莉 点 所 或 的 集合 。 

4 CUL C, XE RIKTEEBI SR ED. Ir REB D) duo Xu) 


—a------2----- 


13 mGxECGEM s Heip PQO. HRANA ERA EH E TB 
P(r) EACHAN RE. I EE E339 ZR c (RE, spera d 
3L ETE EG RBNEIEBEBVVEDDPPCEIETGAIRDREMSÉGEGGGRX, Hilar 
[ne jligEREERIP SERERE DE 0 morcm d DEF, 

2) ERMEE Emu 

35 Ese mlpu)iS-—- E ede em aos OSEE EFE AR FD ER PUN REN RAN 
一 十 联接 下 xD DUEHEIBSO PIRRE Ta ESISI--0 m agre. Ti 
HE -nR AE AE RAET BEES E R AREE e 末 nn 的 党 
FARER., FAS DS E. 


«103 « 


H Cak 40. xí) i EPIA RAE m Po P E F 
f 一 Dy7 一 1.。 WREKE HAL P Pe AA ENNA ER RB — 
族 路 径 如 “把 C ERS C R 联 
t&CSGCU..BAITXEBA R E 
TEBA. TARE, AEK 
两 个 变量 r LÆS alh 0 到 
(xD ERRERA (ptt, th 
e, 19, Xt, 222, (I AP w (qi, 
b, PEERAA. HHE OR — 6H PE 
(pss to £5) RE 1 1I Ens 
di. X) ES, |= HE r Se, 
Peddóm p" E59" 对 于 每 一 
SIZE AER pa. x SEDET RAR 
HAP E P AARC. Mi 
Tori B oÆ ihh Bit t M CEt 
WER C, AAR eA — tM C E C B ESE" R 
1.245, 
ARAE, DuERROGERCEYETS. pe VEGA qv r P oR 
ANARI BA rie C. C. ESTE Cu: 
piz, 1) — CI — y) Hg 
B, L) — (1 -Apt + ub, 
£(n4) = (1 — PIRLA + Ae. 
Think. RHE C, 可 及 用 几何 片 法 得 和 到: inc, €, tug 
FHA e REMEHA ERER, HARRE BERG 201—142 
Ba AIRD C: DERA. [ud ROSE, MAHAA 得 三 ] 的 
这 些 点 都 村 RR 为。 Raci RIS AH, BE ar E 
f£. 558— Jr VA (xo ys #2 BHURE = AEDEM EE Cr R AE 
B ERREKARA) 


——— 


DARO HE WERF PV rU RE. 
(10: 


X = rostly y 79 sni. z-—0 (üeiel) 
Fii 

Y= cosm, 4 = — gini. ace (Dura) 
BEI SU E EORECDRAHERORESSORIEST RIO z $i". 


e. EEE 
HEREHEREA 当 的 茂 分 型 之 网 的 关系 了 


和 


"om Oo y | y 97 — à p œ Bo E Y €." + 


B, C L0. cd mM A,— B, =D, (75a) 
kn L3 X ERO TER RED: 
doo. = Was C = sg. (25b) 
WT EEDA tii, REEL i RAER ALP AE 
d P" o5 Pe ADERIR ERAR AT PURI P' (水 第 98 
页 )-。 我们 拒 CT mu CT cKTEDSIRUM 33530815 £ EEA: 
rds), Wu. gr) (Ox ru1) 765a) 
T4. f= p, r= X) (0 rm1) (76b) 
E= IHR P |L ARRP WA REESS, 我 们 可 
AEM (7a, b) H RA EARR 
x= plr, A), p= dkt, A, z= X3): CFEC) 
Hoc h 1 RRES (Y6a. b), pia =m 0. LERRA P P~, 
dp oe IMAGS RIA 


harfe 
1 
= Cas, 4 By, + Cs) 
— Cox, + Bo, t Ca, ule, (76d) 
ià EHE Four REGE Me g E rE A zd iN 
UU EE -A EE x MB EIPRIOEMSSBS. 
2) AEPA T All DIESE qx: eI. 


* [R5 = 


JEN vs ys 是 (75c) EH o es LEGERE. D de RR MR CU 
函数 对 es LEE GR -DAER PLEIS oma 
lxi EARS. TuEIn Cod) AE 

le; 上 一 m L= | de I (4r, Ry Cuhdi, (76e) 


Lr ivi pe DATES ES ET e T (75a) Geh Sp 
(Az, + By, + Cz m da cm By + Cry t Artit 
F dayiti + Asa t Bais T Buy, 
+ Essay, Cu, T Cydase + Cnm 
= (Ar + By, Cz. 
AG GEUERHRFECNLSS 82 180.8016 


ls i 一 » Ł = [a NC T By, 十 Cr Ars 
MAARA ARRIT 1s Bibl ru. Yo mi pr 0. DL TOR E. FE 
SEI 
le: L 一 | L--, 


我 们 车 到 基于 OR XSARA AEA DES EAr ERER, 
t PUTES EDS S EX R ORARE ERIT ER. 
THÀANuEGAGLEWE..s.X ASTRA FEWR NU. WI 
Plig Ci 和 CI ROGER AHE” AA vC... 405,2), 
Z(.2:)23 3 RE 0 zl RIS, rA XEZRBU RSS.) A 上衣 革 他 的 值 时 
Ei, TOEGE(IADELRE: 2c xESSSS— E (ntkER JE ELS 
dO — Bri ARAS €. p. X E-MEL ESE 
84 11). OUT RGTHESHEERE OC AERAR R C3 和 CÍ 之 间 上 的 
一 个 变形 ， 它 们 当 i 4,1 时 和 6 0. 1 千本 应 与 d ds X — 
Sy. 这 个 时 求 局 是 可 也 达到 的 ， 兵 释 薄 补 修 路 $.4.X. WE- 
厂 适 当 的 项 ， 
x= 1 oA) 1 hnN)] 
— 2 — OR 3) — pOl — (LO, 1) — $21 
PCL 0 7 040,0) — W E KI — oUs(9. 0 


= ]ü5 x 


一 (0)! -- r(1— 3$, 0 — $e. 001 o n[$CL, 15 

一 dul 
对 YY 和 B4 USUEGET- AERE 1— b LIAA y = 
时 都 取得 应 有 的 值 xp i e — B a tci TEE — Br d CRCES T 
E nTDELIOEUROXERUBEESE d,d X WEE EHN Sg 4A Cr. I 
aD BENERA. 

Re. A LARIDAE REER A CS, Ci 
《全 如 折线 } 来 进行 , PEOETITOG EAD GE AMEE 
JU rr. AER OM E RERE, MIE cidact 上 的 积 
A1 ELTEZO AR FB OG t3 ERE 


附 录 


ME ARREA 265 28 GU EVER R9 LAE E er HEE 
ABE. 然而 由 于 士 九 世纪 初 以 区 数学 分 析 的 发 展 , 停止 异动 
TEAR AA ERE Ea. DARATAN. A 
4E EDEPDTESÉHIES. Higin T p A MN 
TURSERTBCREORURNPBORUEOOILSD. ERTER ERR REA 
RECRSUBCEGSU T dSBEEOFRH. fuELAEURUI PEE OE E AA 
TRECE. xac RT ERBBBIX Sx pg— m GI 
介绍 ， 


AlL z3xzR[B EUSE 83 S AE 
AAH 2 RI E — spei ES E RR SE Sx [SJEERUAS HE OME mL 
HEETE tE RAAM ER e et 
JAT oi AGSEBE SERE RTT ERUM EID S AUR SE NEACISEI. 
a». Enni 
RAT ERAH dme LA RED i EXE. -af 
Fie Ga» y2 TIRA Crs y) SEIL ELI x 45 * Pp EE FRA Pn] -tAE 


rie 


表示 。 ERNARI PO. pE- -TERELI WER 
Ropka: DRE EaoRESf. RAE Od NEL E 
H4 BREUI I| cc PER D] x C 其 中 心 是 一 
点。 这 就 是 说 ,存在 一 个 点 OE p £56 01019 — P a LES 
一 个 区 域 
{ry 

(AA e RETER) 内 ， 都 有 & 的 无 穷 儿 个 点 。 FARAR 
EHRE ARESO SHEREE RAR HESS A. Pss Pa 
Pees SECERA D。 xp P, TOL RE IE BR He RS, 
xb Edid AI, I lee s EE TIIR P P 
TZARE ,就 在 5 办 的 元 穷 多 个 与 9 条 暑 离 < - pii 
沾 不 同 于 CART Partt, Ps 的 虚 作 为 Pane 

FRERET AREE — 8C 101 页 ) 旱 相应 的 证 明 中 用 过 
的 方法 来 类 俱 好 证 姐 , 只 要 用 矩形 区 域 代 痊 尿 诗 甩 的 区 闻 ， 和 如果 
我 人 门 和 用 一 维 的 这 个 原理 可 以 得 到 一 个 更 容易 的 证 明 ， 首 先 广 芒 
到 ,根据 蛋 襄 , 集 台 S 防 每 一 个 点 PUn, y) BOMBA x BERSA 
zl «C, 其 次 分 丙种 情况 来 考 南 : 或 者 有 一 个 一 an BEES 
£48 PRORUbER GkEGE P —TIUEXL- «IE Eh). dolis 
^x 只 属于 有 限 个 点 疡 对 于 第 一 种 情况 ,我 们 固定 o WA v ig 
ESE EE S DBTPRESAES S.B EEUU URS 7 
gc din — ARA, D ERATIS DR EL QI — BERE ys pet 
fü y, m. HEPR E G g p-e Rl nu. pds BER 
Cxw hh THER S Ss HARR ATALIB EAS 
的 点 的 横 坐 标 = 一 定 有 无 穷 参 个 不 司 的 全 ,我 们 可 以 下 一 序 刘 本 
APR ro tot 起 于 一 个 最 限 5， 对 每 一 个 ox. HERD ast 
A Pa = Cins 7a) EE TERRE E Mrd pol 
ATEA vue pus ATARE n. ERRAITEN x， 
rcc CETERI E FEAF Pa Iun TRIB CR. 2. 

à [6B = 


这 样 ,就 对 于 任何 一 神 稍 况 ,我 们 都 可 以 找到 集合 $ 的 一 序列 点 赵 
二 一 个 极 跟 点 ,类 而 迹 个 定理 就 证 朋 了 ， 


b. ATHA ORM. Stt 
nU DEBIT a E Re E: BS—7TB 


的 无 窃 点 序列 P,P *…… 必 有 有 一 个 收获 的 子 序 列 。 如 果 这 个 序列 
包 舍 无 穷 多 个 不 周 的 元 素 ， 那 么 它们 构成 一 个 无 穷 多 个 不 同 点 的 
集合 , 按 外 尔 斯 等 拉 斯 蒜 理 ,我 们 可 以 质 帅 一 个 序列 收 伍 到 一 个 点 
Q. 如 果 这 个 序列 不 包 售 元 窍 多 个 不 赔 的 元 罕 ， 那 么 它 至 少 有 一 
个 元 素 重 筑 了 无 穷 多 次 ; 于 是 存在 一 个 点 2 它 在 序列 中 出 现 无 穷 
多 次 ,这 些 等 于 口 的 元 素 构 成 的 子 序列 就 收 合 到 0. 


" E 4 + * 
"a às ko UU E % s a — $0 0 $0 ça y * —— "S * E y F y F 


HRP BR 5588 — E (102 页 ) 中 对 实数 序列 给 员 的 丰 应 的 证 
明和 完全 一 样 。 ROLAK G. 一 个 序列 要 是 注 足 宰 西 条 件 它 就 是 
有 界 拘 :所 以 根据 前 面 的 定理, 它 就 包 人 各 一 个 收 急 子 序列 : 以 一 点 
口 为 极限 ,于 是 立刻 可 以 推导 出 这 整个 序列 收 仑 到 0. 

我 们 说 过 , 半 面 上 的 一 个 点 集 3 BUE ERAI iR S 的 一 煞 边 界 
成 属于 S. HSR s 中 的 每 一 个 收 裔 的 点 列 和 的 极限 吕 也 是 5 的 点 
(558 vD. 天 为 每 个 有 界 无 穷 序 烈 包 售 一 个 收 襄 子 序列 , 所 以 


tk 


祁 是 紧 的 。 读 者 可 以 容易 地 验证 北 命 是 ， 平 面 上 每 一 个 紧 的 点 入 
者 是 闭 的 并 且 是 有 田 的 。 邻 后 我 们 将 经 党 在 提 到 闭 的 才 界 华 时 简 
1) 4H RESURUA e EE: 


* 109 + 


3 H2 39 48. (compact st). 


c. AE-IBDORENOEBIS 


iG VE r a I PEE — 5 BR EE REPE Ds 
Pu (He int-Borel theorem): 


= F + x tP y qa 04 os 


人 
(2 o). a —1,2,:- “和 原点 Pi = (0.0 ) SE HE. EtA 
E. X00 —1.2,-4. 4 5, 904 P, Xp 1 7328" EA: 


ER S XR 
3453.1 


上 : —, 
Va oy e 109 


TRELA SAA do 5.520 Em T S. PEMA- 
TA, RUTE dubi AMEIEEOR E 5。 例如 选取 5s, 
Sot, Sw. SORBEURBIRUR Ds RIHBSIBCGUUHIYW Ete. DUE 
fT E Fa PR -È a 没有 Ls "EASTER dy. nec duni 
fax PES ATA 5; Eit ir TÉ) A ODIO RT EGRE HUE 
UL ku 

A AREALLAR EA E 设 这 定型 不 成 立 . 
Au SRAD: BETTA. AHEOAZ mI 
THAR. AA pO HOP EMT rBÍm ETBSSELE BIS 
AAMA S BE ES REDHHRORAAOGUES. BDXS E Sm 
这 四 部 分 Er DR JA. S EART UL 
个 开 集 合 - 我 站 把 台 的 这 一 部 分 叫做 o. i 
DAMA RENEA, SELA RIESIA E C. 的 四 个 部 分 


“1 10 


之 一 作为 p. ix 办 和 它 边界 上 的 5 的 点 不 能 被 于 cp ETT E 
BE. HikX dtc c kh BOSSES 0.0» 
Qi. 每 一 个 包含 在 它 区 前 一 仿 中 , 它们 物 面 积 收 编 为 0 3E HE 
每 一 个 0, 的 闲 世 中 属于 3 的 点 不 可 能 被 守 中 有 限 个 开 集 所 赣 
闭 ， 显然 。 对 每 一 个 * 我 们 可 以 在 0. 内 三 它 的 边界 上 找到 一 个 
ATSP. TE Pe Po o Ès 的 一 序列 点 、 因 为 是 有 
WU XP SU EE REO AKTE — EAr EI IER 
期 点 4 及 因为 5 是 所 的 ,这 4 也 是 3 的 一 个 点 , 因 开 筱 包 各 在 总 
中 的 其 一 个 开 靠 昌之 肉 。 以 而 有 AdE epiat fe E E OE, 
譬如 说 是 由 与 4 的 中 离 小 于 上 的 点 所 猎 息 的 雪 碟 ， 我 们 可 以 淑 a 


充分 大 ,使 得 P, BLA ESIERCINT Z HH 0, 的 直径 也 小 于 二 ， 


XE SE TIBE De 就 包 合 在 4 的 £ 分 域内 ， 本 而 包 全 在 9 内 了 . 
SUITSIZUCRBE—TAGaG€XuEeguq56E OO, R5. 
fuxADEXPIPER Q.U) EUR. Wb. 


d. iyRCOEGA DEI XEATNC B E 151) 9 pe RR 


ORIESEGdLDÉS—TOGPAEEU. HEER RA PA 
TAERA. HTE RADARA P, 郭志 非常 小 ， 值 
TERRES PEE RGJ-ernBSEEA STD SDSESRa-T— 
KGAD s, & d E Middle R N TE TEE 


时 站 部 包 全 在 "s ia inse. 不 在 SE 点 到 5 PANNE 
业 尼 A, 

为 了 证 上 的， 我 们 采用 中 是 开 的 记 一 般 浇 。 对 于 号 苞 每 一 个 点 
PERIERE P ALARLAR ER, jx" SEU RP r EO 
HT P, Bir = (0). MERITI S HRE a P A E 2o 

D) R ELEC BERI RC IER RLHEHUS IET RUE, EREB RE”. 
D sHEMBdSEA. Din, REOTEUEYGND >m, :RCDHü& (e y) xtd 

diii: ycel. xm WA matti SER DIERENEES S 的 点 ， 


- ill- 


um H (P) 的 图 。 根据 海 涅 - 波 瑞 耳 定 吉 可 以 找 旬 有 限 个 过 种 
EE xdATUEAN 5. Pik AIHE S AARAA Ps Patter 
P, TE S ORE — LP EATER M ML P Dh A E P 为 


aL 


EARRA 一 lsn). $s EERE HU). m r P) 
HEREDE. 2RAVu SCELTA p。 由 于 了 在 某 -一 个 以 Ps 为 
Eud PÀ Sreo 为 六 答 移 加 内 ,所 以 了 的 8 人 起 在 内 ， KE 
因为 区 P. 29 buts M r Co 为 半径 能 同 心间 局 是 在 天 内 ,重出 于 


ADRESTE PIGH. 以 5 为 半径 的 再 。 这 就 证 济 了 以 了 为 
Hubs. 6 25 3E Ee PEE R14. 

AAT: ZETE RANKA S. 这 简 一 条 曲线 是 由 这 境 
前 点 P= .y) 所 三 的 贷 音 ;这些 点 可 以 表 盛 这 详 的 形式 

x c dz), y = dO. 

H p, BGEVÜODCXESEBHEER. SES uERHEEPOxX: Er X 
样 一 条 曲线 3 EADAR. SEXE B. WERE Rit 
ARJ K&R AP AZARES n. 6v ETT 
WEAH asrga k DonkERUASMXIESERO.SRDIX 5. 
BU—"T-FEAEARCRUAEBHÜU—4E :。 QE wxX1e RES. 
所 以 相应 的 Pa 政策 到 5 上 的 点 Q— (OO. ;GD. 这 样 就 有 了 
EF Pi, me herak s 光一 点 0. 然而 整个 序列 
EARRA F H. AAR = Q, Amers E. RHES ae T 
FUÉ S ES AETR BE ms 其 闭 的 ， 

in EETEJPAS RIAL, REDE DESC AE e BREL A 
i. s AAA Ri ZI e HERDER, EA PONI iEXERN 


D GSP TGGHNgib8E.RSUBANBU-Sa uuu 
EXI—B NE Sancte. 
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j AME- AES 我 们 上 ERS ERE 6. Eite 
igzÓedTsdé. SAHER S but Abah «s. WESA 
fattes Pa TASE ETA A] 
二 

Acnée FE RACE S. 4 Pos Pattes Psy AES LEPANI 
Ai. BB PS. AEE MAJERAHA. ATESTE P, AN P WER 
段 息 完全 在 局 Loghi, He XERRA URERA RIS. 
在 素 考 们 用 疡 线 跨 依次 联接 片 。 就 得 到 一 条 折线 完全 在 及 内 ， 并 
HESE BECHER TURA PP PL. RETISIELE XE SUE 
下 : 


"Aa p a c 


A.2 Pptp 

对 于 过 一 个 六 的 有 界 集 & LECHA HAR eT 
以 各 述 下 百 两 入 基本 宏 理 ， 

ZAMERE A-H ARHAR LE ~- 符 
= 105—107 页}; 不消 委 重 复 了 ， 

第 二 个 定理 也 可 义 作 为 海 湿 - 计 瑞 耳 定 理 的 一 个 直接 He e 98 
FAL fRjz—D 8620. XR Esg AE, 则 对 了 的 每 一 
个 点 在 在 一 个 以 P Xu DU 5 — (P) 为 半径 的 8 di 
is Witte 0 RE CHEdH Asso CO) 一 (9| e. 
现在 对 内 的 督 一 点 PER ERU. 8(P) 4933 9,。 T 
种 Qs 覆盖 了 5， 我 们 可 所 从 中 选取 有 限 个 (中 心 汐 呈 ,Ps} 电 
WORT S. DamaR LL CS) 中 的 最 小 党 。 如果 
各 器 是 5 的 任意 两 个 点 ， 共 间 攻 离 小 三 A， 由 固 点 了 到 入 不 皮 PP 


*lii* 


的 隔离 小 于 A sU) m 1, m IA oe EOS ROR 
TE.PGUOdUIAPSIE SONO uu. BUE 
IHD — RPD < FI 


lito) — Pal « Le, 


从 而 
5 — 4o «s. 
AARRETTA EE LAERET f AAE 
HE, 


AG BarETLT 
日 仿生 与 子 集合 


在 关于 吉 的 从 信 的 更 为 复杂 的 讨论 中 (特别 在 积分 王 沦 中 ;， 
fe —He oe Entf u gg, ANANA ROA 
是 热 的 ,总 的 ,区 数 的 集 洁 ,或 者 是 这 些 奖 型 的 梨 合 的 集合 .例如 
"Est Er — 47 SD E REA (es 63 BOXER Zr, 他 们 对 闭 定 的 
Sis Fe f AE. 

(x — e cb (y — Ww xn. 
—rikedgs uem (RAED RATE: Boemia 
I BDPDSWS 36S RARE DT X n H89— M. 

BA TR HSAR A ORGEBED LAURI XCRIORE A, MURUS 
MRR DARRE E. 对 我 们 来 培 , — AEA SW 
HEE KENTE- THA e 者 确 育 下 面 两 个 情形 之 一 成 立 :; 
(Da RFS: Oc KR S. SREO) 我 们 但 说 a 是 3 的 一 
个 元 京 : 或 访 5 包含 在 5 内 ;用 符号 素 示 成 

ac 5? 


1) SEU NNMHES sg. 


ZIP 


BRL T. 


对 情形 02; , 记 和 作 
n £s. 

例如 mE S 是 由 不 等 式 c oy c8 AEA. PAES 
的 音 屿 是 : 洋 是 平面 上 的 一 个 点 ， 它 的 坐标 y RAEN 十 
天 < 天 ， 一 般 地 说 , 一 个 举 合 S 的 元 素 可 以 被 某 些 共同 的 人 性质 所 
刻 划 [ 傅 如 ,用 属 于 ?这 个 所 质 }。 我 们 把 具有 性 质 4，8,… 的 元 
5 oBBAIeEeSS1i 

3 一 a: a AE ds Beh. 
PAEL Cru. v 2B A. r eE 8 Date 
S= {| {r » xn ym XB — «) c ( — uy! c üt. 
集合 
S x [nn 一 BHO: 2«n«5) 
EH s= 3, 和 # 二 + 网 个 元 案 组 成 的 ， 

ATS ESGER P ORRERA e ETE 
8), c4EGNXlX:od—Ube.e£ a. Hir 一 个 中 心 在 原点 
举 径 是 0 的 开 同 就 定 $9 

[x yix y = KR A y! 0] — 3. 

HAEA SA TEESE DR ECI v EBREA (EET 
在 它们 定 交 时 的 捕 写 或 性 质 育 所 不 同 。 也 就 是 : s- THREE 
zę SMHEQUUEzET. 

我 们 说 柴 合 3 是 集合 工 的 一 个 子 集 《 8 BRETH”) Aum 
TAHRA s BELA. Ahehe E Ss moe T. K 
上 ] 用 符号 记 作 

SCT, 
或 较 少 地 记 作 

T2528, 
fA hn S REULER Sr. VÀ, 1 20 RR T 0I C1. DA 
Db.574XegiTB. WASCT. EQ. Auka RA 
dCSÓ0ÉE£CS,., 

SR. RUSCOMIDHILEtUH. WIEDEEGOKRSUUS EH 
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Cal MHR ONERE EB). Gta anf URS EL 
XA BST TESTE 
SCTARETCSsBg SIT, 
SCIWHITCRREIE SCORP, 
tem EAT RSA RRS ETHER XS 对 于 
KERERE r&y EM y Ex. RR EG US SE aR: 
pH SC TIÓTCS UN. 符 身 二 只 是 在 集 当 之 间 定 实 了 
"ds IPin[ BERTA RAE -TERESE A. 


b. 集合 的 并 与 实 

X JST IBYXCKGETQGEREDOHENUEIRGR UXORES. MHAR 
EHET TRER ERTS dE. magn dry 
RET? MRE Enn. SSGHIEGHÉJSIEEEICE EIE RU E 
EERE, 有 六 种 倪 子 , 正 是 由 于 饼 乏 适当 的 符 往 使 得 荣 些 领域 
的 进展 放 剖 达 几 个 世纪 ,可 壕 说 代数 在 古代 就 是 这 拌 ， 但 男 一 方 
面 , Lo Su AER SAR RBS PRSE OIX AREA 
AOGPUES Bede XE AINE. AREIS 
ERAF ESTE a EJ — 15 55 SRHU ESSE L1 ZEE EYESRÓE LER 
EE CETERIS EGRE SUE AE [8] RRTEU RE MERANA E 
的 . 

有 还 有 两 个 扶 合 论 的 符号 ,就 是 集合 运算 " 此 " 知 " 交 "的 符号 :我 
们 将 在 本 书 的 后 面 看 到 它们 几乎 是 必 不 可 献 少 的 。 给 定 琴 个 集合 
SHT, ROA sS UT 衣 示 这 两 个 集 台 的 “并 ”， 就 是 “或 ” ES 
内 或 ET AUTRATA: 

D GERGEJSHIEEJSI REHE: ADR UAE AS EICHEES B.Z t 
HEA BY mk EUH EA €» RSA Emanaa eA €. 
1) EH BEWEIS FIT AT: 

s rus cn ERSEDPTDESUBIBIME zs, 

SATA TNR Gs HURE RT eniT CRA OTH BILER) 

人 e 

Yro i—i] x. 


* ]16 + 


SUT — la:at S Em ac Ty, 
B S 0TA A^ S ATESAT S 和 工 两 者 的 元 素 的 集 
A: 
SOT = {rats H a T]. 
p, SLT ESCENA EKN 
S= {r3 grah 
= {rA ard áh 
ja 
SUZ ely] ex y 
SAT = |r r 5h 
运算 局 和 站 着 用 于 任意 两 个 集合 3 和 了， 只 要 我 们 引用 空 党 的 符 
H S 本 了 不 相交 时 可 以 雇 作 
SAT -g, 
BRERA RILE. RAHE S ADT 
SUA =s, s NAs, 
XE UARA ERME- 特别 地 ,. 当 S R TERA 
的 集合 HERAT TRS RTA HAANS ARA 
元 索 时 ,SUT 内 的 元 素 的 个 数 众 好 时 了 和 工 的 元 素 的 个 数 之 和 ， 
可 是 , 一 般 说 来 ， 关 的 道 送 算 不 玲 一 ， 只 有 当 S$ 和 了 下 相交 并 吾 
SCRI. 


SUT-R 

才 有 唯一 的 解 T。 对 于 不 相交 的 集合 3 和 工 ， 它 们 的 并 沼 记 作 
S+ T, SCR, HESHT RARE R-sCS 关于 尽 的 
mA. TRISESASIHEBEG RIS IERS R S E 
dcn OR RAS ET STRA RIEA. TRES 十 《R — 5)— 
RUS. 

DRS 交加 的 并 定居 为 至 少 属于 储 侣 Sotto Sm 
—H3 9I c x FIEL DL BST S e B UL Rai 


1) ZER PRATE v JELAH A s UTETKRE NE TES 
S.T WAI—BSDSEBTES. 


(ll? 


la:a€ S, BE ag S, HE: EX nE Sat 
= SU Ss, 
20s 
&-i 
Ha CARA UAR E sii 
Ín:g€ $5, H aeS, H--- Hat S, 
= 5s fas. 


= B Sj. 
t1 
BRETAR ELIET TEA SIE. Sas IRSE STE 
3j ide 


(J S = {atn $, Ft alh 
1-1 


f| S = aE 8, X4— 31 n]. 


EI 
a.na S, EKR xo—— oa HES 
Sam fer WHERE. mr 
我 们 有 
LJ Sa = (xix 实数 }， 


[15,7 (cix XE x dl. 


AE RRATU EA S AEE ARF RIGRETTU 
RIRS S 不 是 ,或 不 能 ;用 下 标 6 e 一 122, 3 REIR H 
aa. Rie 

(JS = {ané s 对 基 s. SE F}; 

(is = farae 5 对 一 切 S, SE F]. 

EN 


: 118 + 


例如 《rs v) SEE E tud E C1. 00 EDI En C7 1,05 Ra BI 
HAERERAA yy —o0Hzc—lIBEeESGGIBI 
HEE. rid — KRAM EA (1. 9 nx — T 5. 


c. E FITOT RE E85 


BUE BO ae ads Eds V CITAS 6—8 Di» n] AR E 37 HER 
表示 方法 重新 改写 得 现 为 向 洁 。 给 定 平面 上 的 一 个 点 集 3, 我 们 
得 和 全 平面 # 的 一 个 分 解 ,分 为 三 个 不 相交 汐 集 全 ;5 的 内 点 娄 合 
Ssmus, s 的 让 点 集合 Ss 于 是 

a = UT Sos 
tk EERS 

x= $ t ĝt 5. 
[3 25 pose mar Ree AB SER: 

PBS = BSNS = &I18 — gh, 

Tsc d- 85, 

如 下 定义 的 集合 了 ESHE 
8-384805 SUBS. (1) 
Hor Ss LUPA $9- 5; SOY PEL Ss. 
We SIDUESS AK RE E TRU ER: 
58 一 85 ("—"r SE & iov EE BIET 
J—5(Q—--RABmH EET. 
(35 — $9, ($,5* — $5, COREL ST LJ SETTE) ), 
SU T9 (SU TY, SUTCSLT. (2a) 
AGS J T)c-asUar. (b) 
FERFE H, | 
AT POSEE ETE. 
AREH, 
HARD AE EAN 

HREL EELT Am, UR xt E 


" li = 


BRIAR RECRE. MERTI ERA s SR C5)， 
也 就 是 平面 * 上 不 属于 5 的 点 所 浴 成 的 集合 ? 
C(S) = {PPE x, PÉS) =x — 5, 
8E. LEDARE EMT. AITA 
CiS = 5a GC = BS, C(8) — 5. 

mE S EAE M CCS) 是 闭 的 , EEKE. LARARE 
SEE BU AERIS. 

EHHI Emn, Hi WCEERGEOSURRGENSER SU fy dendugE X. 
"EGiEFE—qSGS 的 总 四 是 ，5 包含 在 的 集合 的 并 之 
H. TERTERA MA EREE: 


SC Tr. 


k-t 


AA 齐 次 函数 


名 班 在 分 析 受 其 应 用 里 的 最 篇 单 的 齐 次 男 数 是 型 或 锥 变 量 的 
AREMA E 13 页 )。 我 们 称 形 如 art By MER x jy 
的 一 阶 齐 次 函数 ， 称 撒 如 ax? 十 Bry 十 的 国 数 为 二 阶 齐 次 画 


二 


EE 


di. WE Ga CEHA ACERO) 抽 有 和 这样 的 形式 xt. 4^ y. 
a^ yy y y*. JEUX PAGS RARI FREE: 方程 

Farra iy) = PIG y) 
xHg--- e 的 值 都 成 立 - 900 — ERE RAE BRE taye) 


D 对 三 维 空 站 E (AS, maux E-i, CEH pART SEG 
Bg Ss. 


"140 = 


Kx, "r.c J= P, F37! Ju 
TAREA TRERÉRRUACEUR 


IES (à = 03, 
x 


x^ sin 了 T py Ty log LL (k = 2], 


PIRMIE ERIE x. 3 ss Mm ms Aa ERA e 8 P8] 
[SR FREI SR 


ru 十 ys t zw ti —0) 


ri poca "P o sua 


Eei EARR 2 Ri ARFA RAR SHE SL XH 
SPATAR EE SERERE f EDR 0, sU RAE. 

EUG tre ftt UHR YRE 

zje sy F oajet eee o— Afa, a ate. 
A TARAA Ri EARE Kara rpt) = Ces ya R 
Aa * REE AE TE ASTEN * BESE, HEr 
r A A ea E 
rlsrs de) fry fy Or, ys) 

本 :一 工 就 得 到 结论. 

REDE URSWEUEBESR SE Pn. ysti 的 碗 次 性 是 欧 竹 关系 的 推 


站 


APTA 2x PS SR TR SEL tin RZGBH a^ RAAE RESTE 


meme. BOLPGEUEDPEREGHE A TEU de Bde s ie 
fc. p, p=, 


SERE 


1 1 EN 
fry yz) LAS aiti ) aont) 
x = 


=} 


Hs 


不 得 依赖 于 变量 的 即 方程 g= 0 是 恒等式 )。 为 了 证 明 这 一 
点 ,我 们 用 销 链 法 岂 写 出 


Bs = (fe ni He re 


1 4 
uiu C uat 


PERRERA ALAR RAA AENT - 
mEiT£ied D HS 297565 ERER R AARE. 32 
AXE UE. 由 欧 拉 关系 可 以 推导 出 一 多 
eG) 一 Hr yatt) m dU meo 2 
HoH e REE. HRA Rg0)-—9. X 
ECE - APT Y.) m mf. dyare) 

— ys fr 

HE gx. y. MARERA RITA 


ens aya) yh ne) e ee = fs ye), 


~ f, yfy + 


所 以 gt 门 Hi XEDR TE E 
go) m= gir) e E, 
WRTS gio = ri", UE 
zo - 二 gi) + rr, 
BER CO Weti at 
ry 一心 


CAuE—ÉE CER —c. BE rm 08H GO) 0, MARR < 
kt Uu, BEE HT: WERS eG) — 0. WE. 
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第 二 章 mum BE SEA 


亡 第 一 疮 第 正章 中 , Rihi T EnA. Gm EDU. 
Egg Enti FEE EBCGESE,. AEEA TM on A S CRI 
Jit, Ame- TE bb cm HS HOC ER TR RESTE 

21 A% nag 
a. [IB o Y. 


d o fzslah RATIS LET RE S Feo SECRET PNE BL Es SUE 
fRdeWusEHE. HAM, — DEDE A 是 一 竹 育 确定 矿 序 掀 # 个 
SPERO aj, dap’ ttg fal 

总 一 fay mets, o4). 
《我 们 总 是 用 黑人 往 字 表示 所 显 .) RE sants ss WANE A 
DAMR. PITE A — Guns a MS Bio s datt, ba) 
nds go. s B Dot em den Rt. 

2P E A = faa 4.1.6) S B = ih bi, b] 


A -+ B = is t bu o t Batta ü, H 5,); Cla} 
PDEA A 3 CHOC ER 
LÅ — (Ras Nass Aa, FL fth?) 


gigt ed kt SAFE CHER AS oim A m Qs met tn) 

12 HENGET MAAE ET aED Mn t£ E 
rx ETHER. 

2) pb E PAESI eA aeRO A Cima op BRI Umie sno mt 
Xe C! ERRERA WETE TER, Bep E GrH EEUU A GB 和 
AA. HAERERE AERAR AEA ILA a A T MD AAEE 
HER, EWEG E CITSES TTE SiS ET RA R a E [25 ED. 


+ [23> 


B = {hs hecho, Doe ders da) AARAA 
数量 &，"……，y 作成 线 件 组 合 

and 

二 mbit a 
十 bs Eoo b pda), 
TFAL, 性 何 一 个 向 量 Å = [ai> Bib "3 ag MERETE " 个 
"epr aE” 
E, = {Í Gs 0, E, = (Q, 1, -7s Ds 
E, = (I, 0,1) 
— tHE. t 
A — aE, + nE, 十 … + E, (25) 

我 们 用 符号 QQ 表示 " 夫 疝 害 ”, 它 的 所 有 分 曲 指 是 零 : 0-5, 
05-**,0), APAAL IDA = [Atan t aA e GEA, 

nXXA dE ROERIDEEDA, OEEPGTHUDE [REUmCUGRIRGS ic 
BEMAR E EUEUERUTE Ex SLBIST LP aA Pp 4 SEGETES 
Tes RTE emit get 1E 28 0E 7 ah PAR RUE A3 ER PITE. 
OD I DID s 的 一 般 多 通 式 ， 

POx) T a, -F aix d- aq! H coc d aux" 

SERERE n 十 1 Sogs BIB] — T RORIS A m (asas a 

eíQ) NER. TE, DEME SE E SER] ECT R] AREE 


(21) 


ikri = ; üg 十 »» [ag cos £x -十 b; sn &x) 
R= 


an mi 


1) tE: 
(11 AR —5 BT A,A +B +E -OM rR) FC 
(2) ACA + Bj AA X ABA (A A i) — AA H pA GCAM)A-m ACA 
(3) ZÉXEHE— B)I] tia OHERAT- pm A fh A+ UA 
(41) 对 于 各 下 三 A. piot tAE A. 使 得 A 十 一 帮凶 
COO AFRA A mbH «8 Ac. lA — A, 
-HER — 3E SHOE TB RETR JE ETRS b 就 
mi dA E SERI. 


r12 n 


(M sE—Seig e06 EREA 25 十 RAPRA Caos t. 7773 
aas bi rto, ba) HIR. BRUT E RERO CHER RE 
Ho- gp oap, c ayt, 
uf FE iesu B EU d (Cos LAIT e; EE — WP ES R 
型 
k — axi + ari -+ axi u lex. + iugum t POTE TEF, 


可 月 坟 推 空间 应 的 同 层 Qu. cttam RI. 
b. [2E03JL fim 


ETES Ep, dbtbit e ea iio USER TCR EI 
s [REOR ERES PERETE. HE 入 ~ (as mets s) 
WERE * 准 欧 几 竺 得 空间 R" 秆 平移。 该 平移 等 任意 点 
Pn a PORRE] P mm, xoa m). COREE 
之 旧 有 如 下 甘 系 思 
aen aa a= am F hatta x40 ta Fas — (38) 
慨 如 对 于 某 一 个 点 P= 《x xs c, ms ANANT EH 
一 《xi xi)， 则 这 个 平移 或 其 对 应 的 向 基 A gt. 
被 确定 本 ;由 (34) 显然 有 
A = [ri — ty xb Ep tts x — x). (3b) 
BITER A = P'ORGUAACERR. HRCHIOEA 是 由 这 有 序 的 
ABI POXGR cdd RINE ARA P. S 
点 。 在 给 图 白 。 党 用 从 已 到 严 的 一 个 盘 头 来 表示 耐量 A m PP. 
A-AA 入 ， 可 以 被 很 多 对 点 偶 了 和 P KRIAN E PP 
ERT. Mun Pune iic tiU. SHE A AUEREA 
THERL4A4GRE. HIGAEI—PRERSPTA Pisy 
O fum. WB POR] PS HEE K* TB, HEEN EAE Tet 
EE 


Jawar E-P RRE PO ORMAR hp RATARA RTAS. 
差 这 个 看法 . 


" 123 - 


“ERRA HRE- REETA. D = PP, 

PEHI (E-i 409 DD i, aR 让 一 fo， 
41,7180), B = (ha bars b WAP IEELTUR RENES 
JER. MEA KRAP = (ru estt, r EFLA P = Cehe, 
ALERAP ERP = (aata ME m A + B Beso 
gH PIER P" ERER IRH 

xi = a, + 4 Gi t ai) t h =a H Ča, -+ 6, 
Edil, Z ctes qus HIDE 
A+ B= Pr -PE 一 本 (4) 
如 上 我 们 月 PP" ARB {$ Bom A 有 同样 的 起 点 ,我 们 发 现 
A 十 B ~ PP ux P, P, P", P" ( 见 图 2.1) WETAH 
Xd x] Pee sz CO EE 2.15, 


图 2.1 Ja REA 


FRR A = PP -(Q —zaso— dex — n0 Te 
ASER RERISE LITE 3E 

PP = (x — run rp tn = i) = CDA — A, 
对 应 于 A DUM op ReH A DERART A R 
EERE —A, Hk Rabe tO, CAUTARE- 

(—À)-- À = [—1 + 1)å -04 =Ù, 

把 应 于 f41 式 ,对 于 超 点 相同 的 丙 个 向 县 A=} B-PP, 
我 们 可 以 有 有 常用 的 向 量 莹 的 公式 
B A = PP Uus pU PP e PP PEU PP. Qn) 
AEUHE P" 5 PP 的 美 是 由 以 PQP.PUXODENM IGNES 


" 126 = 


ERRAI. 
对 于 每 一 个 点 PS (ro tott, 3) 我们 能 说 系 一 个 以 原 
AHBAB P. AR LR IDE ER RE 
OP = Cty Pytt tg n). 
B P AEREE. P HifbreETISB ARE UR de P ARE 
标 、 例 如 :公式 (2a) RAIAR E; 一 (04s 0, 1, atten 0) 
HE x, S4 CARARE l 的 点 的 位 置 向 量 。 EAA 


A 一 PP ,总 可 以 号 成 它 的 终点 与 妃 点 的 位 置 向 量 之 关 ， 
PP ~ OF — OP (5) 
CAUSE 2.2). 


BU2 d)m PV 作为 性 置 向 录 的 基 
e. PEDER, HERM 


d r SERE ES US] R” rH, 两 个 点 六 一 Un, Car E t.) RE 
P Gi 335" ta ra) egg EE aa! 

re Gi — x) GT abeo ny 0) 

inm. 因为 在 距 高 r ARRA, WEH P, P 的 相应 坐标 立 

站， 我 们 看 出 : A-ra A IERRA P,e Zig fE 

容 帮 中 相亲 的 ， 我 们 称 > 为 向 最 A WER EHIB r= JAI. 
jil c ÀA = Cas | "P 县 有 上 长度 

IA| =y a t ai tor t a, (62) 

1) wi HEU CL BESPLTRETE XC 2A REEL JB dix CRETRIALE ERD. dETDUE GIN 


HE r PIRAT EII Hie n ELR, HAAT RD -ih RILE ER TRES tA 
ETAREN 


LE E T 


+ 1? + 


FRH O 一 《0, 0，，…，0) 的 长 度 为 0, EREE E E R 
BER. 

在 欧 几 里 得 空间 中 ,角度 能 通过 长 度 来 表示 .这 可 由 三 角 公 式 
C* 余 晾 定律 ") 得 到 ,这 公式 给 出 三 骨 形 的 三 沾边 a d, e DA nh 
MRKA v ZMNE: 
RITER AETA P,P, P AMARE AE 2.33). 
X—OAE)aXpE PX ENSE A-PP.B-PPUUEE,.S— 
DERE. 

Co PP >P —PP=B— A 

HEE, 


(a) h 


图 2.3 mi- PNXEPRLEUR—HROERJOTALS — SR ERES A 
对 于 
Å = (n mat mo B e (h, hess 5.) 

我 们 有 

C = (ns estia cO) = Ch — mo P; uar PS — Rahe 
daCéb) 
Al + [BI — Cr 

2|A||B| 


cosY = 1 


其 中 


| 1289 


AP = 3 BUTS CP X ca. 


F=] T=] Tr 
因此 ;对 于 AcGe0, Bs, # 
ab, 十 ab; do -十 aub, " 
cas T JT Ux. UTJEGY 3X C) 
SAVESIZAUL PPP" Mjpdfa v DULCI IR A e PP 
和 BB pP, 轿 此 ,我 们 称 由 公式 (7 给 出 的 暴 eos DRHE A= 
(o, O37 774 Gx E ;B = (5,, bic -s Éa) 之 间 夹 角 " 的 余 些 . 
XjT eos ARA C ee RA HERTEIR A, B 之 间 , 实 
际 上 总 是 定义 一 个 实 骨 YY，。 因 为 它 永 远 给 出 一 个 信 过 合 1 eor) 
L EMERGERE 
(a, 二 aa nre anba) S (al de adde s de al) 
十 总 十 二 (8) 
的 一 个 直接 推论 . 
AMRA C RHE A Aatma EIE. 
我 们 只 须知 道 这 些 量 
—— (G—152,*:: 8), (9) 
VEETEEDE T 
CERS HR A OTARRE. RAHE N R IAEE 
向 县 都 与 其 它 向 合作 成 相 同 的 角 诬 ， EGRE PUR TRIS 
Id. MAGOS. A BIS IR ACERCT DL NERE HERI PCR S 
E; = cotes (10) 
did e, E AIi ARA E, - (0.5.0.1, 9,0) 
之 间 的 类 角 . Tp A OD n rg uS T quA S 


-一 


D 有 内 过 我 休 限 删 ? AARIS ar ri. für JÉBE—WGERS. Jd arty ir 
(s zE— PETRO BEA UARAN RE se rz EARRA, D EI PRIEST — P 
Tex A B RAS. 


$2 ELETAN S GR X. o6 十 cas c, nm l fe PRECIO ER rs Ban 一 a 


BERT SEG i T 25 Top did e [RT RC LIDREGRETPEET RE m. 之 间 的 
ee f RUPEE PE RS. 


212 . 


e 十 cost 十 '…… 十 cosi = Í, (111 
和 
HE] 25 7 d 8 b E 


dui. BG EMDESMBOUS A 与 B 恋足 关系 A 一 2B, 4 为 
—EEBOBE. EB i-[AU BI ARGAWKEZU. 一 个 长 
Ba 1 的 向 攻 川 作 单 党 向 最 ， 向 就 


(E, E; ZEIT ) = AD^ 


ALA WREHE—A- 一 Ca » — ajs" D AERA 
i&—&,. Sube mus. promeni RAdREKLR A 
5 BAHAS EEGM. £r METEN. 二 其 平行 的 一 
小 全 到 条 性 是 和 = LB. Edr, RES PRETEN. 平行 
TAERA AA EA ARAE A KAE ay st tta das 
HEELS Eis 211. 

iu 5g 4p a 8B dr hi E (E Ent Es) Em xg Ee En IE I, 
O. MEHA Pelis fitt» En) 就 在 Atir ekt RILLE 
Tuo. D. 1 ARROSEN E] + E oo REL à E, RAAE 
fa] — 4d ER AAA -An a, E e 不 空间 中 ， 
FA A Maem EESTREISGES. 球面 上 相应 二 相反 方向 
ELAT ETERA. 

-P ASA M A M R 06 —2R "TIT HRER Ox dioe Rs 
Pins |HRS E Ex TELIS SCPR HUBER PEE GS E, BUR En 
和 终 训 在 它 上 面 移 各 量 柳 是 平行 的 。 这 个 是 义 立 鹿 引 号 负 在线 站 
ARRENE. XUPHARLOLARROKEMABUA PRO. EPO 者 
iT TEEDE A. Bm 


a 130 4 


PO lA — (38) 
WERTH Pom xA Rest pub DEus BER Lo Wr 
[fig RAIT O AA Em ERAT FA AR 23b) 
OU = OP + P9 — OP + LA, (12) 
这 里 参量 LER 3G XCEIoAMBSSR GP. n5 
QLA HEA xi» xis coca n.i POECE RÉER Qa. ya yai [AER ^ 
nhi Gel hees, 0000 
Ep pS MANEH. gu PPEEÉRILOMEERASURBG, 
TRA A AT, CAE A a A Tn. HAT b, mE 
PD A EWPEBRUORIS A BEEFDUREST A-cOIUEPO SA 
IB. 


d. (EEBUSERE ER. 


UL LIESS UM [5^ iu A 一 Cas Mas T * ta a4] H- B = ( b,, 
Pacco» bal ZERA v ACD: "R98, MIERE A US 
BrWup.A-.Bau 


A - B ah acd. (L3) 
HILARRI RE, CEER 
A-B- |A||P' cor, (I4 


RARA. AE A=, B=, RARER p= |A| cos? 
JLAAREREREREE PP 在 雪线 PP" EHI GESSO) 投影 ( 见 图 


BIJA 
A -B = pjB]. Q4 
BE. HEA ESBOEXemS TIE aIESSREA &g 
B jn Lr ES 493x681," mR B RE x, 轴 太 向 上 的 坐标 向 最 
D 县 执 ; 它 思 等 于 册 量 AWMEEGEZEE 日 在 二 方向 上 的 分 量 . 


Ilji- 


BL4 Ma A= S HcPPUGBESED 


E —(0,---,1,7:-,0), NI A EB HIA EIS E RS s BU A 
的 第 :q»xm. 
dg (£13), 8 LER DUET PI GB PEBACAS nr Bi: 
A:.B—BR-A. (df) (1527 
ACA - Bo — (1A) -B— A | (GE), Caccia 5p 
A-(B-C)—A-R--A-C, uU 
(A--B3-C- A-€ e B-C. CEE (150 
NUR ko SU PEOEGRCT PTEE GELER A 5 BH 
DERRAT ROBO ICBORIE SR). HSA CXA 
fb AAA) ANURAG LERE CAUD TEE A 
Bit(ppDEei SSERESENU D BO. HERRA npe. 
th REFERAR n ER STI AER 
AMI -0RRELEEROREXQ8), R RRAPI SESS 
A- B| & |A|IB . (16) 
CEFAN . cosz| L1. RRAC 180 Ah 人 人 起 中 的 
SEREH ADE 互相 平行 或 者 饭 们 之 中 至 少 有 一 个 是 零 剖 旺 
BREST RET. 
BAS EAAOG3.AEB = A 村 , 按 公式 [6a) 有 
A-A-— A; (70) 


1) BEXLTEIESEECEDRARVIER. ZAR, BiA fred BLAU AAA 
AH, 
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这 就 是 说 ,一 个 同 晤 R TA THREE E TAARE T x t 
可 以 从 公式 位 科 介 到 ， I IRIS ET E DB8)SE FRU, S. Y 一 小 
AT RAAHE 


A-B-ù (17b) 
对 应 着 cosy 一 0 或 + 一 E 因此 , AXERSRECUO a RET ru ÀA 


5B ER ER RER LCE RARE. 5j hi. AB 
BRE cosY > 0; WER RARE EAE- AE Y PERO v 志 


DEBA E 1 RO EE, A -B 一 0 将 昧 着 
这 两 个 向 量 相互 形成 一 个 钝 角 ， S «Y Xm, 


tm, BE n) RECHLARS 024 页 ) 

E, = (1,0,--:, 5 E, = (0,1, 0,: 0) 
URBIS E 下 一 [9 二 0 1 二 0-0 十 ,十 中。 
的 : 

E-E,—0. (G4). (17c) 
HF R= AEN 
= |Ep|-1; 
到 举 标 向 是 的 长度 下 


e. Ei n7 38 9 pn E, 

在 = 维 空 间 R" |, ETE in 

dr, T ayta F ttr + ata œ= e (18) 

的 线性 方程 (其 中 eis muta os ZEE ALS BL RUE a 
HUE. FAR” EREN, 因为 4 维 空间 包 全 著 各 种 纵 的 “下 
E'R AWAS 而 理 平 面 可 等 同 于 包含 在 上 和光 空 间 玉 * 中 的 
n — LHENEEZIH. 它们 是 通常 三 维 空间 疡 的 二 维 平 面 , 平面 内 
的 直线 ,直线 上 的 点 . 

3 [3E E A 一 (ais ay "ra a4). 与 王 点 的 位 置 商 量 » CIC 


31233. 


— rT =- 
Eja 14) == GP, 22315558 A ER CT8 YE wt REERREE 
A- X-re Ch s* 0). (182) 


| »- 


i Y—»u. r.c») 09 Ei E-—--x p ORC 
HZI 息 -一 <， 以 (18s) 减 去 这 个 等 式 。 就 改观 起 平面 上 
Ro P xj 

D—À-X—AÀ-.Y—ASOXC— Y) APO. (19) 
AERE A EU FAFA CARARE, MAFLA 
一 点 生出 发 ,证 善 雁 直 二 A IAAL. AIRE 203 5 
AEFT. RIR A 的 阔 疝 为 超 笠 而 的 宕 方向 (网 轩 25 


图 2.5 3SiWigTJEnE 


具有 方程 Oio PAF. JEÉSXBRIAYOEPRTOGTÉUESESI. H 
A.X. AA Xoe 给 出 HE ARRENA -X >e 
Éu—ix. KRAE BEELA- O RREA MEERE 
是 书 这 拌 一 类 点 组 成 , TINEA A WE A-R >r H 
实 上 APPARE P 的 位 置身 量 N H 

X-0P— 00 +AA- Y AA 
WP LRODLER Y EodWi£SsE. i304 MAE 


21714 


然 有 
AX —À-:Y -À-:2À — cb 2A, 
WA, REB] A 作成 铅 阴 的 向 量 OB Om dg pq xd] 
A- X>, Hih A-Bco ugs 
A'X= A- (¥+tiBj= A- YHA. Br, 
MERE: REL RS A-:0-0-., WEZE A Xare 
HERMA A 具有 背离 原点 的 志向 . 

撒 述 一 个 组 定 的 超 琅 恒 的 线性 方 到 (18#) 站 是 只 一 的 。 Eb» 
Tl 1f iof Ty Ee3E DLL— THE RENEECALT- 156 0， 那 诅 益 于 用 平行 
THE A MAR LA HE A, H ae PUER. 加 时 e 30—— 
ERT UR SU E pef ES EET gg 待 们 就 能 选取 

33 
ES 
MaRa), 我 们 租 到 超 平 面 的 车 式 方程 
B-X-—r £20) 
KE PEIER O B 是 发 有 背离 项 点 方向 的 单位 法 向 是， F 


XE BEPCNUDENGEm. EDGEPORADEDEN HES f M 
X & P fptc JE ES P zum 
|ppf = X| = ,XI IB} 

HETT Hg C1 6029) HAH 

OPI =B- X =p, 
SRBEVPECTGE LLERS P A i nR 

bP =X = pB, 
DEA MUCS EGSROAE ARD TRAE EG IO BER TS. OEC YEN 
T1968 229 n SE es fü 4E RI— RORIS Y 的 点 9 
JHE d. BAT A Beie 

d= |B-Y— wp. (204) 


+ 135+ 


f EUER ETUR 


数学 分 析 中 的 视 歼 问题 者 能 北 为 = 外 空间 中 的 震 干 向 量 问 航 
peEXC VPE. —MUEEY. uSRGO EGRE E A.A.S 
A. HAMRA MER SURE E m Xia Ta i5 [ife 

六 (21) 
piir.u)EREDEO Y 关 于 向 是 Ac LÀ. ERARI. WX EE m Ae p- 
am —^B,a. 零 疝 重 永远 是 相关 的 ， E2035 IE PES GR z A 
零 厅 ， 它 能 被 表示 泌 亿 1) 的 形式 。 ME Y 对 于 一 全 羊 个 的 同和 证 
A, 中 是 相关 的 ,意味 着 向 是 一 或 者 站 与 A F Ao 
Acc AL Epis TERRE 

E. —í(1,9,:,0, — E; —(0,1,0,-:, 00,7, 

E, = i), 0, 1), (22) 
3iglg SXGRSE (21， XPFEfg TU Y 一 Gs ms ye] 
IRU EREE x, — yi xà Pitta Fa S Yrs xis 

Y — rk, vp occ pr Eas (23) 
BU ppp HERES RE NUR. I ILE 
PAH” ARR E -hieü-—4muug—USd4x. E 
地 ,如 果 一 个 向 最 YY NO PERATHEA Ans An ES 
每 一 个 , 则 向 景 下 基于 As AS Å, AO. DEO SX 
SRGIMaEGCSSC E mE 

Y= Y-Y—Y-(z,À, o xxr oo nA) 

En SE ULERSES TLELILEm AE TLEP 
RHA Y=. 


BUDE RODA. Anoo A, BARA. WERE XN 
EXE Xis Tart "y Tn " E: 
TA, + x,A, 十 t Tor, O (24) 


BET. inl À, 上 EE 


D ARP RERA THRA PAEA "ERTECECERUC. BLITZ EI 
Xa 1435 UE Rp REO s eE AD E a E E UJ. 
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z m xc nQ— 0E —— RARE A AS. Au E 
ERE. Miia E, Entit E, TERE. AA 
Ü = nE H rE, t ee t rE, = Cx, futta Ea) 
TARRA 和 一 3:99 o = 0.— 0. 
"c4 n ECT —4 Gi: I RI" t E Gi E ES ES 
ANE LARRA, SECSEOTE- TAI 


+ 7 y a > č a 


AX 全 能 号 如 下 形式 

rÅ, + rA Roo Eann 一 YY 一 上， 
这 表明 局 十 + 个 向 量 A Àj 6.2 A” Y EHHA. KWA 
Å Artn’ AS EHS RTRA — TA BERE 
HRÈ 7E. E x4 0, ROARERH A, EEEH) 
M A. ARE EA REEM S. 

Ha Y 甘于 所 是 AAL C GA. BISDXUEXIEÉS,—[ 5 
XHUERIEZIÉRADARÓE x, datt ts Am 医 为 让 Y = ye vatis 
y.) MEER A, 写成 分 量 如 

ÀA, = ETT Fits) 

别 用 分 量 写 出 的 向 民力 得 C21), 等 怕 于 关于 未 知 量 tortta ty 
的 = 个 线性 证 释 组 成 的 方 得 得 

au 十 aux; 十 和 b gut. 

tat 十 sux H do aux = Yas (25) 

ttg, £i cbe auum de orto au xu m su, 
SURGE Y Xq ASA. À. EPR H AR UI 
50S )ESPTE-IBÉE x zs 4 NIU XE AG Antos 
A, HEN UE ELI TE TR JI EEEÀ 

Gun, + apta H te E tTa 二 Ga 

tat, T nagk te ttt E Pyta — 0, 

(252) 


和 


Su T waa F ttt E apuia = D 


H—32" 43 LUE go xat xus BUM EH EO [ES FRE? 
RH e ccm. 

dr t es alp HD HIR T—i3B ES) Tum. x3: 
ins En Epee’ E. MEERE MERATE, 3b EO 
RANEA 
sui. 

AF TIESE XT E ESL I 8L 17S HE] — Pe ESAE] L3. 
fiu AREER VIE 9 ESER EAE E n PET aE 
x. AAEE eer AE Ep 0 2-3 nd TRES H2 23.( 240 a RE E 
EAEn mH. REAN EEA RSUUERUSGYÍb 
EF. THE RAENETE 在 齐 次 线性 方程 组 (25z) p. WR 
m > n, LEUR RRIARI PERI. PAPIET 
解 . 

我 们 能 藤 击 不 同 的 力 汇 几何 地 壶 达 最 后 这 个 际 这 ， 邵 委 我 们 
18252198 (252) 314g — T GG ELE RE 2 m aAA Fro RC 
ERIE. Tiie ALAE to tatt xs HD SLSUL— TIE 
X = (tsin tta 09 0. HAERA RHA EN EC UR 23 
LAtHRERHEAS. 方程 组 C) 表明 A RETIA 07 
HE La. ajja“ ERT Cans EEn -- yümis" MC Rar” 7 "»Usn), 
TERM. ng E SPEBECDANS T AUD TEREA, 则 
z pike UNITA eR En ECCE ON SERE H RAE 136 ji 

Al EID E STHITRORHDEN). 

EEL e SESS) RELAT RER kR Et 

Tris n EDR EN TE nto, "I Deo. A HEE "is 


| " d» à mu 4 


Meg DIE A As TA. Y Tuy 站 xd 


1y Rie Pix. x4.) Bo. Wind Eki ROC I 13 ar TE $e 
ib. EPRA LA x —ov0—- 4-1 -ath E-ri cv 
所 的 T. 4E GIA RF A HE EET E TER 


BEL 


i 
TXAR, itc Aa. Vut rH AXES, Té 3] Ead 2x a. Ii 
25 M] Å., Á;, bs Á, 就 会 总 怕 关 的 ， ispum. Hiit i 


pL 
已 
Y= vA, -+ ZA 十 ++ rQÁ,, (26) 
Aum 
x (i 2 
Et+1 


la538"1.38 Y 作为 无 甘 向 是 A Apto A, DERAN 
EAC rni Ete —E]» 3129 ITE EZ LL GRE XX 
Y = nA tA 
于 过 祖 减 就 会 得 到 
(x, — n MÀ, -- (n; — 4) À, e rrt b Gr — yAn o B, 
EiygESEQIMRE A, ou AL CPIDCARTEGGIBTAG IE E CES, 
EITEL 一 Fatt tota = Jan 
HFEA A AS... A, ERRE, A SE AERE 
一 个 向 县 Y. 它 与 AA “= A, ERHRR, pip EEH 
形 下 ， Ba An Anto’ An ETRAFA R ERKA, H 
W Á, HRF As Aat 各 加 而 关于 问题 A, Antr A 
Atii Y 关于 A. Apt’ An, DEXA. Æ, «HE 
空间 中 存在 名 县 不 第 甘于 结 定 的 # --1 个 向 量 ( 见 第 138 5i. 
因为 向 到 An Ac A, HERES PIT] Ren tE 
AEHBCOS2) FALSE ,CTRECBUP TRE MORE es Eg FAREA eH 
HEER: SET EE: 
muc 
auti F guta t ctr cb Rant, = Ya 
Bat E am H oe E aux, m yn (27) 


Bob OR E r E ho ow o 


Bati E dorta dw coi n dau xu = Tes 


= Bo o è +% F i 


18e 


cene DREPAST 
aua, F tuta F c5? + Ü nta =Ü, 
Tat + Da -十 ft 十 XE og X n -—h, (772) 


B gti 十 tyta 十 tTT «t rria T Ü 


ONER. : 

这 是 一 全 纯粹 能 存在 性 定理 , BIRB. 如 此 和 解 在 在 的 话 ， 
TAERE REIRE xí. 3.21... iX (ET Pg 23 节 中 讨论 
的 行列 蕊 来 得 到 . 

我 们 来 让 明基 末 定 理 , 对 维 数 = 用 归纳 法 .定理 说 的 是 。” 维 
Aum Ren] 2 十 1 个 向 医 Ag. Ae. ALLY 是 相关 的 . 对 于 
n= ls RERA mo HIARI ER: XDTOEBBEUCE y 
A, EE TIB IL RUSSIA vos xa 使 得 

xy + x2 — 0, 
这 蚌 容 易 籽 到 的 ， 加 时 y — 4 0.320] n — x, — Life 
悄 形 ;我 们 取 x. — A, x — —y. 

假定 我 们 已 经 证 明了 * 一 1 BEzS[RIHo PE f] n fg ERE HS 
的 ， 寺 A Apoa AV y Ro RRNA E, 我们 要 证 明 A, 
Aoc Au y 是 相关 的 ， RISE AL Apoa A, 由 笛 已 经 是 相 
KAME BRER. HE RIBET AL, A, O, AL 是 
ARE, TWBESuEHE Y kF Ao Ap a’ A. RB 
[3. BRAUER (22) tieien E,, E,---, E, AF 
A, Ao. AS JéTH BS, N23, BOIA. 任何 向 最 Y 是 E 
的 一 个 线性 组 合 ; 因 而 , Ani E, 能 用 A. ERa 则 Y 岂可 
以 四 A. RET, RIRIH E, EET AIL A, Ley A, È 
相关 的 ,内 为 对 于 其 写 的 E AERAR. ARREN 
性 方程 组 


aga t apa F oore E ata = D, 
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(i—1,2,:--.8 — 1) (28 

gp, 二 aus doct do eur = l 
Xi—HO aont] x,. RAR A| LUC EESTI TES 
z — ig s dmESEXCATIHeUEBIREPES. E 
A-SE xr Ws ' 3 x21， 对 于 这 组 解 ; 令 

Oni, 二 auxi E circ uus ™ 0. 
这 里 天 9， 国 为 否则 A, Anco A BSE. 月 < HR 
mm ass t xo 我 们 就 得 到 方程 组 (28 的 解 . ARANT dein 
FSPOIIHH. 


E J 21 

1.35 iE P= (—2, 0, 4 并 且 座 着 向 量 态 m (02.522 
B5] 2 TRUE] E EB AI S s. 

4. (a) pAdESE P-(3,.—2,2) 8 0-—(6, —5, 4) 
m$) 2 5873 57 

(b) GEBER AREPA PE ONA NE. 

LWR A AB dg O, Ango P, O 的 两 个 向 
E. OEA., Ua PO kefa A( a) nuAc»iR 
Eg PER GE 

Ci — 49A T iB 
eut. 

4 ERAS 3 B, a AAEH s Hi E a E EUH PARU 
FTM FE DPHE 

s AAE PORS MADEG RED SX bM MS Ag 
Ao 此 处 好 :是 POR TE mL. LIUEBBxd EX DISRE)BAF e 
Z3] H. 5p dg IEEE V AE EEHTJ. 

6, EL HERATA G ALARA ERA. SI x] 5d: 
HoPHHRngxg PO 和 RS EHH, WAGTE h REO RE 
BARAA Ea. 


* Hic 


7 设 444434, WAEA n P Wo RULES ETE ni 
Fi. Past. PE GEEET i. H Ais Asc. A. IBS 
GE A 4:2-.. xm HEB 

mri 十 

s, 3X UZ— T — HE HEIC; EE "E EET STE Re RESI 
IME, “Ae” HARRA AmA RE, IEEE CN üt 2x — 
^r 61 EE T8] mE ET B9 ES i ABRA IRE S 
Wf T zx. 

9. VEHI EE c ER — 8x ro sS 3T pom SE Td E UE f t 
AURA. 

16. 4 PO RRE EATER HEA. R SLEG 
EE. EH PR 与 OR mh. 

11. (a) GR EE P = (—3,2. 1) SE ST IHRE A = C1,2,—2) 
[2 E IE) ER. 

QD Max ToEm$d 0 = d.il AEREA? 

(c) A D 5 AFHI UI 

12.02? ilb aD Em I mns HB. Text —u rk drm 
fu Eyes. 

(b) EHEH 11 rp, dB o TO SP tm d gmp. 

13- 说 A H B AoE. db uni 
A.B 

eTA er 

t; Bog. dE C a A BEEHT B gy)E. 

14. AA]; Hii 


B 


As B +C: +D] 


r = žy t tt- y — fo t iH. & — m -F 7l 


z 3E fg. 
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2.2 RSAT 
a. Tio EE thE ja 


TEzGERUED R p, tE Y e HERR 

S*fsp3g E,.--.E, FRH, HI 
YE HyE +t. T A (29) 

其 中 oy, BHE Y BEES. dg EdSOXimgaxtmeumdpaude 
I 30 5, PER AEREE AAA wa Y 是 一 
个 与 A. BAWI RIIE 

ESET. HEN TEE (0) 
其 中 系数 x ji Y 唯一 确定 、 我 们 称 ,ss x. 20 Y 六 于 
E AAL c. ASIE, APRE BARE A MET, 
Ce, 0; ARE A GDE 0, [,0,e.,0; 等 等 。 AUT fpRCAL E 
A, mhi 

AY 一 Ar, + ri oree e Arn 
158m A, Sig). PHAI kris Artt t, Aros BEHI, im 
hi 

A 
是 相关 于 A, 的 第 二 何人 施 量 , 册 二 中 得 的 和 
Y +Y = {r rT Cr -Ya 是 E Gra H r A 
XCPGXA13U ESTEE mot aiy ra E Fist m. xn. 

X[TGamn 5 dÉORALa Beer BG AD EIE .A. 
Anc An BETA EARRA ep ad SCHCRIO TE I e 
= 推 疝 基 空间 。 RIRA REREN- E, EREA 
P (EAGAR B — 0P, ) TIU b DRAGI DAR A, 
BA. An S 

OAM (6 — 1,2, m), (31a) 


并 E 设 站 二 PP 是 由 (3 给 定 的 向 其 。 汪 是 ,点 卫 具 有 位 转向 量 
QP— OP, + PP -—B 十 xs t rA 二 ttt 2 A. (31h) 
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我 们 区 满足 关系 式 Cb) HARA P DREAM dodos 
组 信 <.， tratt mtma SODALES ER, Gs, SOCIUS 
mA dC 所 有 vi = ram -o ae e =m À F3 A —— EA 
Rs [HAHEI a = d. num mm 0 DREA PL RIR 


OP 一 B + sA, +À, + =.. Tas. 


DE — B obxjÀ, 二 tz 十 :十 + 入， 

前 丕 个 点 P 和 P, AR 

pr 一 站 一 Bp = {x nA + fr anA H e 

十 fa 一 ta), 

KTE As Auc An FEIIERSAPSPRQ Sg E, 

RATEDE ESL P,MTISSEEE WEM S. 是 具 守 售 次 向 
& 

OP = E + xA, 
ERR PIVELRM Od: B 和 A AXMEDEÉUU EE (A 7525, Ja 
KAMANI $028. $, HARRERAN YATAR A 5 
AER ( 见 第 130 页 )， — TIRER ELER 5, 是 
HRAT EPA EE 
OF = B 十 nA, 十 r; 
ABERA PARI, AE B A A. GiEav5lunm (A 与 A, 
RERE), HA n 和 x HDOSEDOINGGAL e HAns, 
ASEMRImD R" 是 恒 等 的 , AENEA Y 是 相关 二 ^£ 
HEX E An Åp o A, 的 (用 第 138 页 )。 因 向 任何 一 点 
P REH E ERE SEDE hn POE: 
OP =B + nA + nta 十 十 tehas 

其 这 : a 一 1 RATAR E AE BRE EET 28 033 ESR a E 
W, AJHT GEERpHUEERUIEjs 1 Aa A, Ae. 


"iHe 


o REA A. GEECT EI EME- d- CIS 
38 DD. TAXE XT 


OP 一 B 十 xA, 十 xi, 十 nr.= + Zaide 
RIEKA 


A OP-—B* Atr A Atoh A e tra À 
=B-A— FK, 
LESEN GUXCT GA PHJASBRES--THES S. 
H, Ape- tE Y TFE A., A, An BF 
E s, ERE m 25 yotip HAAR. EA EEA RIA 
Eh, 即 当 基 向 最 诈 芒 一 个 标准 正 芝 系 半 ，* WRAS REK. 
XPEBIE A. Anet An” vURYUEDIESE7RO X BEOS DTE. 
TEST ELE EEG. Cite. iE 
a [íi XT - 
A; A-|. D (32) 
f&ULXXEME A. À. cV A. SIEGE REI (orthsnarmal), 如 
k tAE Y 具有 也 上 形式 
Y= rA, trt tee t tAn 
RHA 2 3D FR O2 MAAA: 
Y-A,—x,A,- A.- ru ÀL- A; d xu AL À;—u (33) 
(—1,2,-,m). l 
特别 ,以 Y — 0 BA em DUm l, 2,’ m); 所 忆 标 准 正 
TRARERLKI AA GP RH HE Y ATES E An 
Ån -各 ,， 的 分 车 等 于 向 各 Y 4 A JAU E SY: A. 
由 (22) REXEN E Eoo E, 起 好 必 成 一 个 标准 正 
TALAR Y = (ys Fot Fe 闫 村 这 个 基 节 当量 是 
Y. E =y. 
— "Mam ETUA AFERE, RATHEE 
REA E EDT SET E. E. E 2 BHAA 
Xx. XDUPOE EG EX ne ER 


Lie 


Y» x, A, F arh t ro H rA, G4. 
Y = rA, tt 
我 们 有 
Y: Y = (rA, A HF An) 
-a 
一 
zu. E (xt À, t x 
x 45 008 E xq. 


Haz Y-T aumitsrctrpAa Y Mua 
(YY malcald-o6&ah, Gk) 


ARRIKA P. o AEA EEE EE "gp EEGRE A. 
Aa, AS REUS, WispRI St Mo6sS Ss 的 一 个 
EEJ SER Ag. AQ, AQ E dREHB KE 
791. REPOL [rns to ra) dU Gu ratta 的 
BI A ZPR ES z Hz 


$51. EE LE RAAR LEA AE B 
NU ERO FEET T8 ELR R RAA ERER. 


b. ips 
ig e ERAH AE An Anco An, Y 之 则 的 达 一 关系 
Y = rA, t A (35a) 
EERTE SRL E 137 BD) 3X] 
fati t guti E nt M S 


€ax; 十 texa 十 “十 和 一 Yi (35b) 


*RoRÀ CH. RÀ 


一 —— € mar Ran m uaa mar Ln 


Y^Y' - b TLrfTaifuün zh Cay rm À, ` Aa. 
id 


- 146 * 


Gay: b sua: b ori b auus — Yu. 
它 联系 着 耐量 Y ICE BGASBRAAMMDEO Xu. yettte y. SAE Y 
ATÆ A; 一 《on matt, ayh 110,4 2,505, m, HAA 
Yir tas Xa ME n My 之 间 的 线性 关系 《35b)》 完 全 被 这 
n Xm m3 en Fiw. 将 这 此 系数 排 成 一 个 扰 形 阵列 . 


Si o Gpz77 780345 


a 一 (o |. (36) 


à oo E O4 o b om 


W ABE RTEA ARES ERE). 
(36) 中 的 矩阵 a 有 ma 个 “元 素 ” 
Fij G =l, 2,7, n; i 1,2,:«, m), 


jx EGA AER m" 3I (column)? 


au TE Gi 
Aza Ur 9 
El 7 5 5 
Oal Har NI nin 
mdp ei Crow)" 
Ča, Ta ü, ls 
(n; 2 & mis 


Cas Cai ttt Bayada 
PERERA A EA EE ERT, APAE, HA 
XM Xf, 

ABER a FES R ARAFE A, AL -y AL n 

分 盟 的 有 序 组 。 我 们 将 常常 秆 由 向 量 AS AS. A, Do EE 
成 名 询 的 汇 阵 a Gat 

a = (A, 各 (37) 

Ji XA CGG5b)P " 个 数量 Yis Vig" 7 3 Fa ERR " THH LET 


EHE PED 


ricca xa 条 钱 性 国 数 :现在 我 们 能 圳 缘 写 艳 人 简单 的 符号 方程 

aX — Y, (38) 
id X AREE n... tnde Y XE Ys tto 922. 
MESE a 的 列 向 二 A... EEA SRALTERUCGED 
ki Ej 25 58] 1] — "| - HER DE Hi, RE TRI EAS BR ADS 2E B, 

TEREPET ZH $5 的 基 AG. Anoa An 的 分 
Exo za i Sa RARAN RAR ETER Sa 的 共 E, Epoo 
E, RIAN Yis Yrs’ "afne ETAIU ECAR AI BEIETISEAERE H 
Hd LA g IRBHE E MERES Z ARAT. 

有 对 外 一 个 A ARE ARAA x ae SS um br 
TREPAR CF ORGGERGSOSEGO REGE. Ea Ea Ah p 
Et (xis tatta ze). BEA n agale ud mb ya. yas tt. Yah 
AECE RELE TISEDE UU YER C33 b ) rr dg er m fp tag 
HE 或 ORHEI D 


Furra 
z Í. 1 2 
r 和 
1 1 
-—Tn-—un (382) 


D EREN TAAN I dir EE CC A aE n WX 
VOMEEHOALAJUGSONAA, MEANE X. Y GEEFATUECHIUR. Di 
GIET — MGE Mem HRS RT MED (nieto Ta) DEOR e Fer] 
中 的 点 《pt ye ye. AAEE etd hp Cuv Mt rb le HG 
ip k* EAS RT MIA. —IRIS SUE 4; E Ie BeH AE RU E ERO Fi 


rm 


5s WW end; iels) (s 


区 一 


&t| CES - Ee RR IE ATUS REEGMS EE HO SOR A DERG 
SD. HARHAA P 一 ssis pP" = (Qe apo xs 
ANGE 0 Ge yix Qm ia riu YR SB 
EA 3e t PU = o Tx o xpi xw; BIET 

De C—O hra 
它 是 出 齐 次 方程 组 35b) 结 出 阅 ， 


s 了 


— A mpi 


Ar BCT BE 


2 .L 

3 3 

1 
ami-—-- -一 
3 3 

1i | 1i 

! 3 


HETE E RE PRESE M A E X = us xi) ph. 5 — e zs RI HH B5 inl E 
Y = (Qu, yi 92 lKJ— IR ET. LESE LER SERERE DER 

y. yu cb yim D (38b) 
WüeTdEBETEEN:-O0..1) M. EAR X, Y 等 同 
TAREHE, 我 们 就 由 (38a) 有 有 一 个 将 (xi xi) SE ru ek HF 
(yis js 232 空间 中 县 有 方程 C33b) 的 平面 =。 在 几何 上 :后 《yi 
PoP BEA krorp 0) 特 直 地 投影 到 平 看 于 而 得 出 的 .” 换 个 
BE, HEEL Ba AETA HRAD E TRE e 的 一 个 参量 表达 式 ， 其 
LETTERE EE S CE EM 

A IIES E Eg 5 L7 Ir] 5) e tE I T SERE DS ec a E 
E, —(1,0,: --,0), E= (0,1, peeta 00, 

ri 35b yh E) 

Å, = [aur aa ya Aa = Caps Bnat’ ta du), tt 
Alt. XEPE e HADE A, Ante’ A, cHESmNEE,. 
Ea E, 8E. AIER a WaN- DUET. 

MSpEBUE, redes E S 自身 之 中 的 线性 kH 
Y = aX; uxppuim—MugEX-—GG.nec.32 WF- 
[lE Y e Gyote hb Y 8X BOREEHTUA PE, 这 
TROIS BOR, k RERE TA F FROIETRL F AMED E? JE 4H RCE, 
BÆ, s fir 列 的 方 阵 a 所 对 应 的 映射 Y — aX ERRORS 139 
AQTHAEBÉX. ET e TRAI. TREH SES RE 

l EESE Cna ma 0) A Os on) HAA PTTEE n” hiit N, 
3) BATARA EEE EE EE. 
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Henie FERE 139 DR ) BUE BEBE DL — 3923 AGIR A F, 
WIE a. HATRET: 
(0) 对 于 每 一 个 向 由 X034 aX D, 
(2) AF aE X 50:3 aX — 8. 
EEPO ETE Urt Y 存在 叭 一 的 一 个 向量 X e Y 
在 情形 (2) RIRE o 为 奇异 的 ;在 情形 (1), 称 a 为 非 奇 
Eng. B AAE aX 一 全 存在 着 韭 平 几 解 X 等 价 于 矩阵 a 的 列 


c 矩阵 的 运算 


习惯 上 228 (GOOD RB E . HABE EE FRAJ E, PU en. XE 
RRM a DIER. TRARIA CIS RE EUR AS, $8— 
AFIA EPIS ELAI TRAN, X*PP—TGRRUOÉBGCE ann 
n fpmyjE ERE. Pn: Eug 1.2, 7,5 mu FER ilnel.2.. 
m. BERGOT EEU TER 

a = (a; )， 

tODUR OR TIER a 的 元 囊 , MARRA A nA 
E Bil CARA BE BB. P xc 


I} 11 31 d n! 
21 31 41 - {m HLJ 
a == Can) = 31 41 3! - (9m H 221 


nt Ca 1 (5 2H c m o 8 — D 

13 EED A Y — 8X dons fESIBIEIEE ERIT I- Wg, TEE 
(25, 3& 8] BO E ]-[ DEAE n UR EZETERERLGE E. 

D wj PE e kmit o o: ee. ATARE HS ER 
Cir) Ti ERAN x gcdnis: mE. TEIH 
TIREE rr HAE iey 于 晤 这 里 侦 如 用 sn fSEXMEE 
E) en am LB. 
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上 由 ,我们 有 (sm L 

Ape B5 A AS V. 6 RR bed BEAT] SEA E FE R T 01 E 0099] 237 
AAE XB). hn as {ep3 t: b= (b) 是 “ 太 小 ”相同 的 中 
阵 : 就 是 说 ,具有 相同 的 行 数 和 列 数 ,我们 战 抬 a + b ERHAN 
Kis 48 Bun 69 39 dI AREE 

a 二 he Co bi). 
AB ,对 于 一 个 数量 1 我 们 把 Am EXCEL TE T- X a Eo 
TURPIS SUE RE 
ka = (leo). 
A TEIR ERD A piket o eLa RIH A Wu BERE. 
(a+ h)X-—aX-FbX, —(3a)X =1(aX). (39) 

让 有 党 文 的 事实 是 ， 入 小 e EEE T REHE, MEE 
Tat bin E RUDI — Ai HRE ETHER E UR ECT — 38 
5 54 TOT SERRE mE. IX a = (ap) RE 
有 六 列 和 # 行 的 给 阵 ,月 K = Ce dmt ARA m aE 
HAE, Ma FAEERE Y = 2X Xu OX KISRA aA 
ARAYE Y = (yit os). HB 


y- Slau G=l,2, sa). 
T=) 


a 3E RARE b= (bu), 是 一 个 具有 3 I) PORTA Le 
3} Z bY BOY EFRA PEE 之 一 (aas zp), 
其 中 


gi = 2 bur, — A, Dybt m nts 
Fegi I= =i 1 二 | 
这 里 
Eh 23 busy (om 1.2, P. 5 m). (48) 
i=] 


FE, Z —eX, HP e= ba = iep dk pi mT, VERS 
JA e H GD mA Ae, BIDER b 5 oa pee 


a 15[ * 


g= ba 2j—-3BEEEBIZUXS cu HODAS E. 

SU Tae EI AMHER b 的 列 数 和 十 阵 a fS, 
RA ba JAER. KAHTA TATAR, MAAR 
射 的 符号 乘积 。 仪 仅 存 第 一 个 内 子 的 定义 赖 包 坦 了 第 一 沾 因子 的 
取信 和 范围 时 ,才能 够 形成 。 因 此 , 很 可 能 乘积 ba 有 定义 ,而 把 因 
村 次 序 对 调 后 的 来 积 ab HIRAEL. ME, BUQESTGESD ba 


* y y ox n 


ab-( ^ T} ba 一 人 N. 


1 ü 
SRI. AIMCO AIR A M06 E AR ERARE A SP RE a 
配 律 : 
a(bc) — Cab, (41a) 
aibh + ej [= ab - ac, ta -+ bje = ac + be (41b) 
《对 于 RAE SREM) RITTAA A FER MARHE 
HERRER, AA RREA T RRAN A f 
于 的 次 序 . 
HHP a AREEN H BUR S. 我 有 已 经 记 作 Y — aX, 能 
PAREREA P HESSE X, Y GETAH ED. SER 
BOE E T1 fe UR (fos mp8 mgA n 083 


ËL h 
x-|*| Y-|?* 
z Pa 


d. Hi, 3S Ee EE 
EMM EREBESESERU JE FUR CHBUDPURUB UE RUXBER, EVE 


a 57e 


PECITE TOA RAA i) B PE ID EE XA D, -AFERTA E 

PUERI. EE ARTES TE E ]ETBE C m 572 EE B TR E 08 

$. EGET —T UE RIA AEREN 

a` — AR. A - am, cc. 

特 咖 ; v Hr SEU BOXE BC TCR ERA: 0 的 方 陆 RE E DU 
STELICIR EE ETE r 


Ò= t, h, D. (4224) 
GRAH FHRA HEE 
&t-0—10D--a--a, að = ĝa — Ü ( 42b) 
( 莹 二 所 有 的 * 阶 方 隆 a) 
ex 一 (42c) 


FHARR E a Atyai t X. 
Fa ARYE CEN e ARR Ru RE E X uia ga 
HDP: 


ex — X, (152) 
AFETA A 发 立 。 轩 为 对 于 簿 一 个 坐标 向 量 E. 都 有 
eE; = Ei, 


STELLE, fir AREN Pu Ee Ae In] 
,| Q J - D) 
e —(E,E,-.,E.;— 0 A n (43b) 


ü Ü £u: 1 
gt 5H e HARRER pA Aw A. 
ae = ea 一 3. 
对 于 所 有 了 的 王 阶 方 隆 a Bur. 
WEA apa b He pE & Bu 
ab 一 日 
DXCLQBLÉF b 省 于 a 如 只 b ENCTOm BU. Ha aE b 
ie EAS E ERE EIE RR ER E b 把 一 个 辣 重 Y gatis E 
X LOGER X = bY), M » 把 同 量 X REAR Y, 因为 
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EX — abY = eY = Y. 
重 具 体 地 说 ,如 果 我 们 知道 方 阵 a AA E b. Warithi 
A ET) {yis ap- spr), 3e[ 138 3 Hh RETER 
aaro map coco ongx,4 Y 
aar, do mur, 7-o 0o co mut. = Y. 
et rnt C44) 
aar 十 ant 十- E Yn 
RIH K 一 【riy atto tad EAE abY 一 eY — Y. 4i] 
确实 得 到 了 原 方程 的 一 六 解 ,二 Xa bY Sunpum 
x, ^ byy E Buy, cb ccc b by. 
x; buy E Puy E t- d- B4. 
xp SAY) E buys d coo od FS 
Eram 
ARTERE a HESSE BB eb =l, £m 
ERICXCTUCBBRESDUREURISCOPE. MA a 有 六 为 b. HA 
FE aX = Y 对 干 每 一 个 疝 量 YY RAE K= bY, AA 
abY = eY = Y, 
AECH 1510D 方 阵 a HETER RD ME a na x 


E + C A a 3» 7 


2j teba = e, (45) 


其 中 ape basea DIRTI a, b, e WRTA. A FEE 
的 万, RITEGS YA — EFAA Be 二 Chs 5ur Aat) IE 
nA ERREA mE RE B. 为 六 阵 b fa5E & O0. Rr adl 
ERSA MR EA A DAE Be At, 
e e b. 


设 a EESE b CUR ab =e. #BE 


. [53 


Xi—TEEXE HéY-aX. BUS Z-—X fZ-—bY 都 是 
AEN OY 一 8Z MA, KARERE PUDE 


bY — X, (46) 
X Td iE OA ndr. BdjECHiei153 MD) a wi b nyxE 
ba — es. 


iam a 的 道 方 阵 常 用 a Gd. 我 们 有 
BAUCA'A—e, 
其 中 oe 为 单位 方 阵 。 对 于 54 ETERO, UERR. 
HARARE e IA ea, Mb Pc A NEHEOI GM; ÀBDEE 
(£1. Jr (45) RUD a 的 第 了 入 与 方 陡 a 的 第 直列 的 
Mem jg RB Oi; pd, 更 进一步 ,出 于 
& Ame, 

RHARD a SUED: ITSA a BUB A PUES SC EE EL TD ER 当 
i RIZ 0; 25; — 125 1. 

HEHHEE. EPRE pA — AiE 2) o — 
个 方 隆之 间 的 等 式 。 酌 如 , 方 泗 等 式 


ab 一 c, 
其 中 a 为 一 个 非 在 异 的 方 阵 , 用 an! MERRER ER H 
b: 
ae — a (sb) — (aadb = eb = hb, 
FHU FA 
ba 一 中 
Ari 
Ca — b, 


BEK JUAR JLA SUE AGES MERE (orthogonal) 
HE, CUREMA Ie EL AERE AA EE LERRA 
HAR. RERRKER—- HRERS, 我 们 称 a W-E 
阵 ETDE a MIAE Ao A :及 。 组 成 一 个 正 交 系 


8 和， 对 十 工夫 于 
^ A = x ja, (n) 
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(35 B3 145 页 ). 国 为 组 成 正 变 系 的 向 量 是 无 基 的 ,由 此 可 知 正 演 
IHCAGUBARETMU. 对 祖 应 于 方 阵 a 的 向 最 关系 式 aX — Y 
作 “ 静 目的 智 释 ， 油 便 措 述 了 向 量 闪 于 健 标 疝 县 ES E. E, 
的 分 量 Yor y. 如何 联系 到 向 靶 关 于 基 向 量 A, A. 
A, HE. 对 于 一 个 正 交 方 阵 a, —H A,, Aa, A, IE 
E] ^ TREH LESE DEHRER EXER) E ARAE FLERA, 
其 中 距 高 由 党 用 的 表达 式 【 见 第 146 页 ) S, SEU RERDT eA 
BY -—aX 便 表 示 一 个 线性 有 映射 , Xs E, mnis A, 
这 个 如 射 将 阿 量 
A = {ra a rd m nbn + E, + -H E, 
BAR, 
Y = aX = a rE m E+ :+ GE 
= bE, + raE doo d oxaE, 
= r Å, + rA GÀ, 
AIHER E A 18] AAD ARA 
IY= Y. Y gA tA, Qo nA 
. (rA, 十 ra H eae H nn 
=t rite tae). 

E EN Um. AA RREA A [8] RAA E RA 8 , Ee i 
fREEYJIBISCfR. KEARE BARR RA E 
WHObEOEBGKBHEGESE. foo HpRSRUE CSRS E8 
384 TO iu eene Ne ARK. REA 1 09 — ETE Tt 
A, 能 写成 A, = (cosy, sin Er v ERRA. BF 
Aş A, Bp pggdin AQ RE 


À; 一 (eos(Y 十 3 sa(v T =) =e ( — siny, cost) 
和 [ 
ÅA, = cU 一 =) sa(Y — IJ = Cen ,— cos*). 
因此 ,一 般 的 三 阶 正 交 坟 阵 是 以 下 两 种 形式 之 一 8 
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am ( cos*Y 一 aT) E a -( cos t). (48) 


sin ens7 su? 一 cos 了 

FERR (47) EATE I — T3EAETIEE m 的 逆 方 阵 
m", ARAE a WHAE A, 作为 方 阵 a” 的 行 向 量 ; 这 样 
和 ”的 第 不 行 和 a NUS PREIS P RTPOSO. jt 
79 1, 请 足 了 a“a =se HER. 一 般 地 ， 对 于 任意 一 个 矩 寿 
a = (on). 变换 它 的 行 和 列 ,得 和 到 定 阵 a MHH HHE a! — (54). 

更 明确 些 有 Pa 一 en” 对 于 一 个 正 交 方 阵 ,我们 简单 地 有 
a 一 a, (49) 


cos — — sin sci cosy sinf 
( sin Y ur) B qu m 
ELT (46) ,我 们 能 将 关系 式 C493) 写 成 
aa 一 8, RA - e, 
这 第 二 个 关系 表 朋 ,在 一 个 正 交 方 阵 中 ,第 ; AA & FIDE BERN 
PARDO, UH Ied4RkS1. 因此 一 个 正 交 方 险 的 行 向 最 
EER TER. 


例如 


W 2] 22 


J.AEF PISTE SE EL ERU P HAELEE A. 张 成 的 空间 。 

(=) P—(—1,2,15;; A= (4,0, 3), 

(h) P—(2,1, —4)5; Ay = (3,—2,1), À, = (1, 0,—1), 

(c) P — (2,1, —4, 2); A, = (3, —2, 1, 2), 

A = (1,0, —1,25, 

2. 证 明 E, — (2/3, 2/3, —1/3), E, = (fy 2 liv 2, 
0), E, — (4/2 [6, 4/216, IV 23) 作成 一 个 正 变 基 ,并 写 出 
"FEMA S ZEE GER EORR AGE: 


D ffe S-—TIBEE EE a a ETAR LAELA ADATA- 
HA EREE fo farani te. 将 炬 阵 a BENAR ER " ESJI"s 
TOES & Ppr, 
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G) A — (2, V2, 2), 

(5) A, = (3, —3, 3), 

(c) ÁA, — (1, 0, 0), 

3, HE TRELAR A, Apte Ans EBERT H 
patri a E,, Enee, ES HAW MERR Ei 是 A, Atte 
As 门 线性 组 全 《对 于 kol1,2, m). 

4. 从 练习 第 3 是 的 结果 ,证 明 线 性 元 关 的 基 麻 定理 . 

5. 求 直线 到 点 P — (xs, Yos za) 的 虐 离 ,直线 由 下 式 给 出 : 

r= th, yae td, zegi Yj, 
C: $E PARDEE.) 
6 MA Treena- ATEH? 
r -+ ły t Is mD, 
2T t- 3 tm D, 
3r + p t 2 =l, 

7 EHER (as nsa) 关于 基 A, = (112,3). A, = (2, 
3,1), A = (3, 1, 2) 的 表达 式 ， 

8. 确定 从 关于 基 E, E E. BIS EULSEERERBEXCT 2&1 8 
7 题 中 的 基 A, ALL AG IE ee RTI S BET, 

9. 如 采 方 阵 m RExRSREI.UEEIEXE—PpE Y, TE Y= 
aX 无 解 ， 

10. XL TEPE 


F1 2 用 —2 1 ü 
t IE i|. bz S 1 -— 2 
2 1 p 1 9$ i 


REM ab 和 ba, 
11. Et 2 Er; Ee 


B bt 
( € d ) 
FEEFEE ZDOUOGPEEXEAERJIBYZESIBGR. 
12. EHHA 1:3 7E. 
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L2, RHH a,b KEJ AHA JRH ab BC. 

14. ARATE- -4 n Dp dC PESE S Aa m ES ie 1 R 
-MERRE EATEN AMA HEDEN xe Ss E 
的 ， 

15. 说 明 (8) 中 惩 竺 的 几何 毫 立 。 

L5. EAA a HERE HG a! san, 

L7. ENEH ab pi: EUCH: c PETERE SE EUN EE A E 
b'a’, 

L8. ERT- PIRRE ERIS, 

19, EHE Zr PARE MERANA A E WA a E 
iEXEg.U] (aX) - (aY) — X - Y. 

20. 3IEHR LETS] BE Ez cpu FE AE Ja ER E SEES 

21, VEU — (5 87 3E LR Za EDD E 19 53 2 A 
Eas. 

23 行 Bj 或 
a. DR 5 ZEE 
3i ers de epa eU EESA ARRIUS. ATEREA, 
gro zr RTI T^c ERERERAT Y — aX PIE. Pob X 
TIY EE a Eu. 万 其 具有 有 撒 相 重要 性 前 是 分 术 一 个 
线性 映 时 的 道 的 构造 ,这 实际 上 就 是 分 析 # 个 线 姓 力 程 
apti a 
aX, 十 unt ' U F tarta = Yas (50) 
HaT, Poa o tto b suu S d, 

Ri De EHLE t attt s RERS AiE 

38 n TESEAUEES » e ERBE Fic 5S LE AE UR TRE P MEE P 
BERR, MFAS. TREERE MENET SNENA 
中 神秘、 俩 了 我 们 把 行列 式 的 省 义 建 立 让 n E hin 个 向 最 的 
多 如 线 恰 交替 型 应 样 一 个 捍 独 的 往 质 上 了 时， 这 些 祁 侯 竹 将 逐渐 藻 


"ue 


A. DOkTAmd4emnEQ CUR. (T EIZURTÉ SEE POOR SH 
Weg. 我 们 将 在 本 世 后 面 儿 章 看 到 , UE F SARRA 
mptrz S e mS. 
XL T3 b JL 2 f, EEG ER C500 BE Soo REEL an 
üg, SE e = l, RTE RHA 
tut = Fi 
其 解 为 
YL Ff (50a) 
对 于 # 一 2 我 们 有 方程 红 
ga, F TH 9 Fis 
cyt 十 mgr; ™ FK 
LATE REEE, H n 245 TE mr EP 
RARE x. WAHE HAR, T on 38871588, H os 
PRODE ARERR x. 党 样 就 得 到 关于 mm ma H 
XR 


nl, — 0, Gu, — tati 
rom ——l I sh ti 一 O _ E {50b} 
Auat 一 A Utg 7U Fa 


对 于 ”= 1 我 们 有 方程 组 
8,2, 十 日 | 这] 十 Rus mm Fisi 
aux) gx; Rad t "n (50) 
dati H 0, Y; aV 0; — NN, 
TX om: 用 aan 未 第 二 个 证 程 , PACA C OU EWOSES 再 用 
apis 沫 第 三 个 方程 , 也 从 第 一 个 方程 注 去 它 。 这 样 得 天 的 只 含 
xi x 的 网 售 方程 可 用 上 面 的 方法 入 出 来 。 通过 一 些 代 数 运 算 之 
后 ,我 们 得 到 
r= E Y. E agata 十 ora T atg 07 Syiah, T Eta, 
Apiai T poa E tanpa 7^ ata — 810183 — Gia 
(504) 
对 于 za Mona EARBA. TT s 一 4， 计算 变 得 很 上 席 大 ， 
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TAHA RAEDT TRI EB ERRA RIAR, 

我 们 注意 到 ,在 每 个 情形 , 解 x; WEARER RPDE 
是 系数 as 的 函数 ,就 是 说 是 矩阵 za = (eu) HAR HT n1, 
这 个 图 数 部 仅仅 是 系数 a k. AT n 2. HEE 


a= (^ =) 


RIT RATER t 
MESS a 的 行列 式 , 记 作 
#u åz | (51a) 


显然 550b3 的 分 子 也 能 写成 行列 趟 ,给 出 表达 式 


Ny 1 ~ det (a) — 


5 i13 Hu Fi | 

y n. a | 

z m Ya e = ia 5j (51b) 
04 A fi ny3 
da Th Ty dj 


3E REAA RA ADARRA TETEE 
公式 (50d) 癌 发 我 们 引进 三 阶 和 矩阵 


Ti üy fu 
a = [^ Ra 5 
Hy Ay 033 
RAAR , LAE c 
Up ages T dau T pad 77 Ouid 


T da. T7 Cityt 


BL uz a, | 


= dea ) = a ün a 
| 
[a dm y 


这 样 一 个 三 阶 行 列 式 的 形成 规 仍 能 够 用 容 曙 记忆 的 "对 舟 线 忆 刚 
来 表示 (图 2.3).。 我 们 在 第 三 阁 后 面 重复 出 两 列 ; 知 出 每 一 个 对 前 
ik E -—CEIESERSRIT EGREGIE POELRS ERIT) ERE L, 向 
A PAESE 一 ADU. QT NUU (COURT EE ETF UL ER 


+ ll» 


- (52a) 


yr) 


" x 1 
» nx NI k zx us ar 
7 7 ^ M M 
"4 r " 
2 四 E 
Fal r 
- - - * + 4 
Elf 


5I ZBHTAUR, RTPH ESG WEERA TE RRR 
X. 


H Üia 6434 da Yr og |an ax PY. | 
F: ty ta Ay X3 Um | na Ua Fa 
a Ux Gia’ = EET la Um a qa Ya 


] 3 * 
Ou Ga Fi ñn "y Ug 


Bu og tya On mU 


fa Gu fz | ss 六 


ESI EE SE E RT RR: t — E XE 


a — Cen) 


Qj x d 


的 行 两 式 为 
gy 一 dea P. 
FERTA], F = L, 2, 3 IET RETE. Aro 
RE Centres nx) TATE CUTE COURAGE REMIT DAAE r 
* dn uo B T Koo a= PA TUN TIVE 


hkh Bb U dd ROM + č h %4 ! y HMoaia 5à5— 0 y 4 b à č E 79 0 č l 9038 — 


Pr à acraooT F 


b. [3 ES HERI 55 5 Ra 
A EXE ADR GRE IS SER, ES EUR 


1 ed 


Aus — BOURREE. 

Bn Dd DARE ws s trs ws BEL IS EE Kes 
2» coa) BIER E Alasa run) IOS TERIS ICA). 
RUVEfGIWE A 的 -个 线性 型 ,如 果 对 于 任 位 桓 个 应 又 AA 
B 部 有 有 


KA HEIA) + KB), (552) 

Mo Bo r44pack A TAEL ES 
KLA) — if A). (53b) 

BATAN (53a, b) f EOS 
KAA + gB) ~ 3A) T uB) (5412) 


H TERE A, B 和 数量 baa 者 成 立 。 号 得 证 组 此 ， 规 册 
(542) PER 25 
Klo, 十 ah, Jag 十 phy nth, la, T gb) 
一 Mas 3,7, 0) nS Pur Éa (54b) 
Ié—" ESI Tm 
KA)-—|A' sy ai ob 


ICA) = 3a. — 274, 


REM, 
KRC ei Bra acm o t SEE — AS ma uj. 
HAA, 十 ia 十 二 1) 
= (54e) 
HEPER mre] EE A, A. un A, TIER S Ais ast tta A, 3o 
AE. ETUE dno A BgEBSOERÉJESUETES D TDI 
zx. sse E, Eo. RES SHEER 
A — (0505.7 n, 0m eEn o E Hoo uu E, 
RITET E A Ex. AREG) ANTEA 
f( A) 一 « KE) + ao AKED + sj EL 
ro cm cot E rus. (55:) 
Hun os AURDE 
n= KE (551) 
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将 系 涩 n f xn RE C= (e, Cir" P 我 们 有 


A)=C.A, (55c) 
ERA BRBEGSOEIE A 与 二 适当 的 各 向 最 C 


RẸ. 
FI i A 一 (n; Sip] ti ' ag a.) 有 和 B 一 Chs bgy” "s b, ) E 

AAR KA, B) 称 为 向 量 A,B BTE, 如果 当 B 
国定 时 它 是 A PAREN, m A 国定 时 它 是 B AREN, X 
Ein TEA A, B,C 和 数量 A, a WA 

J(AA + uB, C) — ACA, C) + eB, C), (562) 

KA, B + 4C) — AKA, B) 十 gf( A, C), — (565) 
WER TILES Fat RAPAT E Rc 

f( A.B. —A-B. 

ETATE AKS, RE EP bp TERUEL IS) ARSE 
$8,138 132 页, 《15b, «). 

M (S62, b) 我 们 得 到 更 一 般 的 关系 式 

Kah + gB, rC + 8D) = afl A, rC + 8D) 

+ PHB, TE + 8D) = eritA, C) + asj( A, D) 

+ ErKB, C)+ goj( B, D). (56c) 
HRIERRACMSESDEURMEUEITIR EE, MATA MENAR 
一 样 。 再 利用 向量 A, B m5 53 

Å = (ap artt 6,) en 区 -si 区 十. E o, E,, 

B = (ġir br 5.) = AE + EE, - :+ 5, E, 

324 TEE 3343. 
KA, B) — (a E, H 4E, 4- -+ SE, 
AE, + £jE, 十 4 5, EL) 


= S aE, Ei). 
J.t-1 
因此 ;向 县 A, B 的 基 一 般 的 对 线性 型 具有 这 个 形式 ; 


KA, B) 一 2 FLATE (572) 


TAE 


' ltu 


[UK EE SEN 
ej = HE;, E4), (57b) 
£t B — AHE RREA f EARE 


f( A, A) 一 >, Ejh ka (57c) 
PRI 


用 类 似 的 方式 ,人 和 们 定义 三 个 向 量 ALB, C HZH ICA, 
B. C), FATER , 它 分 别 对 于 每 个 向 量 都 是 线性 型 ， 完 全 与 
隅 面 一 样 , 基 一 盘 的 三 线性 型 具 育 这 个 形 和 了: 


KA.B,C)- 5 cimben (582) 
prz 
其 中 
Ep, c KE; E. E,). (58b) 


HU, (din RERO EAR EE E GE RTD 
ARKEL. HTANTËATANm REPRISE] BE. 这 不 过 
臣 引 进 一 种 新 足 术 的 记号 问题 。 我 们 用 Ar A, AS Son 

Å, = (tus da an). Å, Css e to Aag) 

pr. u —— (iss EEEE 
引进 它们 的 分 盟 an, MA IERTARE Ap Asus An H 
"rg ERE TRI KA, Ass, Anje DREEF im ema 
Aen E Rp Ape REO. eJ FS TE RUR SUTRLRE 
An Att As HER 
a —(A, Asoc Ån) — (su) 

HER.  SEUUP (5822, HUE AL. An t’ As BR RR AER 
性 型 具有 形式 

KA, A, cc, Au > CER dia hat Ajaa» (5933 


其 中 ? 
LY 在 这 个 公式 中 ,应用 下 标的 下 标 龙 很 麻 员 的 ， 这 里 As hyr je 表示 以 束 鸭 信 
合 1; Brens n BREDER” PREES. BERALA- 个 加 


js "Efe GRECE &— 1,2, o. ms EISE ER RECTE 8 
lažen m. RUNS AER RUP EHE E — PAARA S98 PU] TIR, 


"lf. 


Chimia 77 (Ej, E, , Ej. (59b) 


ce PRHE. FIANE 


43551230 (521) Boi LRE T Ae R SER 
性 型 ， 第 161 C 14008] — r1 PA E E 
ÀA, — (upsa) A, ~— (a 033) (60a) 
HAE GWAZH TIRET ENE 
A, 一 《ay 24, 04), A, -— (an, 03. 09), (60b) 
À, 一 (a1, 955 as) 
的 三 线性 型 , 《行列 式 分 别 对 于 每 一 个 向 量 的 线性 柏村 ,可 以 这 过 
检查 干 面 的 事实 每 到 , 即 在 行列 式 的 展开 了 式 的 每 一 个 陛 积 中 ,关于 
给 定 的 第 二 小 下 林 正 好 包含 一 个 因 隆 .) 把 行列 式 与 其 如 多 线性 起 
[X 33 SEESSIPH R EE XR NIBE AB E 特性. 
Ju 36 oc EI HE [68 E08 HT CL REC ED Og — P ERI, DE 
SR S f EERTPRAP AE SERIE USE TETTE, SUP eo T BG 
jb. ECHAEGLRSE EGER ES DI 
plr, J) Y — s, (61a) 
$n, Ja a) = (x — Y) — x — 3), (61b) 
HW n bi: |i) E À., À, I —- eg R f 是 交 蔡 的 ， WE HE 
音源 个 向 法 起 ,, A, EDU 
KA; À;) = — j A A), 
这 竺 别 柄 洁 符 :对 于 A; — AQ— À 有 
KA, À) — D, 
a= 23E B. f RE C602) Bri ERU X T Fun A A 的 一 个 
A EE V'eqgUE-TOXANEES. TE 
KE,E)-f(E.E)-—0, (E,E)--—f(E,E., 
HIC 72, b) 科 到: 
RA, Àj) -- fC o E; + au ES uE + aB = canus 一 04) 


„Au Uy 


m cdet( À,, A), (62a) 


mr ‘| 
Ha a 


LI 


Jt prf e B5 fon 
c 一 KE, Ej). (62b) 
MUERA ANIE Aus A ED RREZEN 
ABAYE A, A M ARARE PREF e. 
iE--feHh, Weena ÀS A ERARE 
f(&, AD = Ñ eppen 
其 中 
£d. m — his ci 
XCPBERDEHSDE—dOGHERBUDSH SAGE. sEEXRREXE P xxr 
ALBERI TA 


K ÀJ d > AAi unda — apan) 
miri 
ua XC NE ata | CES 
/a Bj: aza! ` i 
ATEA E IRH AR L 我 们 有 关系 式 
KA, B, C) — — (B, A, C) = —i(h, C, B) 
= — jC, B, A). CELP 


HEKA 
KA, B, C) 2 (B, C, A) = j((C, A, B), (632) 
T0205 1 AEA NTHHSN.TESTPO 4€ AA AE 
0465DJ 所 答 定 的 三 维 避 量 ， d ORA. b). 向量 A, B,C H-E 
tw E 
KA, A, Aj 一 Y E pref an E re, 
xE8 EHI CO, 20 (04 E 
cir = HE Ex, Ey — endl Eno En E), 

JEE gÈ 1s ks r AAR TARG DA e 0, dI HR 

Eu = bm = En = d, En — t 7 Ex, 7 1, Ceda) 


= Gs 


fa: FIC 6 Lb) rn EREE SIC d Br 1s ER s BIS e PST RT I Ar 3 0C 38 8 
BHpEEG.EESREEXE sas 的 简明 表达 式 

Eig. 一 sg, Ro n) m sgair — EX t — i4 — D). Cado) 
与 第 151 PAAL 9 ZB £1 SISSE EGG EB 391 


Hi Ga da 


E [64c) 


IA, A À) = e dU Um ag 


其 中 -= (E,, E, E) #E—tRA TERNES QUE 
MM R, 三 维 B A. Aud A, 的 最 一 RELCSCER SORIA 


*. n GRO o3 c&à E à oh oH QN 


- Mo mo ow B a a n à cà Lk a M" à F ^. x 


FERA, lel " A. A. WOSRID BIHER ZAA "i 
JERN H — MERI “E T” Flut ALS Ar AS BY ERE SEEETRD re 
Ac, An A, SpRIXE SS ERE E E E. ES HEREA 19. 

AEUR AEA AEEA AAT. 设 a 是 
具有 有 到 向 最 À;, Buc, ÀA, mA 


tti drj wark tja 


ds i 
a — tQ Ux (654) 


"EL 
WI A.RA,.eA Ag REZE, TOR dp 3X 
HACR egg, IUTER 
Cau, = ICE; E, ELS. (B5b) 
H HHZ n. Ps de PERNT, CUERS. 现在 用 
din Xi: ttt. £.) cnin 
dixi Xi is Ka] 
= (x, 一 ncn. — rar Ni 一 xy) (x, — xi) 


n.a -m Tea) Tr "7 x3 Jr. , U n) 


(x. xj. — x1) 
D MB — APER SHIT REBEL RUSSES TUS i. 


a 458 


(x. — om) 
k 


JH Quanta 
e 


容 局 着 出 外 是 产量 Ai. "9 HJ—-- 3e BERI , ESET IET S 
数 中 区 个 相等 时 它 才 为 霉 。 于 是 
Sans En do fs cc da) (55d) 
是 rio sih BW-—TILEEED CREARA R1,9,—1. REF 
HHE 1.2, n HS o ucc f BIERE hr 方 ;: ,jn M 
两 不 局 BER. BRdREMDMABETUCE 0.2, c. ]— TRE, 我 
TEA 8510, 0. f ga, = Pl, ATIRAR hefo cis 
Eh 2,500. aff) ABERGI uius, 一 一 ! 就 称 作 是 一 个 
TAAL. AAAA UE SPORE SECURE RRA E HE 1, 
2. . 2 PORE; — RSE AA F R, 
由 k6sb) bt $5 3 

Enia S Feu Es Eis? EL), (65) 

HIE (653) 中 方 阵 a frs 


183 a 7t Hag 


ui Hz; H an 
dala) 
"TEE a [i 
| 
一 2. Zifir fati j anm (56a) 
H aml 


m" » à B a aa & « 
"-"— "o o- kr ox 0 0 00C7t: 077 — * — 7CU "wm "s^u Q^ w "a^ .' 4 . 


o +» F à a a ^ 


d. FEHER Ee er 

公式 C669) 9 UIT ^ BER TURRSURTE I AGE on WER 
RAA. RY ena, ASSEIOTE, 生死 式 便 是 由 n 个 项 构成 
的 关于 oa 的 ~ 个 # 次 起 ， 每 一 顺 ( 先 不 管 系数 uu 一 士 1) 是 


ajte 


8 T URPJSCR V EHE SIR TURIRBATSSI EMT. 20x 
FJ f£ ful As [E , AERE RE E REGE S RETAIL EE E 为 
THERA ,公式 要 用 到 的 项 本 多 了 {五 阶 行列 式 有 1390 i, 10 阶 
FFAA 3,528,800 T), AmA TRITTER ATAARE A 
WETA i. 

HATRA p ND ER fo TERME ERT. AHE 
TES n 维 空 间 中 * 个 向 量 Ao Ano. A, ARAE N, dm 
Ra 表示 已 这些 向 县 为 列 向 在 的 二 阵 , 我 们 就 把 这 个 行列 式 为 

ca dc 生起 


行列 式 分 洲 对 于 餐 一 个 列 辣 其 的 绕 往 柱 质 ， 我 们 发 现 ， 用 一 个 四 
ARPE a ib— 9l, gpp ATARDI a 的 行列 式 ?. 
fü 5r 

det lAs Aate, Any m ideal An A,r A), (67a) 
EE. Rai = 0, Hep 

dO, À,, --, À,) — n. (67b) 
当然 ax RIERS HET ERU ZR CPUT TIS EI a 有 一 列 
— i dE. 
de( À, + 4A, À, LÀ 

一 da( A, Ac, A) + ACA, Aseo AL 

一 da(À,, Å a AL. {étc} 
x EL ROO 2; PE (As À o A) HA SRF — Ei, = 


r -  - e — 0 5 $0»- È à Bo > h P 


O HET iep A Hak: Fa THA PEH. TARAA Als 
Ee ba ELH AT E a MAA B det(Am] 一 Adata). 

2) nA RATAR a pE- AAAA OO TEA AEE tA) 
党， 


"rd = 


ROBO SEE PEU ET ARAI TREE RT. 


à NH ^" F* à o  »ÓQ Co 4 9 ao HR 4 A a 


8L 


de(ab) — defa) - de( B), > ( 5835 
于 元 素 写 出 AAAF a TEA: 
| 4n Hg; tt tx | Bn Pg ct] Bs [en Fs tT en 
-Ha Oz £n ba Dy b; fn £u EM 
i se IM EMT i 
Ong Hn Ena | Sa Pasco Ens Cri Cag 55 Can 
(68b) 


cig = apb eph b ctt bibam D oba (68c) 


这 个 规 唱 量 行列 式 定 攻 的 一 个 简单 推论 ， 进 oc ab JEE 
Jib. 我 们 让 方 阵 a 保持 国定 而 考 鼎 e 的 行列 起 对 b Aiti 
PE, Hinko ARE e PU ATHE 

C, = (eue f Car) 

有 元 素 eu. pEGXPR b AEDE Ba Akt pide 
AHA b 的 长 它 麟 保持 固定 和 对 , d(e) Eu B. mp 
ELR Ah z b ARIER uE e HYAL D 
JE, de(e) 是 方 阵 b AFi tS aa. eC 
169 33) 

det (e) — Y dz( b), 
其 中 7 是 éw(e A-A F t 3 D PERTH 

B, = E, B = En no B =E., 

B] b Rih eA, SUESR b= e, KEETE 

c — ah —a2e-—a,. 
因此 v 一 tleh AIERT (683). 

在 第 157 ARI AAA & BiAA ARI AEE 
AME a HERP a, DUH—TIDERBÁSRS,.BH—4Gg 


PEL 


Er j'G BU ETC HE RCEDIB SE UT Pa e 


dalat) = detla) (684) 
B 
Tii Qy iyi | Ha "i Yin 
ti ü1i "TT. u IE LET LES (682) 


rr —  — | |] ] — ] [| Á .s-4«-35 


Eis fim "77 Aag Bay Huy 77* aynl 

İF s = 2, 1, 从 第 061—162 HRGA (51a), (52a), 很 容 
易 验 证 这 个 恒等式 。 对 于 一 般 的 "我们 仅仅 提示 一 下 证 明 , 它 能 
PEIE dela) 的 展开 式 C66a) 的 基础 上 。 对 于 和 式 册 民有 非 零 
系数 的 每 一 项 ,我 们 能 按 妥 第 一 个 下 标 重 排 因 于 ,使 得 

a 
其 中 LT Kis IPS PERRE l, 2, t. FE B —-T- EAD, 容易 
HERA 
Enipen 77 Bib, 

(SAER S iE E21). Bt 


deta} - $T Egiro tp Tihi" t fü, T det( a). 


l “k y= 


AREARE, SUI ET PURSE E SED TAR 
一 个 多 线 狂 交 普 函数 ， 特 别 , 兴 交换 行列 武 的 尾 党 商行 时 , 行 珊 式 
变 号 ， 

对 法 规则 《68) 说 的 是 ， 两 个 方 阵 ay b 的 行列 式 的 乘积 等 
TOU sb DIARY ah 的 元 来 就 是 a fUr RN 


列 式 等 于 它 的 行列 互 痪 后 所 得 到 的 转 咀 方 阵 a7 的 行列 式 ， 由 此 
推出 
dea) da(b) = dtfa} - detb) = dei(a?b), 


DRE pensera SPERA 1» Zac e RESETE PER ETI PERI aub Ey 
Kis Ks EAF CAM A ERU, ER. 2B ker. 


"1722 


a €" c E ] HB 


ac(A, Aoc: ÀD 5 bm (Ba Bs. Bo. 
我 们 就 每 到 划 等 式 
det A, AV rr. A) dec Bu Bs B 
AB A-B-A, -B, 


一 | | (6B£) 


A. B, å,- Br A, B, 
Ha ELE EFT TIEXOGEE a. 由 于 [ERES 158 Di 
从 或 [49)] 有 a^a m oam" e, ERRE] 
denn) = defa Yera) 一 [de&) T 
— det(e) = 1, 


E uE ^» b à dB F F 


何 解 释 禁 在 第 200 msg. 


e. TILES MET USE 2 Er D 


GARAT- THERE, DUREE = $h m T TO 
EALA. Cno A, fH BAR, xx LR OUT PIED A 
Acc. AV SAAIER PER REST, 

uda -TARRE TERE As A, os Å, E 
HHA. AAAA LEER An 相关 于 上 其 它 向 量 ; 

A, 9 LÀ; + hA o H A. 
RIAAN e £8 E EA 
dei(&) 一 dei( 14À. 十 LA 十 H LAS, AV A LA 
S TC. PE. LEN AJ -+ Ada AS AV, AS. A) 
mer d, dC AL, Apt AL) 
= l, 


" 171 4 


I2 1X EET PERI — 88H — T € 8. 

及 之 ,如 果 am RESP. I IECE 05515) a 的 一 个 弟 
HE b~ a~ {E 

ab e, 
Hor e ZHEDLADBE. BiblFUIQBgsek Ax S! 
det(a) * det(b) 一 dale) = 1, 

Hib dea) 5 0, AAMER TAI a 是 奇异 的 充分 必要 荣 件 为 
ff 号 = 0, 

现在 我 们 考虑 对 应 于 方 阵 e 的 线性 方程 组 

auxi] aqui dbocco db aista 77 Yis 


Sar, F era 107^ -E Alatna m For 


(693) 


Ant E nax 小 cb eura c Yu 

按照 第 150 页 的 讨论 ， AAMA ES TT APEE: 
£1) dafa) 2x D, (2) det(a) = i, 
fee E CI) ,方程 组 (89a) 对 于 每 一 组 vis 34. teta y» 有 唯一 的 
一 组 多 .在 情形 62] 中， 不 总 是 存在 一 握 解 ,而且 即使 有 和 解 也 决 不 
是 唯一 的 ， 现 在 惜 且 于 行列 式 , 我 们 不 仅 有 一 种 明显 的 检验 法 来 
区 分 这 两 称 情 形 , 并 且 还 将 在 情形 614 中 求 得 计算 解 的 方法 ， 引 进 
向 量 
了 一 [yy3 3 

我 们 能 把 方程 组 (C692) 写成 这 个 形式 

XGA, 十 x, À t o B xn, À, Y, (69b) 
Eh A. 为 方 阵 a WE, Died 

dqaCY, A, Åt‘ AL) 
= deu À, tht A, ] 
= xidet( A, As LÀL) P x da Au, A; Åi V AL) 
borde A ALAS, ÀD Ree 


15 €— HS. IBUEXIHH. M] mol BI,n SERI me apmi ei: 
S3 TE RA EI, LR ns n ec REDE. 


FEE" 


十 ro E WE E TELLE VE 
= ki det( Á,, A. Buc. Aada 
JB EUER 
de( A. Y, Asc, A.) = x; det À,, Act 起 | 
SS. sp PR a 并 非 储 异 的 ,我 们 能 能 用 它 的 行列 式 去 你， 3E 
ERE AT TS ES: 
Sud An oA) dA YA), 
det As As, À,) dei À, , P "WIL. 

n det (As. Asc. Y) 

" def A Arcis 
这 就 是 关于 艇 = 个 未 知 数 。z ARDER A Ap Cramer 法 
LUE 


8 习 23 
L EFE T TUS TAA 
'a 4 5l 1 ! 11 
{al 4 5 6 1 (c)|2 35, 
55 &6 7 13 —1 z| 
|i 1 1 la 
thy 1 2 «| «la y y 
|l 3 9 E z zl 


2. 求 出 a. b e ZAREE ETA Atti TERRE 
Ard Ayt þe =g 
dr 十 57 d 63 —5 
Sr + y 73: =r 
3. (a) BkiE AMAT FRA 1. 
(p) EHR a IEGREPEBÉRZIEE.RURH 
dz(a 7) = l/dat&), 
4. xp P e ZIE 


E ER 


Ca) Bs Cb) £us CC] Esn (d) 85:2, 

5 BERRET CO ERERERTEUGRA QIOEHOR 
$bs—^4-d8BuS4-— CRX. FARRER HR FETTE 
B EG UA, 

在 bc 
la | 
|E kA 


REO 
a B Di 
0 D v 

6. ENE m IUE oi 一 0; RE Sj, 则 称 a 为 一 个 
XIfÓ8 HEE. BEBH e X n 3E BEER lea p IE AA SET RER mexz 


LITE 


TC pa TES: 


7. f (c) SR — T EE ENTE, dE ci A us c0. 
证 地 


det 55) = anta ~ dun. 


$n 
1 xx 
(a) | y yi, 
1 = ø 
li 231 dg 
(b) |21 d 1 
31 41 5} 
14 234, 3 3! 
21 3 4 F 
Cis ax 6 
41 351 ól T! 
a DHE 


2r — 3y + dz 0-4. 
x -— 99 + lüz = li; 


~ 76 =» 


Sy — 17 + àdz = i4, 
10. EAFA 


35 386 LUE RH 28, 
(a 十 BUY e) e aT) mm (ne t Bd! + (be — ad Y. 
LLH A= 6-938, E Sey ty tar UE 
B A HB 
B B Aje l t t a beya) 
ael 


D == 


12, 证 有 
ntr stx atg uta 
b+ ntre itx otr 
b+ bro tar a Pr 
[sr ètir btr tr 
具有 形式 4 十 Br. Ep 4, B Ebx EX. 试 给 * UREE AR 
HERH 


A 一 


an GOI Ela ga KESI, 


a -- È b —a 
其 中 
f) — (& — DS — X8 — DX — 0. 
13. ic ig. A. B EE RT TOR VEI P ARAE BR 
À (cB) = Cc À) - B. 
14. itg, —- HE SERE RS C FERE ERST A HUE 
asi dr H ea dy + err 4 Dx cb pa HAr tis tici 

ESA —r Ld, 


15. dp3E E — 73 0X 
Hj t, | la, ua E 53 
b, El P exl | es čal 
RAAT ER 


ma H a; ds 
Ex 二 fry 
ca ed ml 
dE BRE 2183373 4 1t 
|a, üz gd! 
D= h Bb j=l, 
C1 G {| 
16. SE YE BR S EE 


x 77 nd E dy y 7 nyc); x= ay t h 


xc cb ds Fm eld armert d 
HERTE RP. 
17, 不 管 展开 式 {563 cp — DIETER, Te e ts EU S — E 
HOLT pesBHe.RD 
Ojaja o Giga 7 Cae Eae. Teat 


总 有 


Ej. ~ Ek M 


Tu 


Hi ak WEERAL ES dY, 
13. uEBA UT S3 3E ik 
x — ax F 6v d- r5 
y' = dk + cy +j 
y = gx -+ Ay HRe 
GEDA AARE, 
2,4 AAZELARE 
a 向量 积 与 三 维 空 间 中 军 行 闪 面 性 的 体积 
ER- 1828 ^11 ARER OE NE A 一 【ety a) EE 
{ho 5,9 DITE V BE AME 
Ä X B == sj) 一 8, f. " 70s) 
ARRAGA [A x OBI XUL Po Pe DISSI T EET US 


r 17B 


BIEZ JEG A PP, B= PP, RINE IA x B|% 
mA 5 B 所 张 成 的 平行 四 过 形 的 面积 ， 这 个 平行 刀 边 瑚 有 相 
SRIDORPSP,.O,e. A X B 的 符 与 决定 了 平行 四 边 形 物 定向 
3| Fi frog 165 EX BUR X ERRAT A 
AxB-|^ ^ n del À, B), (70b) 
| fj ba 
Blik, ke A, B) JLH RRA HHE A,B 所 张 成 的 平行 
ARHI. TO TÉPRGDACT RO NTARE RE. 
对 于 三 维 空 间 的 三 个 向 明太 = (a az R), B= (Chi x: 65 
C 一 《rc 6, 6) TARHI 
a h G 
dct(À,B,CC)—|àm h a | 
a Us 63 
SAHS C SJREROEES.IOCSTSOELÉIA 
des A, B.C = Cad — abc, Cub. — a Bear {a — ab oc 


=2' C, (712) 
ira Z ~- 2,5 EFE z) ERG TPA EMI: 
Gy M 
L= nés — 35; = . 
7 ” f a, b 
; h 
A; 2^5 — dib = | Á A $ (71b) 
ET La 
s = gb; — ab, = | * 
D 5 
TegmugZzZ 是 | 向量 A, B H AER uS XE PEU 
Z — A x B7», 


D) s uu s pp Bee E RU CEEER tre ERE SEVE AE REA RE EPRA TRA CO, 05s, 
Cls 00. CL; 108 CC, 12 HE EIS ER EE. AX B0, 

2, W^ ZÓSERS XOU E—TE.IÓXSILAESR BN ZXBUNH. d5fER 
HS REO RERUUUR E CRL IE 2 


:1795 


于 是 由 定义 有 
ds(A, B, C) — (A x B). C, (1c) 

由 于 有 这 个 公式 ， 丰 所 翅 数 惨 duA,B,C) afe A, B. C 的 
向量 也 一 A x B 的 分 最 e 去 身 就 是 二 价 行列 式 ， 因 而 是 
向 量 A.B 的 双 线 性 交 普 型 。 由 此 立即 稚 出 关于 向 量 荣 法 的 更 
lij. 

(GA X B) = Àx (iB) — lA x B), (723) 

(A cA )xB—A x RBA xB, (72b) 

ÅA X(OB'-B'-AxB' -AxE, 


AxXB—-HB*xA, ( 72:) 
KAROLE RIRER AEP, TUR HCERUHEDS: 
A x À—0. HTHEPÉNJA, (72d) 


的 ， 因 为 由 《?1c) ,关系 式 A X B 一 0 等 从 于 
dei A, B, C) =0 下 于 所 有 的 C, 
或 者 说 《看 第 173 9gD, HTA C Tiz., A, B,C 都 是 相关 
的 ， 然 而 ,我 们 总 能 找到 一 个 向 量 C, 它 对 于 A.B 其 无 关 的 (站 
第 138 SD; 所 以 A, B, C 的 廊 关 姓 隐 含 着 A 与 B 录 相 关 的 。 
HER ÀA xB REAT A 5 BA Rhio 
(À x B)- A — dt( À, B, À) — D, 
(A x B)- B—da(A,B, B) — 2, 
因此 ,对 于 无 关 的 向 量 入 一 PP 与 B 一 PP; ,它们 所 张 成 的 平面 
PdsP.CHEpTGEEJGINSAXxBAXxUuZ—. HE Ax Bik 
Hrs REE—-TA EIER, BOIS EVE 
| A x B^ — (aibi — ad P + (ub — ab T (a5, 一 a.b» 
= (sal + sid s ULT i T HD) — (Gub rad d eub 
= JA BR —(A- By», (720) 


13 ax IE ASE SEHE IGEeS IA:BISIALBICSSE 
133 4D. EET ERA IUD SULXEBHOES A.B 相关 时 等 写成 部 


(72e) 


- lI = 


x" Letky 


EIH 
A. B= |A] |B| cos? 
atA, EH YEA BUE x PA L E13 页 公式 
(1231. i6 CGD 得 到 
IA x B 2 [A IBP- JAL BÜcos?r = !AJ|[B| si v. 


HTA-PEQBePRA.TUEBEE BP, 到 点 P WER 
(8 2.6) |B| sin7(Y 取 p 和 = 之 间 的 -一 个 值 )， 习 此 【与 二 淮 情 
形 正好 -- 样 ), & [A x BI HHE A B RRR ETIA Pa 
Po DP, 的 平 仁 四 边 形 的 面积 ;或 说 是 以 Po P, SOUS IO T f 
形 面积 的 丽 窜 。 


EI2.6 ETAR A.B HkECEBSIiBEJESRE AXE 
F. 例如 ,表达 式 


i;— hb; — et 

SFE HEA (a, m I9 (6. 如) 的 六 及 积 [ 关 C704)]。 mR ^ 
H EFR Si 3T E We (xis x) 平面 上 具有 顶点 {ën E. (5, T 
ais £i n). CR + a t bo ELE au os (RH eo Ea + 22) 的 
SEATPUXCADRUIEEREREE [ma. GETTCETIPERXDEORTAPGRI[HES A.B 
EEE EERE Po Pa Os Pe AIE AWE IT SIE Cars) 
Ed ERUEREQATE2,72). AUR A x BAFRA osf, cosg, 
coss, 我 们 有 [看 第 129 H)] 


€" jäl 


lE + aii + E TAM 


Bi FIERE AXB = (2, m V HARRA EER 
la = [A x B[[cosgl. 
WE eos, AHT A, B EUERUOSERPCUDE FE Go r) ER 
WAHRAN TERS PERZ. AE A i +; Haii P. 
P PRÈ EMPER Z HAA. 4A, tiba A, BE 
TEAR TITE WER EME; (ro x) FHATH 78 A.Y 
DRA = PiPi 与 B BP. 是 无 关 的 向 旦 ,我 们 有 
AxB-—RR, 
其 中 点 让 位 于 经 过 Pind ATF PPP.) IH. 3D E 5S PLIN] 
ExE-—JHGPPP.EMESOGRUE. 这 几乎 嘲 一 地 茜 定 了 愉 。 有 具有 
这 拌 性 质 的 点 只 有 地 个 ,位 于 裤 平 面 的 至 沽 -这 两 作 点 中 帘 喜 寿 一 
小 是 向 是 A x Bm PR ERAR, BEFAR ERE ER 
WE., 两 为 出 所 积 A X BigàS&EnE. A, B Bp SE, 
knn A x BoitfxHhdk*eyp A, B TE NE 
Axbo, 
HEIHE A GB RATIER OREH, IA x B 的 方向 出 就 
AAT A.B. RERU TETEA 
ODEA AFTAGE APELAREA T RORRUD UR Xt 
Pid aem Er US PREIBRDRUIR 2) ERR a bia EE Ep — A, 
(182 = 


WBASB, iO) O RPS BARDA HYRË 
A E, —(1,0,0) Hi. B 54x E. 二 (0, 1, 02 € 3, 这 
SRFPICIOHSE PAP MESEdbAE BAS, [$8 P. SEXIES A. 而 
P PARERE SIE x. XR ESGE nAAL AS, fux 
MED PSASRIEDIGEN PRP, EE RSCWERE 
FH. AE HCD 
E, X E, 一 ts d. 【一 E.. 
ESEN AT ARAP, LEETE, ME, EB ERU TS 
REREH MKO, 0 1938 de. E 关于 x R ER 94? 就 
SA E、 于 是, 一般 地 ;如 果 我 们 的 坐标 系 赴 二 于 系 ， 
Ax Be BR 
83; E SE NP RE H8 AM REME A PF 关于 直线 PR 


BES ER PET 0 Sa RART KA 及 一 BP (图 
28). SEQ ,在 在 手 必 板 系 中 , 公 (0,0, DEE E, EID S E 


FE 90" Sk En HSP A x Bes E DES RUER.A A N 


图 2. GERRIAREN AGE 


*1335 


B iji. 

~it, ETERA A. B, C HAFTY — 8 E HU 

PAREA. 如果 

A= PP, B-PP, C-PB, 
我 们 总 能 在 平面 PoPP， 内 将 A WAARA o A] e [EN 
度 和 而 达到 B 的 方向 ， 信 向 量 人 横向 的 平面 PPP; 的 一 出 来 看 , XE 
转 所 有 具有 的 定向 就 定 必 作 三 重 给 A,B.C mung OEE xe 
HEr ZEH B. A, C 有 相反 的 定向 ， 三 重组 ABA X B 
Bamar, E, En E, 的 方向 永志 是 相同 的 ， 

HEZEA A,B,C 5SubnUEBUS XB E En. E #45 
样 的 定向 ， 我 们 就 称 三 电 组 A, B, C {HiT Cro ro r) 坐标 系 
有 正 向 :如果 有 相反 的 方向 ,就 称 之 汶 货 向 ， 三 重组 A, B,C 有 正 
Fg LSU ARR 

da( À, B, C) > 0, (3) 
Bj AGLI AERGRE 

(A x BD-.C-0, 
也 就 是 说 , qux A x B o By snum C eyre A, 
Ee 


A= PP, B-PP, C= PR, 

Mí A x B ESTEA PAo MRA EAE A xB 与 向 量 

Cia). Db, A, B, C s A, B, A x BAHA 
的 定向 ,这 就 是 ES E, E. AEA. 

三 个 无 基 的 向 县 A,B,C, 当 抬 定 同一 个 丰 点 PB 时, 它们“ 张 

成 ”一 个 确定 的 平 术 六 面体 , 它 光 A, B, € tokio T P g 

frg. fm A, B, C HER: 我们 称 平行 六 面体 对 于 

Cm, xa oxi) 化 标 奈 而 言 有 正 应 葡 贷 向 。 交 按 向 最 A, B, C 中 的 

12 ix R]I—d Er anu ES/CIER E SA F RE ZE a — ERI 

EARHART EE ATA AAE REE. ixi x 


ETT RC ALT. 24 D ABS RETA REE AERA RA Hs ag C T8 
Ut ERTSPO. 


- lët 


ERRAT RIRECT TECIBICRE BEEN SER TTELEERS RE RE, 
dO Rap C 3 A cx BORUBISORROAE,. EOI) 有 
dtt A, B, C) = LA x Bi [Cl cot, (742) 


E29 平行 六 面体 的 体积 V= AXB] 
出 于 A x Bo ETES PPP ES PA hop PPP 之 网 
HAE E — 68. 3i. P AET PPP, FERE 


k= ICL ose] = ICI | sia ( 2-a). (4b) 


这 是 平行 六 下 你 户 一 POM. WIAR. 因为 平行 六 画 体 的 体积 下 
STORE TRUE LA x B RET 5. 我 们 以 【74a， 
b) 得 到 
F = |A x Bjk = jdacA, B, C). [ 7c) 
用 话 来 说 ， 三 个 向 量 A.B. C BDEIKEDPÉGAIEBER ST 
2 A,B,C 为 列 向 量 之 方 降 草 行列 式 的 中 对 信 ， Ib. (A, 
B, C) PAIS UVGE Ti A, B C. IEEREHTAGEE NUR 
及 其 定 同 我 们 用 如 下 公式 来 表达 这 个 事实 : 
da(A, B, C — zv, (74) 


D SEBDAGHEYBEEE RGgE(SODmBCTGE Timm eI A E CBOMEICT 
iT x Xe. BBRHEDSDREPBpmIBEAIBUXENTU TUE 
HRRA HAHHA. muU Tu --e pm ET BIAIS UE 
HIPEE—EHET. 4F A B, C FERPARTE PSP, 
HA MP, d PP, BERRIGUU— TRHA A Ar GRR 2S), 


-57+ 


HPF A, B.C FERHEARD RHEA, HE rA 
平行 六 面体 外 对 于 (ro ro a) BRZA EDEAE s = +1, qn 
HAE e- — 1, 


b. FRAR T- ANDRRA. 高 纵向 黑 积 
FREZE EH, S dEESTmNR A.B (Tx 
Ax B 仍 汶 一 个 向 量 .? (nate a ah A g SS 
如 一 上 个 府 量 的 "向量 积 "， 斌 在 ” fees n "MUERE 
A 一 CLER 
ABER PEBIE yx ey abob FE EA DRUI TAR, TniBjRE;— 
4 BE ALL Ug SH Bp SEE TI CREER 
dÅ, -A 一 £y. Comune F + F o£, 
— ZA. (75) 
其 中 向 量 £- zi Eis 773 zad i RATS n — 1 THR A,, 
Asc, AU WAR EAT Ano An ccn AL, pge 
HARR RRE EESE. RITUI Z A AQ, 
As 的 向 最 束 并 记 必 
= A Xx ALX ox A, Qu) 
ru C75 ERES S EP: 
Z.A-—-Z.A —o o -ZoAQQ—0 


+ + > Ro u m Um m 


JL Ie BERE OS EIE A, An ta An PEERED TIAA n 1 f 
平行 多 面体 的 体积 ， 

ELSTEE-—S.ZB3 gd RAUS Cab) 的 行 
Jic ERME Z 的 分 朋 a rax ft— AAEN, 
ZICE] 

D EREERTRINFEULIJRAAR A.B BUESDTNIEERX — 0 3$ 
23H C A, B RA RRI Kit T IEEE A.B Kou 
E—AR C. EACEA TR, 


*?[£53 


zo E, de A Au ES, 
E, = (06. 5,0, 1) 
IRAE preci. 在 第 1 的 RATI PULS — MER OT us 
(662) DER A, = En XT EHE DURS RUR m T RCT aus RU 
Ia H 2 RR 0, i njesBj. A F m Hs XAR ri 
HST n. HJE fo ji» MEE ja-a E l, t, T, Hom l *o—BEFI. 
MERDE, A (65e, d) 就 变 成 
Blkeg, s 77 8j 19 7 = snb "ss a) 
一 sgn( s — haa (2 — nb, ctt du) 
nb I0 py fesd M JEEP 


TH S Hg] 
x-—1 
Za T ^ É nif 2,7 ja iua" tt Bis can-t 
Fitin] 


Ëa xia CC U RT n 


"m a HELP: - 
=j 7n i^ (772) 


Wai itae i5 Oi ac 

Ti, e, STUHE CA. As coi AVU FEHB i xB— 
列 所 每 到 的 行列 起 ， pa AATED a EEEE 
rA RASSE T ZCXERUSHXEHBES .ETRSUI TER 43 2 EXC 
PEIEE a 的 一 个 子 忒 ， 一 个 方 阵 a 的 一 个 元 素 c hR PAE 
是 从 a 中 去 掉包 含 sx (SAPRUTEUESURUMTTDA. AEE z 就 
ST a RFE. 

[n] 3t Bu Hoc a RAAHAA. Aa, 省 人 5) 我 们 有 

maa m A Ce, A, EL. 

2m EAM NUS iub Taste ES a PET ERU T PISA E E 
5817010. AP RAA E... EDU Es t REET 
TEUER BLEU, —i.u ET Mp TR hee 1 RR 
所 得 到 的 行列 式 , 或 者 等 价 籽 说: ECT CEST elc. HR 


1:182 - 


ER. Mia TA 01.2.7272. 22 fü. mon SET Tn 
F qj。 的 作对 式 ， 基 中正 写 灶 应 着 ni 为 个 数 ， 负 号 对 应 沙 
zm — i: Xe. 

TEAR OS) ARAA s VEPISCER IST DOR & 
How WR (x 一 1) MATAR EMAR. 向 加 对 于 
p--4, RA 

[En don n 
' fa fp Un 


fo dj Fa o 8a 


= — ğu |n fn 85 


Fa Wa du gy 


fa fu Fa 
ay Hquo Ëu dy 


Ry nu H 


-+ Er |R IE LER 


da. IF Ba 
zn diuo Gua 


(70) 


-- qy ig Ëp dan 


ta Ea 53 

iE pes Emden. RiR Aa AAE 
奇 一 个 给 定 列 的 元 素 的 余子 式 的 展 天 式 ， 正 如 我 们 在 下 节 将 要 车 
388]. iX RETRNU REA ET 26 2b S] a qn BE CR 9 6 EEH 
rae p fH 
e. Eze da 333 DU LES gd LESS $7 S an 

= AHE E EREA GIRE EA GEHA rin 
fi cst sad S AAA RA E A E RA A 
的 知识 。 APE., pl EAER f SEE 
A p ERRADA ERE. ZAA AAE A aeti h TIT 
AAE RR ERER. 

EAR d 35:854 RA re RSS E 

A (ass ici au) TEE m I AS t da) 

ERE E s RETE JUS eR Tx HO; 


" 1880 * 


起 :了 一 
BR A 与 BB 的 名 个 分量 8; 与 如 种 依赖 于 所 用 的 从 ELERA: 
BIEGERELR THASHE JE REX 
A-B—j|iAl|jBlcor, 
ERIAN {B ag E A.B xx. dT ETIIBÉLX 
fi. HB ki HER CRAS NER ARER SLAR, 
[3i 5g ffc s RAE BEDS E JL Ae OR. 
THI RXSGERIU BS AIT BER PP 2n HS EO EE 
HRA 一 PP. GER. RESITI NL 
(Al? — A - A. (282) 
对 于 5 RSE IE HUBS IE E 与 BB， 加 果 藻 定 它们 以 一 个 公共 县 
起 点 Po, ef C BEES TL BS TIRE EI 47 PR IEEE D 


HA = RP, B= BP. 则 它们 张 成 一 个 平行 四 边 开 PAP; 
以 和 作为 顶点 PP, 的 沪 邻 硕 点， 由 初等 几何 知 ， 这 平行 四 边 
PRAT o 58-T- Gp ACE IRE HIE C E338 Pn) ER 
"EN ALB siny cA  Bp— |AUIB|AosT 
-v IAL|BP,— (A- BF, 
A Bp .4-—3mpES E IBlgiBBS—Rt, PT 
积 w 的 这 个 公式 ,我们 能 自行 列 式 的 形式 沁 e 的 平 李 窟 得 更 漂 沉 


Fi. 


A-A A.B| 
B-A B-B) 
(78h) 
LAELPROTAANHE A.P PorecGBU PI A M 
MA, B) 表示 ， 从 推导 浓 禁 地 育 
TA. B) 0 
XUFBoSwseEEA,B:irHOMA.HBOLuxgudins 


d= A AXB. BA .BB.A)= 


D) WEER REC TIR A BR R ETEF TENs 0). 


ALLE 


y i A Xo A 4d ọ > > F 


gu. MSN URMANA A mid arE 
ES 

A = BR, B= PP,.C- PP， 
HAZBA P, Pa Pa 为 Po 相 邻 页 点 的 焉 行 太 面体 ， 它 的 体积 
EBELER — IBID TEL BL e tO Jr dn Pee ARR, ed 
EEA, B Pr HE ERE TALER A RA P BERE Pys 
P. Pa 的 平面 的 上 距离 。 这 样 就 者 
A-A A- BI 
B- A B- p! 
PINA S URP, SPERI PPP: WEH HE, 也 就 是 , EKETE 
TH AAHON PEE ERIS D = PP 的 长 度 , 对 于 平面 PPP 
ESAP, BIER PPDIERBXT A = PP 和 Be PP (看 第 144 
页 )， 


V? — Ae? m TA BY rm Y 


PP = iA 十 dB, 
Ek, D rar TX 
D= PP, = BP—RP-—QC—aiA-— B, 

pame AESA. MARDET THE A do B pk 
成 的 平面 , 则 必 有 

A.D-—L, B-D-n. (294) 
这 就 引出 确定 2 53 n OSEE RI 
å. C=1A.-. A+A: B, B-C—iB. À c UB, (795) 
x APER IFDOESIAGRMEISNMSTUA TA, B) EEAS 
B EGOEBSIUS PIRETA, B) 5e 0, 于 是 方程 组 (79b) 存 在 
跨 一 一 组 确定 的 解 A. n. EUG EIE HR D 一 PP EET 
平面 Pp,P, 日 超 点 在 该 平 面 上 。 X^ EMENXESRTJERDA. 所 


KLHC aH 
= DP- D: D—-(C— 1A — aB). D 


* I9 


—C-D--i1A: D— ,B. D 
-C-D-C-C—1C- A— 4C- B, 
由 此 每 出 
F’ am (C C -1A C «4B. C(A, B), — (79) 
这 个 关于 A,B, C SOXRBDETIABHER BUE EAE 
得票 亮 地 写成 由 向 虽 A,B,C PERR HTA: 
A-A A.B A.C 
B-A B.B B.C 
C-A CB C-C 
RIRA F V UREA 094) BEF (796), 我 们 利用 这 个 事 
洋 , 即 如 归 在 行 询 式 MA, B, C) 中 把 最 后 一 列 喊 去 第 一 列 的 4 
信和 第 二 询 的 站 倍 , 则 行列 式 的 值 不 变 ; 


F= 一 PLA, B, C) (794) 


A'A A'B AC 1A. A— gA B 
I(A,B,C)—|B.A B-E B.C—iB-A -,B.B | 
C-A C-B C-C—3C- A CEB 
rh C796) 推出 
A-À A.B 0 
r(A, B, €) — B. A B.-B 0 . 
C-A C-B C.C—3C. A— 4C.B 


dS — PER E T PA 32:51 [0] EI (796), 

4A (932 3€, [ü] zt A, B, C EELEDEIGTS BEER EERV 
不 依赖 于 计算 中 所 选用 的 面 和 对 应 的 高 度 , 因为 我 们 交换 A, B, 
C Bj T B. C) HEKE. Min, F(B, A, C) 能 通过 交换 
T(À BR. 的 前 两 行 和 前 两 列 得 到 . 

公式 479c) Bele TIRE 

T(A, B, C) — IDUICA, B), 
dE RESI 
r(A, B, C) 20 

THERE A, B.C Er, R HULE TCA, B) — 9 
A D=0 Hir. 但 关系 起 MA, B)= Fidei A OB 


= 131 - 


kde mpm D = 0, URE C-—iAÀ-rB.pEr Co 


EF r=}, uc3EGRBBITHEA.B.C EREE 
MAWRA VAATA C746) XESD EI AAC), AA US 
HEHA (68D 的 推论 ,根据 它 有 

di, AK, B, Cka A, B, CO — T(À, B, €), 
jg r RARER FA A ATAN Hp HeRR E 
LERAAR.: Nir ARa Rh ERA. 
RIDERE iE” 维 O 2> e) pa mus 
A= PP» BFE, C=PP, D= PP, 
MERHER TI Y. ux vom A, B,C me 
HZR TAAR P. Ee Pa PP P. EG 
EE RE AARRE aA ae Ae E 
5 XT V EC AEA ATAA RAA: 
|^ A A-B AC 
B.A BB B.C 
CA CB CC 

D.À D.B D.C 
= iX A, B, C, D). (802) 
WERE s 一 4. XX RET EREEUE AU. A. B, C, D o9 
I] ERST FALE S35 . ong Sedi 81 

VF = |da( A, B, C, DJ. ( RUb) 

TE—Ron. HEE TAERA, mE t 
Ap A, oo, Ao BAe er ESDEFEETR A, AE Sg 
IETF BEA E AA HAS FS 

ACA 由 .页 -各 
per AA A ASCÀ 


i 
: : | 
An- A AL AeA, AL 


T" 


回合 
= 


F] 


-Ån 
-Å 


| ü2- 


= ICA Fus ttis AV), (8143 
XpTse- 2 我 们 得 到 关于 # 维 空间 中 # 个 向 时 号 成 物 平 行 多 面体 
BO Fo BR 
Vom [de Ay, ttr AL. (31b) 
Rf: 2o» AHER 
F( À,, A,, ea Ån) I is 
SELEH A An o’ A, BAR” XXE ERE, 


d. n s£xe[E RET m HI 

AE TADE HRIBE- TIEBID goo ES BEES 
ROT SB. RAAHE TETUER 2 RETA EE E 
的 定 问 ， 

对 于 5 维 空 间 中 #5 个 商 茶 闪 张 的 体 梁 。 我们 有 {81b) 315i 
的 表达 式 

F 一 | det, Às LIT A, X. 
FRATER de Au. AL, 2-7, ALD DE (xis coca x) ÆRA G H 
As Ayr. A, BRR SET TELE TRA, 如果 deCA LA LL s, 
A) EEH, SEGETES ETREERSIRIR As Aou AÀ R 
T3658 vg ice ui dp RETI ESUE Un ,RERROE falla. 3X 
HES 
dkil AS As t AL) mma, ELS 

HapVAmngm.A,.4A,c A. SERBIEN S E R m 
e= +] Al MRET F TZN ATER RAEE EM 
MEEA. 

RE def, a A IEDR A SA EJLER d EA 
LAE BEFAS EE RE JE mie. pn EM x, S e 


1) EHE å Anm An RIE BILE Ps AARATI EE 
YH FERRER E "A — ten 1 E Fh, mA 
nib. 


= duse 


dec. Ai EEEEPUR AS up: 。 维 宝 间 中 T 
TEST ARa ER A pA E A ARR RET, 
JE m E. Cb n ES Ån Ao cc. A, A B, 
B. o Bo fte EBIIEmEHMEES TA B 
IRAE 
dei A, 75, 8, e de Boo V BL D ( 822) 
HUH, RT M1TARDERA AB HEH- HERD, DITCUAAUR 
(Cr, x tt. x) LES EG EFE AmA ARE, GAS 
A C6 中 ), PM BE EAE (8222 Tau Am FER 
LÅ n 5, A,: B, ---,; 六 让， (875) 
JR RE GEEERETR 加 18] EEESERRC ,定义 为 
Lm B A-B-A. 
FEER A EB BI ^ B, Asc Be A 


À, E A, BoA, LB. 
( $2c) 
iEEBI B, = A, B, — A 一生 后 :A 
B. -r B] AARRETTA TAs 可。 AR C825, 
c) AHEHE: AA EEN Erme tAE An E A E 
JUS ERG FUP AU. AUTAR 
QA. CLA) - UB, e B) (524) 
麦 未 这 个 性 质 , 并 卫 用 
Q A, 一 (827) 
Eraz. CERE AE- HT A 从 空间 中 ， 


Do Eta Eut t Er ARES TT AX. e 表示 定 上 的 
Agia, ot CU uH l Satma EAEE. Sed 
a HAEC SERES e AA E uj par AE pet Het A DS 
9 = -Hl EE AAE RRE A = 一 1, Ett BiA EEE S 
Ean. "Ifak4]HES HERI RAAPA tI ERCE ses 说 去 证 将 
hob EA XEZE X. Ed ERE, Br L A 
saLimcr Bp ra clim üt CA XEURJLE ES; w[EURmm i EJ 
EENE AHER x. Wy. HEATHER S, finum ou 
PARERS z, mpmGR4RIEA-—d Hobbhm 6 R8 ALB—E. uu 
xcvi SIDE BIUCESRUEAm.T. GEgAMHEXTJEI-S "ELfp E. 


FASH Zr X B TREREE 
Q(B, y'a B,) 
一 gn[À,,: BB Blo(ÀA, BA). C20) 
[nj SE SF À, Åsa Á, XT ENI tts Xn) AB Tg: S E EEE T) 
AREER 
人 和， 一 站 (上 En) 
或 
PAb o’ An) = 2E, e, E) 
二 者 来 确定 ,其 中 Estea E, EERME. BH ATEAN 
OT 
表示 举 标 系 的 定向 HE, Ee ED. 对 于 * 维 空间 中 两 维 * 
TRENA A, Ta À, 和 À, "ta Aas Hi (821c5), (8159, $ 
们 有 
[二 ASA c; AL] — S8 VV", (844) 
p FA T OPETE BRAR RR HE EORUSDE E E HEP BL 
Tes TRACES DLE ARAE EHA; 
e = spl An ---, A,; E, ---, E, (84b) 
E= aoj Ap coc ALIE. EJ (84c) 
3ER 
BE = sunl BA ALS V AL] 
ADiAUGABUISERIDOR, FEAET EPOR PER) E TOLL HHE 
为 十 1 EDBISBOSEIUM HRS 一 1. 
HARRERA AT m SESSIBIHEERE 2m "iE Aue, 
Ans EB REA 
QA A ACACA 
FA, Attn AL =i AA Ai Aso A An 
A 


A A AV A... 


HERE RITRAE 2m AMEN PREE, Pa, 向 县 


=» 19523 


A, RDAS —rh rVHijisDoSAR A HEEN 因为 整个 
TDADAGE EVIL EÉBET,.2] uL 二 ,的 线性 型 pHC352). 
A RELE T EE 89 A, ttt rw titii A ^78 A; 
PEER: 并 且 对 于 国定 的 Ace. CEA. 
EZEZ., THAF 195 页 的 肢 生 》 

[A,, V AS; Àj cocci AL] TD (B55) 
m m^RmuEU Apa A, RATAR T AL 73 An RER 
EEE. TER ESL m m 815] (85b) aom. 

TÆ, PIHE m&r, H ERERNAEH Aj ttt An 
TA, o’ A, BETHI. ATRE ERE CNAA SAER 
s TATRA s inih SE e ER amA. FE Aut An 
E C EBRDE ER mE e. HE An o, AL WRD 
Shae RRA xr. TE r hg REES RA E. 
Ef ETE] hi HREF rs ES M B RREA aR E 
E.." WTE Asa AQ ER OH 是 AL, AL 
—'rze 5X tz EEES DA mICB 199 SH 

[A 5t Au AS eV AL] 

= [A AGE, En hkr CAL nAn) 
其 中 由 民生 AD 是 向 县 ALS LAS TERE Eps 
E. 的 疗 旺 所持 成 的 方 阵 葵 行 列 式 ， XE DA... AQ EL, 
En] 本 身 显 然 是 An Ce 只。 的 一 个 多 线 许 实 贡 型 ,因而 等 于 
TE, 0 Bo; En e, Bopal A, + An) 
EPRA AFA EAA Aot’ An AT HAAA 
E,e 蕊 的 分 量 的 证 阵 的 行列 忒 构成 的 。 
HAAA l, eif HERR SSA 
LA, cV A A, e AG] = ues VV, (B5c) 
Avv GaK A, e An RIAL Ak ERII 


1)274 9 irESESBHEL—IEGdqERIEIEGHEEX. R a a n 全 
整个 sedis mSmTtm. 
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395 eR n 的 举 标 系 的 定 则 ;就 是 
&£ 2 qgn[ÁÀ,, ^, A,; E, tt, Enl, 
&' = gpn[ A f, Aa c, En]. 
最 后 ,系数 
a= (E, 4 Eg; Eb ttr Eol 
FERRATE Roe. DAE EA Ee p AR R. 如 
r= x, RREH 
E, = E, e. Ea = E, 
IWH = 3, 50868) 一样. 
对 于 s0, REE CBScO 来 联系 # 维 空间 中 两 个 不同 的 
m! ESEGEEAM RT E, RE LE SRSBGE c0, 因为 如 果 
8E ,就 可 把 一 个 坐标 向 量 的 成 与 它 相 反 的 向 量 。 于 基 由 (85c) 有 
gn[À,, ---, A,; Aj,--- Az] — ee, 
因此 ,对 于 x EXIUR Asc AS Fax HERA Apos 
As fni du 
[A,---, À.; Àj, ASI m) 
ARAARA HAR T 与 a] 这 两 个 空间 由 的 侍 标 系 都 有 下 的 
xe jj ex Sp RER. 


e. MED 53 S BEBE I9] 


TE—^ m MESAEBUE eh, —"ECEOLSECGRETSBEEDOEGE 
一 个 确定 的 方向 
Q(E,, s, E,,), 
H B,- EQ DERRE. AREARE T x 中 哪些 向 量 
组 Apte, ÀA, 其 被 各 为 是 有 正定 向 的 , 即 与 E, ，… - , En AW 
同 定 向 的 那些 向 量 组 。 我 们 用 rt 表示 线性 空间 = 与 其 中 造 定 的 
一 个 定 划 的 组 合 , 并 且 称 t RS TER ERE, PLEDGE 


DPRD p= ERSS r AEREE M BU 包含 一 个 
ARRET RANAR. HE REH ERER OD IET H ACID zT 
SC ASHUGECERS 201 DFA 1). 


+197" 


ZAIE DO), BOE hre DERRE Ao ot An IOR 
A IE [8 EJ , 311 S . 

UCÀ,, rr VAL) = Ot), 
禄 对 于 ALERA. ung Ss ot ipm 
向 ,我 们 就 称 a* 是 正 向 的 ， 

—F3ETÉSEU — BE SP US a", STIL SEHE AMESTT IERERE EI 
HFE. WE- -AEE A, B 关于 w* A E ORE, He” 的 下 
的 旋转 方 杀 使 是 将 各 iie T 180" pAr B 的 
HERMA E.” 

MEAR AEH wt eTA h, ATE 
区 分 出 a^ ENSA. tA Eat 的 任意 一 点 ， 我 们 在 x* A 
取 爽 个 无 关 的 向量 B= PP C= Bp (E 

(B, C) = o(z* 3. (861) 
与 向 是 B.C 无 关 的 第 三 向 量 A — PP, 称 为 撕 向 st KHEN, i 
PH 

AA, B, C) m Qr*). (86h) 

IE o* PEUT — 1-387 R JU ASA GE 139 i) nad S TU HEC D Re RR 
3x 185] 

da LA, B, C) — 0 (86c) 
[SEE (5622. 如 果 o* EXP E EB P SB ds CR LIEBE, 
BUM E IE xx EAEE s* EDREIRA EN 
针 方 向 。 

同样 的 术语 适用 于 维 有 向 空间 a* PRAA AFM =", 灌 
EI t 中 # 一 1 个 向 是 A. AL T 

MA) Qa), (87) 


1) Hj xy HEAHEA e PRG RES EREN B, Cs REH p 一 个 
DESIT ECCE IRIS IEEE (WH HE. DEW TRAUUUU MOXTCS -AEN 
RADENMUMEGRERIST, dichhdgtx diis rcs —. 
XE FL f deu 3e Pe kit d e a 


w 1]5ġ5ġf 


我 们 就 称 一 沾 向 叶 A 是 指向 大 的 正人 证 ,如 时 
QA A 了 À,) = Q(c* ), 


f£. ETE ERE RT SS EROAN 


一 个 * 行 = 列 的 方 阵 a ~ Car) WE TIE- ERNE KX 
三 到 该 空 谭 内 的 向 量 Y 的 一 个 线 往 变换 或 线 竹 胸 射 了 了 一式. 
这 里 ,我 们 假定 X 5 Y S-T3BERIS pE E, "ttg E, xf 
F X = Gag ttt ta) Y = (yo co yah REMTE R 
如 下 形式 


y S apr, G =l, n), 
r=] 


—-H n 1-15] fl B, = (hse, bat E, = (bu, ary und © 
dir: — EH = A" [RI tfe C, 一 (e, «E ep C, — (6a ttg 
Candy sip 


' 
TL {7 — 1.2, n), 
ra] 


WERRIET AAA RI Le 158 
de(C,, Ca 2 dala) * dae(B,, ---, B,5. 
这 个 公式 包含 了 这 样 两 个 公式 ; 
'det Cis ---, C| 一 |detta)| |da(B,, ---, B, (88h) 
gn det(C ,---, C.) — Dgn detta) liga det(B,, ---, B,) i. 
(88c) 
AMAA DU CU C EC S JURE ES RARI RT; 
HET- TIIE n i En Sapa ETR RETE 


- o " » D F* G ç E 
= è = + > a * è > 6. E y F 
e ù e > > c a F >+ 


1) XRNGRENEEUBUERENL RAe” MEI A htk tem ERL T- 
KAIA SEM ETE tup T R EN Eat. EH ins 
SEXE T se Ini AORE AAR PC BL cS A Red R PB PRA. 
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对 球体 运动 , 方 阵 a EER Bun C 173 页 )》 它 的 行 
FAST rins —l. BI. 刚体 送 动 傈 持平 行 多 再 体 交 你 积 ; 计 


T cea) - 十 1 TEITE, EARE FER. 


续 习 2A 


1. 惠 用 向 县 积 术 语 讨论 练习 2.2 的 第 5 题 . 

2. d—4 Xm MCB. RRR E, E A m B 
e, p.17, BREDARE m, Ri PERE. 

3, WRA — n. ns 3)» ES Fio gi). xs; LEE m$) 的 还 
T RES 
moro 4073 oaa 


X—£f y—7» aall, 


Xy— £ jy 上 一 局 
4. 求 空间 中 两 直线 7 与 之 月 的 最 年 蝶 高， 上 出 方程 纵 x 
LECGRRLLEFEMELITLIE-ILMü-ICGE ALPE 
p= cit d,s cf] 8H 
5. WIER, PEs 9s Pes utto Paita v. ATARE TAA 
Hn ur B3EE PRECES A AF: 
Xy 2 


AI X3 | Äge] Kn ag *L 


* i d» oW Ys Yn y, nT 


6. TERE EA CT yi» EEREN (ts ysJ SE ESI ER 
EDERE 


+-+ + 


x, 5 1 
E Xi Yi l|. 
Sio 4 1 


7T HET]: ARER SAATA RRAREROEREX, JU 
X BUE a. 
8. (a) EIRFA 


a aM s 


s Ph otc 

a" BU "d 

x a Ca! t b -- c) a" d e ob el (a dc a" dc e" 

{b》 何 时 等 号 成 立 ， 

9, 证 明 向 量 恒 等 式 

(G) Ax (Bx C) Z (A: CO)B-—(A- BC, 

(b) (X x Y) - (OX x Y)—(X- X XY - Y) 
—(X-YXY- X», 

(2 [X x (Y x Z)] - (IY x (Z x X)] 

x [Z x (X x Y)]i 0, 


10, £& IAEA xzyiz om 0:0:—1 旋转 一 个 前 度 OI E Eo, 
使 得 内 《一 1， 0,1) ESSET x = r 的 旋转 是 正 的 . 

L.W A, B,C REXA, AAMA (Oa) 得 到 的 关于 
X = (A x B)x (Cx D) 的 两 种 到 达 式 , S Dim A,B,C 
的 线性 组 合 ， 

12. 设 Ox, Oy, OF di Ors Or, Or ENT TMER E. 
Eit Oz 与 Or PAMA Or d OSCD-z) iÀuUÍ 
H Or, EEH Os. 0x 都 成 盐 衣 并 有 目 偿 Ox. Os, Or RH 
Oz, Oy. Oz 系 有 相同 的 定 | 和， 这 个 Os, 就 是 平面 Oxy 与 平面 
Ory WZA, RA rOn 是 中 Hb xnOr 是 由 并 设 它 们 在 各 
ARBERTH Oxy 5 Ory 中 有 通常 的 正 的 定 癌 。 求 坐标 变换 
TIERE. 

Lr 3b mt 是 问 一 个 锥 空 则 中 的 两 个 m 维 线性 子 空间 ， 
分 别 上 共计 标准 正 交 基 ES Ep ;EE 和 E, En ooo En, 试 证 
em (E, En os E En Rs 一， ETH re 
REZE, HEP- 4uxRIRAG—-HEgEGSEBII—SU BH BS 
HE, 


a 2012 


£2 JEDE ONSEE 
a QE, 

"GRIPE EAT EBUERTIO EE SARRE 
时 ,数学 分 本 就 开始 起 作 放 了。 

Plin, AapSGRRUD)AE ELO A BIA — 80 3f. HT XR HER 
B5— T EIC, apio He E SEE, n FE ERE P E REG — 1 RR 
定 的 HoE U— ET Bug) 起 起 的 速度 ， TE 103 x ES rn dd 
HBOBRDECRRECEIC M MUABE. 于 是 ,这 个 场 向 忆 的 三 个 分 
zx BTE 29 eC FG SUL ES REEREST TERRE RES, 1 056 1 ERG 

xr, ccn mh. Ha Xas Ne]y Ax nu. x3) 
Hu. AORTA AA Gas nux GEARRE U, 

fF Rie es iR CAI FLUR D EUSE ETE — tAE, PRIM TOR 
Suy Rr. Suppe Tak FUB AS 力 定律 对 一 个 单位 
质量 的 万 有 引力 。 按 职 这 个 定律 Jas F =Q fo jo 在 每 一 
成 (n, Xs £i) SESEHSIIDE S TRUE A, 3T R'EEBLAGIBCEST MUR A. 
FZS Y. 

PAE, mUa F, DERYDpSetPURBCUNERXRGL. 在 一 个 结 
EU E )L 【zs zoe xD RRP Id tU A GT LIAE 
His ash. 仁 另 一 全 第 卡 所 举行 系 中 , BUE EC EE no x xS A 
REI SEER xu Ya Ya XB y; 53 x. E 

yp 04, F eps, t gpt S 
h — ayt P cur; + tar: + fy "8925 


N74, + By 十 PETER 十 py 


E 


4 — Dorr Tt Bi (P 1.2. 3) (8üb) 


PGTHEGKGRAS. 于 是 血 量 在 新 坐标 系 中 的 和合 是 os vues 


* 224 


kl 
un S ELT. CF = 1,2, 3) (89c) 
AZI 


Ad. 

Jj & — (Con EEH, SACRE 157 WEOE STE 
HRA. EE: FAA (89b). (890) 关于 za 与 成 的 解 取 好 下 
形式 


xg = y aky: 一 di) (R == l, 1, 3 (89d) 
i 
NH, ™ 2 dikt (Å 一 I,2. 3). (892) 


TE tota m PEEN EE mp mg os, 都 兢 定 一 个 向 时 
Mj U, dE Cr re 5) Sere A XE, ea tn MRR 
SUB -— Rum Ts RAIL xx U EJL s YU 
FAPTE o. Bauteil. (89) Erb; HER yu 5s rn EBD (R92) 
RAB. 


b. 数量 场 的 梯度 


一 个 数量 场 基 空 间 书 吉 王 欧 一 个 浮 数 一 SPI. FETERI— T 
BEJLERI A P AEREI arpa d, BERGL: 
Ha aE 45-7 fini Tis zi). Tr] np e mox — rt Es 


z 一 E" = AC 35 Tj) 
à 

入 一 -人 
By. 
? 

H; = LA 一 TRACT E] 7 
Ar, 


ER EU m n Tm nam, xo BPA A HI 
F, 
在 住 何 一 个 与 原来 的 坐 襄 系 有 关系 《394) aE (890). HP E 


LEE E 


EIL (y. Faa 4) 8A BR RUE iR T EL HERA 
$ = ys yas ya) 


一 (o eng — bal, 2o alye — As X nulo 一 m) 
=| ł=1 二 一 1 
zen. BIOL XGETICES? 页 ), 我 们 有 


Br 2 8 Ox, 5 
A 
pm m guis Ya P= D o LL D uei 
8y; ' i Ux. — 05 — im 


利用 关系 (890, AHAAA U E o ya 4. Senf D RA 
3r 


Rif xps AFART- TER LAE BR ERST 
Ho p eB MARE U Bs E. ES U Abg 
A 的 梯度 并 三 识 作 
U= grad s. 
EE 46 DASS (45), s ERTH RIE cose, cones, 
cose, 的 方 铝 上 的 方向 导数 和 堪 Ceo to *3 坐标 系 中 白 下 式 给 出 : 
e &i ek 
Dar às, cosa, 二 8s, cora E Bs, CDS, (90? 
TEE 13 2218178 m, m, e, 的 方向 上 引进 单位 向 景 R = (cose, 
ense. cosa), 我 们 就 能 把 s 在 庶 方 向 工 的 导 娄 用 局 量 记 寻 守成 
Dw = RR grad s, (9ub? 
Haye EXECRASOLE132m.,.— IR: 1.33] 
[Dass| m |R] |grd:| = [grad 5|. 


= 7 ck! Fk ë + t F ga p > > oko > o* éóG0-* à ^3 E ox 


民 为 mads (HM -fEIEREIER EC ARERR E tA 5C i 


Da lrg F) * MBrat s) = |grads]. 
grade | 
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OB OR y 4 E C 9 oa Go. a Cox > * —— 33 B OB P w 


我 们 将 在 RESI de ERES ES T UME BRTETEZ 
IEUSECEEMS— EMAS PUDBGOHOOSPRNUE. R 
T]RQEBSIE—-BÉEREdES > 一 firn o 的 梯度 ，  RHDSROE < 
ERABE (ns n FARRE ER CREE EH ) 

fm f xu, vu) mm RAE mn 
AERJ. Ws 在 一 点 P 畦 消 经 过 FP 点 的 等 度 厂 方向 上 的 方向 导数 
TRED 因为 如 时 如 点 是 该 等 商 线 上 另外 一 点 , 风 
(O) — {P} = 0 
RH OEP ZARES ER, Fike EHF a RER (LS 
45 D RARA E P RUE ESRERUIER SIS Apea 司 
EmA R 是 等 高 线 的 团 号 方向 上 的 单衣 向 晤 ,就 由 (90b) 有 
R> gads = 0; 
PIDI 8 MD RACE KT EADROAICIORER, A5% 
HE, XT ORBRGSaRTEAUUIPRGEAROZ. ZIUECEHEGEENS s 月 
EE SERIE 
s= fir rus n) mE EE m e 
WE KG RS E dE AES EMO — NIRALI EO AMES 
ECCSEAH. 

FEAS AMA ABAE TARAA RRRA. 
HoA e TER ei) IB —4 SUESS M ES TR p) 5833| JJ 
HF HEA— ADE. IP AARE m PME LER EOM 89512) 
E 卫 一 eT 'EP p). ij R 表示 辣 是 

R- gP — {n — Es x; 一 £u x; — E. 
Eras pete. F a2; -R F 的 六 小 是 CIR’, H 
B C 一 YmM Cv SORGCHDUTREO. PLA 


C 
p-—.t.R 
iR’ 


*2U5« 


P — Y : 1 
h m € ea A Y oo Gal, 
| " (A 一 p (REB — 2 d —xnX 
zi TREE 
f; m -8 ——— (Cf = 1,2,3). 
xi (E, + — 6 4 n) 

国 此 

.. " ul 

F = i "E (813 
EN 


y æa (, — n» 4- C. — n? Go ny - RI. 
TAK P 5 o0 EHER. 

wE AUDE AERAR ROHE A E E 
HERTEN, THARA. RITA ZNE— RE 
META GR 


e DRRR EAE 


Bufi RC AA A 8E Y Aa e DU 
BEHE NEUE. Hra r AER y taR U 指定 一 个 
ERR HEE. 称 为 向量 声 U DER.  XPT— ARREA FL 
ETET 1) "S bn. 在 其 中 J 一 £n LFE t) REAME LE 
的 散 度 为 这 样 一 个 医 数 

dwU = PE PEL Pao (52) 

Ar Br. ar 
DEGIOADEOANGTIÓOBEASS ELA, RTS, 
BECKER AGE URSI ERA dvU KRET AEM HIE LASER US 
ERRI 证 一 点 《al ra n) EM HR LER SERO SE ESAE vis 
D aua U BERA- ER LER ESO UE RO ESTE o TR wr Fe n Es E RU 


eg, GEP à Ba. Re ik 
$ 一 La. 
Gr — de — de, rs EG 


= PUES = 


的 分 县 由 关系 式 (890) Ah. CRD EREA AI RIIA 


ł 3 
. 5 ĝu Du, Üy 
diU =a SHR mE IR V 
ru Os à. P—À Qu, Py 


. E s 
~ 2, aa Ds => EE T 


TESI y; i-i Gy k-i 


AUR 3RZE FERRE CES HOS Ero P ASABA E dv. 

这 里 我 们 满足 干 散 虎 的 形式 定义 ， 它 的 牺 悍 意 闪 海 在 以 后 讨 
RnS O P). 

FAAR U BISHEDERE ANER E TRE EE ROI, 
魔 二 身 是 一 个 疝 量 

B 一 ul U, 
^nikdp—7r ns LET K3) 3e ie xn lam U RADH His Hip His 我 
TESI RACES curl U 的 三 个 分 组 A. bn 5: 
h 一 Bn Ou b. Be, | On, à Ow — Ou i933 


— = EN ME 


S81; gr, Bx, r . 8x, ra 
RATRE- +H ETE XT REEEU HEDER 
i8 di-—TOPAKRRCT E eE R A A E 
BELARRA Em. Edi HGgESqIERDET Xp EL. A 
fipSrAackeRACHEEE EERE, Gl E TAa e DE 
ENARE. 

WERT EA — TUER i 
a ĝ a 


8n Sn O5 

HRE HA Sb FREE aur m OX — HIR NNEE E BEeXGR M. 
V UERCO RET EROR I REO CERCARE ác. 3E 
EUX s EE RLAPIDEC EXGR 5 ARAME AGADIR 


» PÜF a 


id 8 B 
tad s = Vic (2s, ——1i4 rl, 94 
E n Pix. > fr, ) 91) 


河 Ft y U 一 CF it3 s 83) ROI EE EeXg EET 


如 Ü B 
WUY Usin PE 
iv BT aot iw. 
最 后 ,向 量 场 U 的 话 罕 是 向 量 积 
culU —vxU 


-e[.Q9.,—.8.,.9,—09,.9,-—. 8 
k ar: Hs 8e fr, ^ 8r, fas Ox, "a Ok, m) 


(04c) 

LIB 179 Wi (715)].. OAAR, AGOS EXC, 

Bina 5EReREGUZBROBBUERILAtbeiR2CXG Eire 
{$9 中 之 下 ;由 链 志 法 因 我 们 有 

8 NEST à 


—— — Pe S ag- 
加 ? 
By 人 Dr Ou Fd Ox 


REVA RARAHI M £880 来 变换 — Rat SM 
Ve, YU. v x U ERRATA,” 

ARTIGE- EER HIKA. PENRE TE. E 
I EUREN E 


cun grad s = V x (WV), (933) 
MXDEEETE. SR HUE 
dw cel U — v -(v xUj-—u, (95p) 


RTA AAH. MERE ECBE ERES RE 3C, E FERAE IBI RT c DL 


1) 在 慰安 v: re ERADAGEIIEDEg4tE BEBE. S5mW meti. 
E EN SS IBNVISTHIUR E d TRE, 

25 ERRAR AARAA T. Ai AER 185 misit E 
Tra EHE EE ASAESX—umULSEES.d4u—vrESIES. E 
21x EF PL iB He ML He SERRE Rp HETER EUER ARD E. XR 
A: HARMAATA EH GREETE AAA ETTA 十 1 的 
IZ M Taraa U, cun Ueu aae EERE, CU e 
ARERR REIR wi U FAEH N. 


ı ÜA ~ 


WiupinikuesxxX, Ap EGHDTAPSINEV RA EAE CH B3 
pil] BaH ERAR OR (95a. b) ERO LT ET 

Vox (Vs)(v X v): —l. 

vV.(v xA -—édtv,v,u)-a. 
另外 “个 T9 ESTUHSAGRCT WE AE ERE: 


div grad 一 SV - (Vs) 
Era és A*r 
— UC oq. qp cL am Ax 95 
ad * à + a - (95c) 
ix Hi 


ài EN ex 
ERAR E Eai E (Laslace opereto. ao DE 
Qr y Gr I 
Be 十 8x + PE == i) {03e} 
MORIA ESAE s ME, BATE RENE 
To mp (rt (pxentia]) AA, 

Münirzy BTA AESA "BERE AR AEA 
iH. hr AGEE nors tota Mn -A eatae anii 
JÉ ARES — TEAR HRE — Ar ERREPA Aa, AHE 
—T is RER Bos Eur pR ATE e EA iE 
EM. ATE TREERE RAER. 在 # ah, 
RUT (55, b) OLA, EPST A ERETI AAR 
BORE Fn. 


Dsi = 


d 向 是 族 ， 在 空间 曲线 论 和 质点 运动 中 的 应 用 


BHRR h XC IeGEmEGUEeSBImSSSUE. EU SÉ, 
其 中 向 且 Uni 站 古河 应 着 -一 个 空间 DE EE & T — 
Ka Mr ADEHESUD IRE : 的 入 一 个 位， 我 人 写作 UU 一 Ut) A 
*t U Bod BA xi 


SM. ona L Ub 4-8) Uh (963) 
re BIB OA 


中 DY a 


VEA S Rs 


du, dus su, GEL 
^ hk? d (96) 
zy ABER xxn n] SE Gy EE XE OST B RORIS NR] 
d à d u 
一 = * 2y. 9 
n Utv? Uta ; (973) 


d dA d 
- aU = "^. U a —U, 
p J d er 


dV EV o4 9U y, (975) 
d ee d 

总 一 V 4 JU 25e. 
* (Ux V)—U x PEE V. (A) 


AEE ro FE Sh e st 

£c eit), X. FEEN 3X, = duGJ 
Bistrot Rm —de dett Es P BYAHE X= XU — OP 
MERHER. TE 

X = (rr, g) = Cefala) at, SD). 
向 量 4 的 方向 是 曲线 在 对 访 于 f 的 点 的 场 线 的 方向 。 忆 为 应 
量 AX NGA) RO ASAREE Mrt 
所 对 评 的 点 的 线 诺 的 方 癌 ， 这 在 Ae 0 AFART pot 
BER. 当 Ar 0, GDAOXXKBU nd EEXECST MRAN] 
But —^4-9 £d LRUJL — A iss Ule ASORUHH RO BRE PUUEYE o H 
sR BTE 

| dR | _ X 2X 


di di à: t. (5) 
DEB: 00 ELA KE HE T-3P- X I LRL EIER HR 448 页) 完 
全 一 总 的 ， Bib, kp ta, UROSTA c it 
全 ,应 用 C970), SA 


* HU* 


这 个 方程 小 朋 向 墅 


EX (Wu d , £x) 
d? .q)5 ^ df dr 

PATHA. RMATA EOS Et UR. JEH C 
Hie HE 


+ 一 二 一 


ES (100) 


^S HLRZEDUH JE ete d, mde ettet EE LEE 


ELSE. LL ER EIU EE PERTERRITI 2o HE RE — Tr E R26 
e (o zx, Rob bu, 
RIKENA Seo x 5S e CR 370 Ax CART 


THAHET- REL Xp €. Y 二 -二 全 是 长 认为 i 


EHIS HARROA, sS re 4- An f YO) 
AX ELE AREE Er S, AY = YG + a5 -— YO 是 
连接 它们 来 点 的 髓 量 。 ni& xk ERA SA so d- As 的 点 的 切 
RRA EFIE o 与 YG + A) LBS. 于 


B. 


LAY! = IY és + As) — Yr) = 2 sjn £, 
[x 为 
Yeo = [YG A) 4, 
AL 
2 uni 
——], 3 -> iy 
P NOB 
LUE: 
[4X — | aY = tml AÍ |. in .8. 
di ds PT Ae Ar 


二 四 


PIE | & TER LS SEDET E EA SARRE 


e. — 4 E ù o — A č p č 9B č a — 0» ê — 8 — oho è A M M — n. — 0. y Ow y y M o m 


由 率 向 量 在 力学 中 超 善 重要 的 作用 ， 我 们 假定 一 个 质点 消 一 
条 即 线 运动 ,在 时 刻 : 夺 位 置 向 量 交 ( 六 ， 则 运动 速度 的 大 小 和 方 


向 二 者 都 由 向 量 Š eh, 类 似 地 ， 给 出 . 由 
EX we PELA MEZ] 
aK 40 X 
di dt di 
和 
dK ds SEITE dX (101) 
dr dř di dz dé 


RRISE X 关于 : 的 一 阶 和 二 阶 导 数 。 方 程 
(ODREJA PER. EMEKA TEN TARAN, CE 


*à Ch U 4 Y 


MER- Rc RARAS EUREST £ e 5. MAREN 


RIZ ISMmIüKGTIC BAARNT AETA 
dbdPUIAGAGRNREG NEGO. 对 干 一 个 单位 质量 的 质点 ， 
加 速度 向 量 就 等 于 作用 于 质点 上 的 力 ， EREA MAERA 
方向 上 {各 在 这 种 情形 , —^A- exi SEBIADEIIOAS ARARE, 
仅仅 受到 捷 首 于 曲线 的 到 作 泪 力 》、 JAME RSTE HAR 


T EMEULXETLT HUE RAE FA RA E. 
Bog 5 


I. B3E-— OTAR P PDC PE PO Eae 


D) &zs AHROR RAER EHRM 把 月 ERSA. TY EAE au 
HS., HAE Y( 与 Yd aD CEREXA—EDRSGEDIEPEE Yos 与 


Wo * c o.w * 4 Y^ x 


BoR PEER TR ETETE. 


(2[2. 


ap PR La h LE 


TE -ui “pr 


mu. 

2, fie P AUTRES 

Ca) erd wi) = m gred 8 + Sendets, 

(b) dilet — U - grda + «div U, 

Cr) cud (ol) — grad « xX U E gecul U, 

(c) div(U x V) 5 V - cl U — U- cid V, 

34 U- v ZT 

v, 2. +U, -2 + U, 2- 
8x Oy Ds 
的 符号 ,验证 
fa) zaU- V) — U YAV -O vU-- Ux cud V+ 
V x cu U 
(5b) curl U x V) = Uda V — Vau U-- V . vU — U. vv, 
4 xb piii ETasu 
AU — grad diU — curl eurlU. 

5. WRR e — KO, y m gi. c — AG) EA — BI 
^st gm" RASE LASS 3HERES — 7 ELBUSE EL S24 H6 eUES [n] 
Jd ELS 所 对 应 的 所 时 的 极限 ， 

6. uEER HE SE TRLERCRUHZUAR F1 Eii T EE) TRE PI. 

7. CERAH ERA RAAR ERES. Vk d DAE 
ERAR A pn ES, X OE G DA P. EH 4 很 小 
时 有 d— 1-5 (4). 

8. E ERS BEBE 其 一 XO) HERE 

i CEPI? - (p Xy 

9. 如 时 X — XO 其 一 条 出 线 的 任何 一 个 参数 表示 式 , ANLE 
X WEARDE d/r 在 基点 的 密切 平面 内 ， 

lo. PE CE-A ERT MAHR, ADRE CLA, 
UEcELEA— A RB, ERA a Bjs pawia 到 5 上 其 它 点 的 
Tàu. 证明 4B 垂直 证 曲线 ， 
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11. EREE x 十 六 一 a E ERE, 使 得 这 直线 上 任何 
一 点 了 处 的 切线 与 s 轴 之 闻 的 夹 角 等 于 Y 轴 与 柱 面 在 了 点 处 重 芒 
mAAR., ER R EEA 54 PUEH TEE 

r= acosÜ, y-—asinB, z= C+ log sinB 
再 证 明 这 条 曲线 的 曲率 是 二 smeCl t sin, 

12. 3KHH£E x — cos, y = aaf, z = J(8) Tr 0 hgp 
而 的 方程 (参看 第 5 M), TH, WME KO 一 (cosh46)/4， 则 每 
一 个 密切 平面 者 与 中 心 为 原点 , 半 人 勾 为 V《1 十 1145 的 球面 相 切 。 

13. Ca》 证 明 经 过 有 曲线 


y= L ar, y= -> ge 
工 的 三 点 fis dzs f; 的 平 而 具有 方程 


1 m 
DY 2(4 + F &) 5 + st, Fiti t hs) 
| c 


mu ELA = P. 


() WERHB£E 5n. 5. 05 SRSEREDPEMBIISE BL EEOX TE IBI. E. 

14,39 X — XC EEE ATAR. HEE AC) 三 
次 连续 本 向 G AWE) 求 在 点 上 处 与 昌 组 可 紧密 切 触 癌 球 的 
dues. 

15, W X — X). R i freu E— $6828, Horn s gus . n] 

|i£p — IŠ = [Xp — (X Xf 
—(X.[X x X)y. 

16. — Kt EPVIPXLAROUOD ER 22 RUE R8 CAT AS 
[REI zz EE GS Ele EC RD E or AR TRI CREDE TE 9 4 P9 ei ER Pg xs ue 
BJDRA. vx EG) AC 月 示 沙 车 曲线 XO) 切线 方向 和 曲率 呵 
量 方向 的 单位 向 量 ; 我 们 用 EG) EREET & 和 noB 
晤 (所谓 副 壬 向 量 ), 它 由 (& x 5] 给 出 ， 证 明 弗 加 力 公 式 


be 


PENES E, 
5 "ae 
TNI 
: t 


Hh Lip 一 让 是 xk9 HRE, Ur EXO NREX, 

12. (88823 16 中 的 向 量 fy Eus 5 PEEP R E G) f] 
E X ØER (OMA X 到 与 X mtus Els xay docs] 
E EAR X. 

18. uE BH p oo E yg et SEE tt HR, 

19, 75 à 8 B) — Tr n AR 4 和 一 个 动 点 PP, TE Be ha 
TRAH. JH PIS r ERE BA e Amn PaA 
I) SE fr E, DERE 


d = 
Zip ~ —a-P. 
di 


20. (3) Hb 4, B, C RE EDGE BPRJUSR R5. EP 9 — AS 
3. dk a b.e EDO Pa, PR, PC 方 启 的 单位 癌 景 ;把 速度 
P = üt + b» + ci. 

证 明 
Dd 
|4 — P| 
(b) UBER PENAS 已 是 
P — aa + sb + re, 


lE .bz Ca - e)w]la — sb — weh 


á 


其 中 
(b 1 
In & T 1 A'l 一。 e -r 
T e( T cR) 
4- (se ul c 
"Ada =P] ie 
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ELE 8 $0 v FUR SEQUI XS. 

21, 设 z= sz. 9 作 表 示 由 在意 一 条 曲线 的 切线 形成 的 曲面 。 
证 明 Ca) 这 曲线 的 每 一 个 密切 平面 都 是 访 曲 画 的 功 平 下 ， 中 ) 表 
数 s(x. y) WEDE 


攻 77 x, == 9. 
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第 三 章 ”微分 学 的 发 展 和 应 用 


31 隐 B X 


a， 一 般 说 明 


在 解析 几何 中 一 驼 曙 线 的 方程 富 党 不 是 用 — 100 这 个 形 
SAEI) F(x. y) 一 0 这 个 形式 给 出 的 : 展 训 一 条 直线 就 由 方程 
ar + Èy -temid EA, AAH EE ra d v/E ml 
don. ERRUR yg :00 的 方程 ， 我 们 就 必须 从 方程 
Firn y)7- 0 Po ROE. ESA pRB Edat 
殊 的 问题 ,就 是 找 ; — 90x) MRAR, AARNES mE EY 
FE Firs y) y — fC) —0 Ep r 的 问题 . 

这 些 倒 子 指示 了 有 从 方程 Firs y) = 0 HU kN 
HEE 莫 至 对 号 舍 委 于 两 个 豆 旺 的 函数 的 方 在 我 们 也 将 技 到 这 
种 方法 . 

在 节 简 单 的 情形 ,例如 前 迹 直 线 与 精 圆 的 方程 ,方程 的 解 可 以 
忆 上 素 为 初 笑 琐 数 的 形 芭 .局 谋 另外 的 情形 * 解 可 以 接 返 倍 。 并 且 
T ERMET ERIO. Rii TIRS EEG. TH 
求 方程 半月 出 区 形式， 或 是 它们 的 近 山 ， 而 琶 要 尽 直 接 证 完 族 数 
F(z,3) RaT EB ILEGRE;E. KE’ ARE POS 
5) 中 的 变量 ry Eb— Eo Tee. — 

ERE- tA Fie = 0 AEGTIXUR y 一 fx) xw 
r=) MIEX EZ. 18S Fey) 0 Bp, 
它 趟 允许 任何 一 无 函数 年 为 它 的 解 。 算 着: 方程 x 十 一 4 只 
被 单 名 的 一 对 值 r— 09, 9 一 0 所 满足 ,而 方 春 乓 十 大 十 1 一 
WHSCEGwEERDSECXHES BERGE, IERI DEGREE 
Ethe Nux.) 一 BUBGEX—TGEEE y c Hx) Ae 


a DI? » 


SATARA A b prt CEA. 


f 2) 31a 


1. RATETA Ceb) 有 Ka. 6) 一 0。 扣 < 为 已 知 * 请 
a TER a EER ARAE. F ERANA A 
个 方法 才 可 行 ? 


b. JL efe 


ATEAREN, REPAR BÓ. y) 用 三 维 空间 前 曲面 
一 Prs y) 来 表示 。 方程 F(x. y) 一 0 的 解 党 全 等 向 于 两 个 
方程 # F(x.y) 5 x—0 MEINE. MLALE, REAR 
ABER MERA zm Fir, y) ERS ry 坐标 平面 相交 于 某 条 
曲线 y — fG0 SE ox 4960. CmTuxcADSBübut(ni ie, 我 们 
X HIR I. 

第 一 个 可 能 性 是 曲面 与 平面 没有 全 基点。 PaA m < 一 
Fix, yp =r ty tl eT oy YME. Ami RHA tHE 
HR., RAE, BIKER REDHA Cea vu) W FO 
y») — 0 的 情形 。 这 个 点 【xos yo WAT ERU ER. 

知道 了 一 个 初始 解 ， 接着 就 有 了 两 个 可 能 : 在 点 (xe x kb 
HYE RE EKR, 或 不 是 水 平 的 ， 加 果 切 平 而 是 水 平 的 , MU 
我 们 马上 可 以 用 情 子 开明。 不 可 能 以 《ay n2 TERA y= 
f(x) x x — 6. PMDE = 一 所 十 如 GUAE + 5. 
y 一 0， 但 是 它 不 再 包 人 省 xp 平面 上 的 其 他 点 。 与 此 相对 比 , im 
zc— xp AADA t= 0, 7 一 0 AE FARER 一 0 
与 直线 YY = 0 EXE EARE E IR RUNS VEEGT AUS, (d f 3x C108 ub 
HEDERA RESO y» 一 fr) 或 一 个 函数 x 一 600 表示 出 
水 (参看 图 3.1 与 32)。 男 一 方面 ; 巷 半 当初 始 解 的 友 平 面 是 水 平 
B], F(x,y)-— 0 也 很 可 能 肖 一 个 解 ,加 从 Fyd 一 《一半 和 = 
0 Rm. 所 以 在 水 平 划 平面 这 个 特 嫩 情况 , 没 右 可 能 作出 -一 个 
一 般 确 定 的 结论 


= 218^ 


[3.2 seny mp5 att 


vU FO ege EE TE AAAI BPE AERP 这 由 家 
MEAE Ug e= Fes y) SIDLUTEIE SS REB SIL H EI F US 3E 
XA RIIE eT E3932 (B V 73-0] Ba s Hr 137 — 15 , BECAS eT TE 48 
机 在 Cos yo 附近 交 xy 平面 于 一 个 单独 的 完全 确定 的 光线 , JI B. 
期 望 这 -~ 了 晤 线 邻近 初始 艇 的 一 部 分 可 以 由 等 式 Y — £0) 或 x= 


= 719» 


ety) RER. MOGREDUORTSUDEBDRRDGRIOERBEN Fo. J) 
TU FG. Yoda — TRAE 0 (ROB 48 XL), 这些 就 是 下 一 节 讨 论 
HE Ag. 
f 习 31b 

1. 赋 容 册 面 s — f(x. y) EEE Rn, 和 ?的 一 个 部 
城内 能 否 涪 证 程 xX#， 8) 一 由 中 的 + 远 出 成 汰 ?的 一 个 冰球 : 

i) Ñr, yl =r, n= r= D, 

b) ix, y) = [bgr + OO q= E5, y —1.5, 

€) rspp = siale ty Oo— l, ry li 

d) IG, y) =x r’ -+ Pi —- py Gas pa = 
c. fam IER 

S XurERGHETEdS ao. 33BgeBme 
们 的 一 个 法 则 . 


各 nae 


Flxoy y) —9. Fwy po) œD. (1) 
ZA Gor 1 Ap PERNE- 
一 (1) 
WEH oem rm nob o MEORE EAD T x ,方程 
Fiz, y) =ù ' 


fS HE y=] ETEN v — 2 y RE E 这 


Firs f(32) — D, (32 

Yo — B X f(x) 5S yo t fs (3a) 

Flr, M (3b) 
gh. PERDET nes 


Dr E 


yf 一 一 全 (4) 


3 


这 显 一 个 在 初始 解 Gn, 9) 的 郭 墟 内 来 解 方程 Fr, 9) m9 
的 严格 的 局 部 性 存在 定理 ， 这 个 定理 并 没有 指出 如 何 去 找 初始 
解 ， 或 是 如 何 确 定 方程 P(x,y)-— 0 是 否 有 满足 它 的 任何 一 个 
解 x. y). 这 些 是 整体 性 的 问题 ,已经 超出 了 定型 漆 疼 ， 艇 ?一 
fir) EME- HE ETE RUIEE tE FREE FOU SS RLER JE p xz , RIT S y 限制 在 
BEA 7 一 上 <y< 近 和 十 有 之 内 的 上 时候。 这 种 限制 移 必 要 性 可 以 
方程 

Flr, y =x Ey! — 1-60 
XUOEBURBJELTEIEJUEÉD. HEARE lr r, 
这 方程 有 两 支 术 同 的 解 
TI 

a gc EREE TAS, MERS PBBE y 100. 很 
iB. ARRE E E e RE R ees RA 
Hp o 取 正 号 , 渣 对 无 理 的 zx 取 负 号 ， 当 我 们 限定 > 取 术 变 的 符 
SHARRA RAA EAER HE E AA AER zo, — 17 
mel, ERE ait yim 1 AERE yo Pii  . A 
BE jo Ar in-H ef A ETA l eat il E 
EWE +y el 5n ASRIY mE AALY, ff 
ELENA r yo mA LEAFA. 图 数 F AER 
f 85 


y'= — IE oum — x 


B, 0» W 
对 于 ok 一 x1 定义 ?为 0， 这 样 解 y — fGO MERKA -1< 
rs 1 上 连 线 。 不 过 在 区 间 的 端点 , 由 于 F, 一 0 微 商 y 变 成 无 
BK, 

下 ~- 节 我 们 将 对 这 个 一 般 性 的 定理 给 以 证 明 。 这 里 我 们 在 
£1, UBER CRISE QO 的 存在 性 与 可 向 性 一 旦 或 立 , 我 们 就 


- Zala 


—l«r«l, 


"PERCHE USC MESS 55 mr CIS) EAR Fx. 92 来 得 到 fi) 
RERE. HEHEH 
F, + F,.f(x) 0, 

因而 只 要 F0, HEHA CI Sith, WRH FO. 
y)-—0 确定 7 作为 * DAAR REAT 

dE = Fady -t F dy = 0, 
内 此 

dy = dY de = — F, dx, 

dx F, 

—^ BRE y m 10x) ARRO TERG EM 假定 函数 
F(x,y) 其 有 那 问 样 阶 的 连续 体征 测 ， 举例 来 说 如果 Fry) 
在 饶 形 (2 中 共有 连 然 的 一 阶 与 二 阶 的 微 商 ， 方 程 (4 的 右边 局 是 
x 的 一 个 复 音 涓 数 


F Cx ,fl#)) 
因为 ,由 于 《3b》 分 母 不 为 #4, X rr Gon G0 Boi — Bregre So 
商 , 我 们 距 由 C4) 斯 定 y 有 连续 微 商 ;再 应 用 链 式 棱 则 识 得 到 
y" —— Pr t Esef - FFs . 
Hr ARAARA RER 
如 一 一 PE HEEL ER (s) 
当 我 们 度 用 隐 有 函数 的 一 般 定 理 肯 定 了 某 区 各 内 函数 了 的 存在 
性 后 :法 见 (424C50 醒 可 用 求 求 出 隐 国 数 y 一 a HAR BIE 
不 可 能 把 v 明显 表 为 初等 艾 煞 (有 理 顺 数 :三 角力 数 等 另外 ;车 
使 我 们 可 把 方程 Fry) = 0 HR» BARH BACONG H 
ix y DS CSS DE ACE Bt. 而 不 用 去 求 那 » 一 fm 的 任 坷 
Li 
1, 双 组 线 第 一 卷 第 109 页 ) 方 程 


a 222 


B(x,y)om (6 -- yy — 2a — y) — 8 

可 对 yy 解 出 来 基 不 容易 的 车 于 r0, y-—0, RODEB 
'= 0, FQ, F =Ù, 

324 TET E PE SE JE SR AEA R o USE AR R 
TIXUAÉRIS NATRI ARA. CRIX.XIBHAE D PBPEP y € 0 的 点 我 们 
AURE WIESE TUA r8 Dp y — $05) 的 微 高 出 下 式 给 出 : 
Fu 000 tr y) — 4e 
F, Ay x! -E y ) -E day 
SBULTRIELA ERR MARET Ep EHA, WARA Y 
的 包 式 表示 例如, 极 天 与 极 小 可 以 出 现在 y! — 0 Sb. BIA r= 
H, 或 是 ity) -—o e^ 时 。 由 双 纪 线 的 汶 程 知道 , 当 * 一 0 时 ?一 
0: 但 是 在 原点 却 汶 有 报信 点 { 震 君 第 一 着 第 109 页 图 S.1.3), 所 
VÀ AATA E TEUTUA 


(25, * 2) 


y = 


作为 极 去 和 极 沾 ， 
2.8 tk JL X EX 
其 有 方程 
Fir, y) = r y e Fary =l 
($8633) ERARE, TER b dii B PURSE, 由 于 


Jj 
ot L-- 29. 


图 3.3 EpRAGUE 


+ J23 = 


在 该 点 F= F= Fi RORBU- ARR. 对 于 所 有 
使 v*x az 的 点 ,我 们 有 


六 一- 入 一 人 
Fy y? — qx ` 


国 此 : 当 * 一 ay RARR SE BO 2 
r=a 2, pedt 
II. EHE SEL 
A 3 3lc 


LiH FAR JEC EEA Y eE A 
a] at t xy hy 77 7 12.1). 


c) ry + bgr — 1 (1,1), 
d) zd vd ey e h3 11), 
2.2E E 238 1 ppe ERE SER HY 


4383 T8. 
3.ck 53 21588 1 rp Re I Bee. POTERE GER a Ei 
HS. 


4, 可 是 ] pR v A E a EAE DAO 

5 RRES R n b Y = 27 ADRO DERA SE 
‚hi. 

6.139 jir Y3 EA Ge 2 B- TRAER., WHE 
方程 

y 7 Jc | KE iE 

EEH x — Bux X WpAME Y gez x inp, 
d. 


Pac SE PED uEBH 
PARA E E e EH rp RAREN CU mS € T2). 
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IE Fery) 在 点 (xo) 3) A- PRAAN AER 
BEA. JC 
Fixy = 0, Fors Ji 77 U. 
不 类 一 般 性 ， 我 们 假设 m= Fun, 2 7 0. EM, BARR 
一 全 来 司 替 王 认 行 了 ,这 并 下 改变 由 方才 F(.v)-—o0 Hype 
HE, Bix F(x, y) TERE 4E TREE PROBIS EI ts, Ja) 2M 
REET R, AIRT RIDE TZARYÉYE FOBRSEDXCHUED. mE 
ESRA FQa.y)Im/2. HORIS 
3o — a Xf a, ys — fH SD y «Dy. 4d- B 

CRBI SA). 二 于 Fales y) GREW, RIEN FIER GUB 
WR. 这样 :对 于 所 有 玉 中 的 Gr, p) 存在 正常 数 m, M E 

Fyz, y) 77 mi2, Fio 9)| m M, (6) 


ELTE x — a3 e -- e BBaE— IDE e EIAS Tx.) 在 
ARA yo - B s y eS te EXE PuoxERERER NSÉJEUER IE. 3n 
H 

Fle, y t 8) 7 0, Fix, ye p) 0, 《7) 
WETTRE EHH x. — 8 X n -—IEEEES&S--—TE-—SM 
YE Fla, 0. 于 是 对 于 给 定 *, 方 种 Fir, y= 0 X— 
只 一 媳 y= fz 满足 

Y. — P y 6S yo d- B, 

AJ f uEBACT ). RB H, F [Bec RR 


2 25a 


Fars yn 一 Fir. Ya) — FGn, y) — E. yer — n). 
AE E Emit, Aib oa o0 与 < 之 间 的 
TRM RORE 

|F(x, yal sS FCE, yl [x — rd Mo, Dn — tSp o 
FEMA. F, > m]2 推 得 
Plea ya + B) = [FÓx, pet 82 — Fixs yl + Fir, y) 


z= lI su 一 Mo, 


Fír, ys 一 8) = --{[ Fix, Ya) E Fitos Ya 7 8] 十 F(x, ys) 
x 一 工 mA Ma, 
2 
HE ARRIE cgo Erf eco hh ac mg[2M, MAH 
区 全 xs— eor mio -d- o EAEI e RER REY, 

对 于 |r— xe 的 任何 x, Hf Fie, y) — 0 HRE »— 
1G 在 条 人 [y e! SB E F.u.9279m/227 0 ZEE 
TETE HHE— ETHYEBH T. 而 对 x 一 ws， 方程 Fiye d ond 
HPRH ARE v 一 vs. 因为 vo ERSTE ve — 8 I vet 
& 之 间 , 因 而 我 们 有 Kio 一 加。 而 fO 的 连续 性 与 可 共性 现在 
EHTA HEA wH F Fir y Sept Eg 68 uu 
(33)]. ix 5x +i RIE mma 到 nto ZARA E XY 
W y 43) E y hc r A E l EA i, v 
JG) E y t= r 十 下 T y.— 8 F yate ZH 
是 Ffr,y) =h, Firth, y c4) — 0, hH 

U= Fix th r tA) Fir, v) 
= Fyfe + bks y +I + Fie Any 
+ Akk, 
iX Hg EE 0 £01 7 8E e RA. 

应 月 F.« 0 这 一 条 件 , 我 科 可 以 用 F, 来 从 并 求 得 

D mRbga RU pi. BDUUSRNEE Ie — elge i» — ul ed 

^ BER UU ERE RET RE DRGEZC ER. 


"gl c 


o Flet Bh, y BR) 

Fele OR, y 4 OR) 
ATERRAR A (Fe €M, LEV] > m/2, VIS E 
Xx E 2M/m. AME, 


$ ~- s 
n (3) 


Bilk. 当 à x0 时 $= f(x A) fi) — 0, 而 这 就 表示 ?一 
f(x) EERS. HEH AEA e R y 一 Hx) 有 
lim f(x 十 上 一 fl 了 ft 十 8 y + 0£) 
A ewa PyUx HOA, y + 84) 
= m Falt Y) 
Fyles y) 
ER Y d raite AFHR S356 h VB C4). 

这 个 证 明 关 键 是 Pur, n) v8 0 RARR HERIT A SESS 
推 得 F, YE (m. yo H9— TIE BRAR HERR HE Fiy) 
对 回 定 的 * 是 了 的 单调 函数 。 

这 个 汪 虹 仅 告 诉 我 们 函数 y 一 (G0 是 在 开 的 ， 它 是 一 个 纯 
AE 存在 性 定理 "的 典型 例 于 ， 其 中 计算 解 的 实际 可 能 性 龙 趟 考虑 
By. 当然 我 们 可 以 引用 第 一 卷 中 讲 到 的 尾 何 数值 方法 《 见 第 495 
页 以 下 来 还 近 方 如 Fry) = 9 在 固定 的 * 处 的 解 ， 


a+ Ù 


W 2] 31d 


1. 给 出 一 个 函数 IG, y. 的 合子 ,使 得 

a) (E x on. y — s HNE, rsy) — 0 TJE H r REH 
成 为 * 的 一 个 函数 ， 

b) fy(xo, 99) = D, 

2. 给 出 一 个 方程 Fr, y) — 06 的 例子 ,使 在 一 点 《rs ya) 的 
附近 可 以 解 出 3 为 * 的 一 个 函数 y — fr， 而 于 在 如 不 是 可 油 
的 . 

3. 设 tx) 对 x 的 所 有 实 慎 都 有 有 定 久 ， 试 证 朋 方 程 


a 227 5 


F(x.3) — y! — y! (1 - xy — o(2)—0 
对 = 拘 每 一 > 的 值 部 定 避 一 个 单 值 的 y, 


e. 过于 两 个 自 变 景 的 隐 男 数 定理 


Fa38 Or SR LHP SE SA AER RAT: 

设 FCs Yun) EREN Qo secos) 的 连续 中 
ZOHAR Fas Py Fa Fus HE Cr oa 
ta) $ F ITE SORR TEX 

FÜs35, 32,7 7,25 md =D, B Fans yos t’ Dos mu) eO, 
HERIC m 划 出 一 个 区 怎 1e — Bae PUR 
包含 在 其 内 部 的 点 (n, "E ` so) 的 矩形 区 域 丸 ， PIRAS 
一 个 上 Ca yart MEE Fir, 3.00. 22) =À 被 位 于 区 问 

— «asso DA ESI HE ERIS ri 
ERIH nom eyr) ARDE 
Fea, y, ra a" —0 
BU R PIRTIES EA 
四 一 六 es LET "a Es 
m—Bjx. y. £) Ls dd 
Falt, xs Ytra 02) D, 
T CAN 
F, t Fd = 0, F, + E, tge = Dy Fa b Foje = 0 (932 

证 时 完全 与 上 节 对 于 方程 F(r.xe2- 00 HRR BUE 
38 je [e] — RE SC II ERE. 

4 EG ECETEE MASSA 结合 成 一 个 单一 的 上 各 

Fdz 一 站 十 :十 而 :证 下 一 由 COh» 

iire UL ind Er se at x 此 和 并 和 由 从 


Hr 


1) EB SEER RIER- REN. 20 EATER A AEN AE E E 
ARRAT S) biih E PRI ESI AE EY. 


DLE 


件 Fs gue re = D BERN IPASA cd HO 
Ap EUIS. C HET) 


dF = Fade d Fydy + --- + Fada t Fedu — 0 
EHE i. 


”区 条 我 们 在 【9 为 拓 du MAII TEE 
wd A, ELEERI dr, dv. c. dv IDJARERCSTT 
0 我 们 就 得 到 微分 公式 (9a)， 

MER- F: MARRE BR TR DE HARE ERE S — 
AE. 我们 称 s — f(x, ya^ a£) EFE rottaa So 
ERR e 可 区 由 方程 Fis, yoro t 0) — 0 EB T 
HFE x.y.07.:.a WAS JE RN, SERE we 
一 个 代数 方 秘 . —TORIRAERLAGICI REDE ROBO IU IR. 

作为 一 个 测 子 :我 们 把 摘 分 公 丈 运用 于 球面 多 方程 

有 


RRRA, REIT 
Hy - =e 三 Hy "T —— --i 
得 进一步 微分 得 济 
pe 一 
nd i H 


x rY 
= — y; 5 一 一 . 
"d w 

y Tg 
mr z 


Ela y 


$& J Zie 
L ÈIHE sty toem snr HHE R AO, t, DHE 
Xx EM. AAR A. 
2. X C3 E He. ERREARI AR E AEE Hx! 
& MEA TUE DU Josie Sec 39 EUR; 


a 425a 


2) sinx + cosy + tg =Ù (i-us, TID 
^ 


b) r!'-Liv-piz—u-—O 
Er = ]1l,y-72.27—1,m-—8) 
€) L+ ztym cosh(x + 2) + sinh(y +£} 
(x m y æ e = H), 
5. 求证 z -by -b a-b rya 0 EBLA (00,0) 附近 陷 式 地 
定义 # ars yA M om RAR or Ro 直到 四 阶 为 
止 。 


3.2 用 陷 苞 数 形式 表 出 的 曲 总 与 曲面 
a。 用 隐 函 教 形 式 家 出 的 平面 曲线 


AERA y -— £0 EAER EE SZ SE dB EREST , 举 标 出 有 主 以 
VERE TEL MEC OD ET PEE 
(5 — Y) — (5 — xM'(x) — 9, (10a) 
与 
Cy — y»M GO H (E — 3) —0 (105) 
AECE B —à8 38. 368 DID. GXIB E, 是 法 线 或 切线 上 一 任 总 点 的 
"HAIE VR" VID roy EHE ERARE. BA 
BESTA Mis 
【网 第 一 卷 第 381 T). if Po RS XC HE 
fx) = ( 10d) 
R. 我 们 钢 在 将 导出 关于 用 Fr.) 一 0 形式 的 方程 隐 式 地 
表示 的 曲线 的 一 系列 相应 的 对 称 公 式 .我 们 假定 在 记 考 虑 的 点 处 ， 
F,, F, 不 都 是 0, RI 
Fi-FFis0. (11) 
SUAE Fyt, RRE CE Ca, b) at FGD JH (0 
【第 221 X ime ES Mom S pESSIS ER TRIN S TES 
(E — x)F, b (mq — y)F, — 0 (022) 


ES 


GERRA EEEPTER E TE 3 
(E — x)F, — (q — 9 )F, — 0. (2b) 
对 FE 一 0 M P.oec, SEADEDIBERTR OE SÉ F(r.y) 7-0 的 
PaA a — 并 和 HABERE. 
EERTE ER Cx. y) REIER oe dE RICE, y) FI EET 
Bi CEO 2 ROB BO ELERE BUS Fe HE 


E. F 
cosa m — ——L.———,. ihg = —— ( I2c) 
A FÀ 十 F2 Al Fi-F FL 


Sd CHLES 135 C109). AAHS, di ERR EDS B e REOR 
Pr 22b) EUER ——— E 
二 天 ding = Liz 
gU X V+ Fs 

Ku £e fE— 55 5E XB E ERE E EE REM. — t EE C2O 
SI«BBJ9JriREERSEZXEER ——-dqizQHmE. m üz SBIT, 
[I F.. F, EX Tr EIE, BOPIEIESERC SR 204 DER E A A 
RJ. ELT EE REIR E 2 ARE FED RERBA S A o [RE BECA E i iX 
F(x, y) — 0 H dst EEER HE m S pu F — 0 EXPERS. O8 
于 公式 (GA) HAERERAA bE AE. 

75222 MAAST AAE AEA Fix, p) — 9 Bi 
pd » 一 £0) 的 二 阶 被 商 3" e P090 hkm., XT Ee x 
F(x,y) — 9 Aa A SJ SEG" 一 可 以 写成 

FRE. — ZF.FQ,K., + FiF — 0, (13) 
证 这 公式 由 两 个 变量 xy 没 育 那个 是 为 主 的 ， 现 在 它 完全 瑟 对 答 
HJ, HAERE Fo 0 的 根 定 。 当然 ， 这 个 和 对 称 特征 受 峡 了 了 
AGER ns B E IAS RR XBELEBLEAR. 

HEARE Sex, C10c gH "60 BJ ZoNOG S ALL EBZ. 
BIAHA e 3 t SERRE ROAD 


— a. 


cos f == 


(12d) 


-2 Van NL SED 380 WO EC EHE XL IRR m 0T ERR E a aA 9 y 
Ad" F iEn. te scxs s TE Pe b SLE ER ESI RE GUT P zo D DESEE]. 


"Li 


Lo BEES 2 F.QPQPQ, tt FeFyy (141) 


c — oro 


3 DE B gor E 
p 一 二 ， (14b) 


SR Ti fS RU ir S8 E — RI 53 《zy 30 BEA P RIPE SR ERR 
(1,28 —3528 385 TED CB ua) 的 坐标 : 
Fe P 
5 一 * 一 Jp y m y 4. (14c) 
RAE FOx.y)-0, AIA E Hi F(x, ,»—r 
其 中 e 为 第 数 , 则 所 有 上 上 面 的 讨论 都 一 痒 了 臣 立 。 我 们 有 只 需 用 FO. 
y)—« 代替 函数 F(x; y2, mixT EE XH EHE. 所 以 
Xx £C . ET ERO XR — EB EAT III EEUU XS 
上 间 上 面 完 全 一 样 . 
我 们 让 = 联 议 一 个 区 闻 内 的 亡 有 人 入, 便 得 到 由 FO, y) e 
0 ETHAIR, TAREN Ftr,y) 的 等 均线 族 ( 风 第 14 TA. 
和 更 一 般 地 说 来 ,我 们 由 形式 为 
Ez, y, D =ù 
的 为 程 得 到 一 个 单 参 是 的 曲线 雌 ， 当 。 取 一 给 定 信 有 时 ,就 得 到 一 
条 等 高 线 TL 的 隐 式 表示 。 对 于 位 于 了 ,上 的 一 一 即 满足 廊 程 
F(x,y,c)—0 
89— (x, 5, TJ EHE IBS A e. 特别 要 提 到 的 菠 ， 
Big (Falr. Ys e)s Flr, y. 600) EA (x, y) Vb o PL EH, 
作为 一 个 例子 ,我 们 米 考虑 种 加 


Fey) = 5 Sca, (154) 
H O2, 在 点 (x, y) 的 切线 方程 是 
Gi cob Tcu 
因此 ;结合 《15a), 这 可 简化 为 


* 23215 


E 
Hcl) AR 
"a^ 


um (a*y^ + By (13b) 


BUE a h, BEMA y= 0, = 一 二 a WARR A 而 在 
另 一 对 质点 上 一 和 y= 土 AMEE 8 Jo, 

frega Fry =t = Cl, = (ER Cx) dH 
3r a EHER TE f E S EET Vel e PR CRE A P o RE 
的 。 EE TEA EA mIPLEUSEESS HA. HAAAT ETRER EG 
IAS 129 ELEC Ful e e E s 

FC. FG. —, (16) 
AF FR FI GL - GI 
E cose 可 按 F,G pid aR EA A R ERAZ P o 
xcd — kgs. 

ESHA o 一 T E Ceny) CREARE SCS RR BER 
sym eig: 


gs i 一 


Fat Gat Fy* G, 7 0, (15a) 
MAHERE o6 STE De TE LESE — HER UD E5358 92 EE 

向 最 CF. Fy) E (Ga Gy WRF E RESERCETT ATE 
F,G, — 下 ,一 D, (6b) 
Haee, PARIA EG EXE 39 B8 4 23 3E 

C REA P3) 
_ a | 

F(z,9,c)—y, —2 UU FL) Ü CI7a) 

(Hid 248 RE 2.9), UE c, 20 与 c «0 Wigs eres 


^ 
F(x,VWv.nbp-—Ycc-lia (r+ 2)=0 


与 


» 2317 


Fr, y, e) — y! — 2e (x 十 2j = | 
ETATS AAEH RE 

r = 一 i Ce, 十 ei) "E = 一 ifr 
国之 


Fr, yy n)Fax, y, £i) 十 Fx, ys cy) 
* Fa x.yacu) T Aet; 叶 r) = ha 


出 【14a2， JR C178) EEE 


7 


[4 
Li Te yn 


EMA 
(x, y) = ( E 0) 
处 就 简化 光 
nol. 
E = let" 


E T 8 b Bl RE Decet oi, ER. C6) TAER 
JM sgoe = E, qe D; 
园 此 焦点 (0,0) RENAR HRALA. 


i 习 $2 
1.58 PAGA HAS HER TIT ERE, iak RR 
3) yp H D 
D) e^siny + e" coss == 1, 
c) cosh(z + 1) — siny — 0, 
e) x y! -— y suns, 
e) & 4» — coss, 
i) tyll, 


"EG 


2.jP HEE 
sin * + sin y —1 
在 原点 怪 的 曲率 . 
S. eU € (r6) — 8 présibdtgh 26d, 
4. VEU S3R E 
(x d- y — 4) 4- 27025 — 0 
IHES e 二 了 一 = 有 交点 是 曲线 的 捧 点 ， 
5. 确定 常数 = 与 5 E eat 
4x cb tey y! — dx — Ty 1I — 0, 
(y + br — 1 — Y —a(bp -r Hl BYA 
ERC MERHAEZH ENAA HANTE, 

5. 设 乒 FIK” ERA EL RATSA AE B, mgS—IK 
SE 和 Kk" BEZ, PELES Een t a 与 也 的 贺 相 
jg. 

b. 曲线 的 大 点 

TEDL—UBBENMTEZGXB. HUDAmOGRESUDOAA FP p: 
Hx ARARE F3- F = D 的 屠 丝 点 处 可 有 会 出 现 蘑 种 
ARHAR., EH Ftz ,了 7 — 0 的 这 样 一 个 点 处 Rs 一 与 
F,— 0, ATRAIR SERIO ER 了 一 一 D RENTE 
X. | 

大 于 在 一 个 点 了 的 孝 域 内 一 沾 变 量 #* 或 是 ?可 似 表 成 另 一 
APRE XE SERI RCEOR UU RU POUR M MEHUS. 在 这 
TES 7. RREA P AHAJ E a rr ESPRIT ESL ERUDE RAM, E 
HEX PEORES. 

JABA EE Sic S 1BOB. 35 Firn y) AAi H 8, 
WER EE- DAAE PIG Fi x O0 SpDAGHEGE GU E 
QUAE P Ap Fs 00, 我们 可 以 由 方程 FQ, y2 7-0 解 出 一 个 
连续 可 微 的 解 p — CO. RUE Fa 0 E ABER 7. 


LEE TRE 


有 各 种 业 型 的 奇 点 。 其 中 重要 的 有 所 谓 重 点 , 则 有 两 个 或 下 

多 的 曲 盘 分 支 遂 过 的 点 。 例 如 双 纽 线 ( 第 一 卷 第 109 页 》 
(x! ya 

即 以 覃 点 为 一 个 重点 ， 和 棣 清楚, 在 重点 的 入 域 内 不 能 把 昌 线 的 方 
程 唯一 地 表 成 y= $0 BE rc gÜy) 的 形式 。 

作为 非 旭 点 的 奇 点 的 一 个 鲍 于 ,可 举 出 半 立 方 曲 姓 

F(z,y)— y —3:—0 

CRLEg 3.5), MEER bf; 下, 一 Fy 一 9， 解 出 y; 则 可 以 把 邮 线 
HERR 


y-— fix) — e, 
Rn f BERR BERATER. IXGEDÉRYEREUNUH TRS. 


BE3,5 ui ys —6 


有 了 时 FIF, 在 -一 点 处 皆 汶 ,基线 在 该 点 仍 可 能 是 正规 的 . 
这 可 以 


Elx) =y — à! — 0 
20 91,3À YER Kb Fe 一 一 0 Htr RRE 
ym FG m Yat, 

基 中 pie 对 所 有 * 都 是 畦 续 可 徽 的 ; 内 此 顶点 确实 是 一 个 正规 
点 。 由 于 F 是 * BNRURÉE HE AEDUCT Y MOSER. WSE, 
x SaEBOMTBaE. MERIR y 一 到 SE. BERAE 
ERRIA ARE S R P 在 这 里 变 成 无穷 大 ， 即 曲线 在 此 二 无 
Am. 


SEE 


田代 小 直线 了 = 二 * 的 应 个 方程 
Rs y) =y — aY —0 
这 一 简单 例子 可 世 团 到 , 曲线 F(x.y)— 0 就 是 在 FEF 一 0 
的 点 处 也 无 任何 奇异 的 性 杰 ， 
我 们 将 在 附录 A. 5 中 更 系统 地 研究 隔 线 的 青 点 ， 


i 习 3.2b 

] ,对 下 列 曲 线 在 不 点 处 讨论 其 奇异 性 : 

a) Flr. y) = ax? + hy cxy — 0, 

b) Fix, y) — C! — 2n Y — 6 — 9, 

c) Fer, y) = (1 + ey — 2-9, 

d) Flr, y) — yla — 3) — 6 — 0, 

e) Fir, y) m (y — 3x -- x — 0, 

1. H$ r-k y! a 3axy 0 在 原点 有 -一 双重 点 , 问 其 切线 是 
什么 ? 

3.jai Hi RAE (v — x Y — x — 0 的 图 形 并 证 媳 它 在 不 点 处 
有 一 尖 点 。 与 曲线 y!'— s 0 BEDAE. 这 个 类 点 有 何 特 珠 
之 处 ? 

+. HAERA ER £3 

(rcensm — y sin æ — à)! — e(z sine t y cosa) 

(HA e EER, b, e 是 常数 ) 的 每 一 条 部 有 一 个 尖 点 。 并 上 上 全 部 
zT RITIRO E. 

5.3 (G5, y) ERR F(x, )—0 的 一 个 双重 点 。 fog dE 
Cx, y) 名 并 非 所 有 二 级 微 商 全 为 9， AEH Gc, 92 ARRAN 
IRRA d. KE 

a) KAH 

b) Bi-RJLEEJÉ2RCHLSS 223 ru) 
BTR E HALAJ RN UTERE REIS FR 

6, 试 求 出 曲线 

yax + hy) = ex! + cay + fay? b gy! 


t Zła 


ERUIT XS S P HE SE 


EE DES TEES 


BPUNGESAEITUIMER = 一 其 ss 30 BARER myt 
译 间 的 曲面 ， 对 于 空间 中 其 一 绝 定 的 虹 面 的 这 种 显 式 表示 中 所 给 
T x R3. MATEERIA AE, be A RER EH 
HA Firs 99 = 0X6 F (x, y, t) =r FHRA EEY 
HAAA. dn Ed ea 2 DET ET» FERRE T8 
a! ca) — 1) 1) 
TXUBGRVE BEER 
g:— Har = i y 
Sp. BRg D Eam tE BERI EA, pl 
F(x, v, 23 = p — fn, y) — À, 
XEM] Pr, y. — 0 在 点 了 林 的 国平 面 方程 ; 我 
it ET EH EUR: 
Fi-- Fi + FES, Cg) 
is moH—-deREPTIRUP) pki, Fet 0, 我们 就 可 
HARARET P ARETAN E s= (s. y). Æ P Ng) 
EH E I 
č — r= E c dfe t Cg — yhdy, (193) 
E (. n. D AWER aS 和 页 外 
技 第 228 页 公式 (3. fem — BF hm —FF. X 
AHJ ARRA SSUTSI RUE RETE E25 
(E— x)F,- (n aR H* (5 — 2) EF, 0, (19h) 


切 平 百 《19b HESA Fao Fe Fo CE SBESUS Jy 
ECES 205 (D. Pb. E RTA SERO 


I) 轩 曲 如 一 样 : FERES FOSC 0 uns THESES ER. fUETTOES TOS 
Ses kit Een. 


= Z1B a 


UL ARE Fi FE 
Cus d 一 — Er 3 
0 af Ficv FP P 
Fa 

VETETTE 
EHUA. NRÜIECILEDBUE THA F AmA AE EB 
FHESA EC S 231 m). 

dA Firs ye os 一 个 与 Gir, y, D m~ 0 dE— dB 
dm oif Rab EUER IQ dee RR SERIO Je Pe ge XD. 
Bi 


eof 站 = 


CO qd T7 oo m 


DU FIC. s. (I) 


好 其 特例 | 一 所 |, 便 得 到 三 安打 性 


Fi G + F,G t FG: = 0. (20b) 
fug ER Eryys 菩 一 0 方程 咯 抽 的 曲 商 , 我 们 可 考 才 由 
Fix, y, 2) — c 
“此 让 e dE — m BO Pme oe 2 gu UK. HERR = BASE TH EY 
HAR FARRE 203 正 )， 在 任何 一 点 xy. 处 楼 
EHE (Feo Fy Fo JEbHRXEECTRilB3Ag) S Buy. [HE 
HH C19b) m SEE n PE d. 
Te — PECES B US 
rocky t M r, 
Ei CIObo TE (x. y. D AAP OE ERR 
(E — rar b [y — yhy H- CS — ayir 0, 
也 就 是 
Ert yy b Er = rt, 
TRAXEUIMEMAGEÉR S Cr yy z) REDRA. DREM ERS HA 
点 到 点 Gey o 交大 径 是 重合 的 。 


DE 


RUT LL AS AE MEAN — Ret PORE RI 


E + E NT Es =l, 
d? à) ze 
PHRI Ei 
ex TE. ^ 2 la 
cow ogs/ 
ME S] Xe 
1.38 RARE CBE EISE ex ET ED XE TRI: 
1) ER 
pb ix) T£ db Sy dom 

ÆA OI 让 ; 
b) HE 


(x! Ac y Y e x^ — y! p ry t 3E i£ — xo 44 
TEFA GL lE: 
c) Ez 


5 
d) Pii 
lr rors ot piave — r m i 
TE (0,0, 1 处; 
e) HET 


coii 十 cosy + 2n =Ù 


在 点 (o, e. E: z) dti 


x d. oom e d- sing 
在 点 (0,0,0) 处 ， 
1. EHAE 


= 2AU 


Mx edi mu yi de m a) 
3d [8] — ARZA REL TBIE SHY, 

3. 证 点 4 与 也 都 是 以 同一 速度 作 多 速 运 动 ， 4 外 原点 法 x4 
运动 ， B d (a, 0,03 治平 行 于 » 35885179 [R38 555. E EUER E AB 
所 生成 的 曲面 ， 

4. 试 证 骨 曲 面 x 二 六 一 zz” 一 1 在 任何 一 点 的 切 平 而 部 与 
曲面 交 于 两 条 和 直线， 

5. HU Flxsy, 2) 一 ERESSE, FARAR Ji 
É Gr, y, 22 的 团 平 面 由 以 下 方程 给 出 : 

点 下 = 二 FP + EPs =A 
6. 设 = 被 方程 
人 
RES x. ERGI mo om» RA x. yo t AAR. 

7. 3K"PAL E HR ETE TREE PR 3 8: 

a) Zrt 345 — 4x5 — —5, 1-E ay! ez, fESBRO,,1) 
kb: 

b) x"4- y! — 2, cosá(x 4- y — 2) t sin Ax t & — 1), XE 
33(1,1,0)4h; 

c) x M My — e, cde mm ey ERR (1.0.0) 4h; 

d) 1+ sin ACxj Af 2) 一 cos Cy /a 22. x yy I gl, i 
(9,0, 5 

e) cosx (x^ + ph sin Ce (a t 2)) mL, a^ d- y^ — x dE 
AC 0,0) E. 


3.3 通 数 组 .变换 与 映射 
a. 一 般 说 明 
由 山上 际 要 已 得 和 到 的 续 果 使 得 我 们 能 驶 考虑 国 数 组 ， 即 同时 一 


* ddl» 


Hre LAAR, x— T3 DICE TERRESUSCEJ- RUE, Ed 
PRESECRI-RC 5S Eun Steg AE ETE. RAREN EEN 
iX RE EEIBHIJES Jp 48. fERAEDH EXE 
£9 bx, y) B3 g= (x. y) (21a) 

hikiExycÉg DHj— ride RCOEEISBE SS rx urR 
"IELPREQERIÉYSORNUM RTEA W— «OE ENSOSJNURGEÉGE 
为 睦 射 或 变换 。《 复 二 种 解 娃 是 看 作 坐 标的 变换 ,将 在 第 245 AF 
TTE IE, XP xy SÉ EU Cre 32S S ERTRHE A — A P E By 平面 
EUR PA, G9) 2988RBU 8H. 

—^ (ERO VAT T BE IR CHE SERT v 

ÈE — ox + by, y= cx b dy, 

这 里 a. 5.0, d 部 是 种 数 [ 见 第 148 页 )， 

BHE Cp) 5 (E, p 和解 群 为 同一 -个 平 而 上 的 点 。 这 时 我 

pi 3) TRE REI AA SCR RO Rel RO ZION, B H 
£x. y) E og m 如何 把 x. Y XR E, URDU 
JA 3m du sg xA Ee pz R BO ME ER, 

WAEL Cr, y) RUNE EBORE SCR E, RES LR a En SE LBT 
Hj— SEE B, RIRE B 25 RÜSSRSERNERHOU ETE, MAR E 
BIELTPTREDSAGREELT B OEBPTOREH A WE EIAM iE, 
n)DCH R E— PB Bx Co) 把 它 作 为 象 点 , E Crp) TUR 
xà CE. HUE, 与 象 点 相对 立 .) 这 就 是 说 , 我 们 可 以 把 万 莫 唯 
一 地 友 转 过 来 ;由 站 8 上 上 定义 的 函数 组 

xg.) p= HE, N) (21h) 
来 确定 x. YEN foy HEH, 这 时 我 们 说 映射 (214) ZEE (8 
或 说 它 是 一 个 1-1 Md. REIERIERR (Ub) 2S EGRE GEI E E RR 

ARIETE B. 点 PO.y) jS RARD, Dhge 
点 CE y) BECHER SESS ID Bee B RR, pA — 
WRR. (yin 平行 于 + 轴 的 直线 r= e XE En GEI LH 
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应 于 下 列 忆 了 作 参量 的 这 个 参量 方程 组 


ES plep g= piy (22) 
BRATA. ENH% y — kh HaT 
E= akr, R) p = plr e | (22b) 


IX e UE TUSCE [R55 ERE Cis Ca €1, ** ELT ms 
Rete MIAH: x 一 HRG y 二 ARARE NOR SL C 
同 通常 坐标 经 上 的 直 绑 网 ) 就 对 应 于 £m 平面 上 要 应 的 曲线 所 组 成 
AJ EZESRERE :图 3.6 和 图 3.72. — 这 两 族 曲 线 都 可 写 或 隐 医 数 形 
A WRAAE Glo) 表示 送 变 换 ; PERTE Hay 
E 

gx) — 6, E Anek, (22) 


CENS- EREMERTEAEZSEJ A RPE TL PRESE DI I. 


ERERAT HABAR Qr) 提供 一 个 很 有 用 的 几何 
El. 比 失 斌 六 程 组 解释 为 在 《zs y。 上 q) 四 维 空间 中 的 一 个 二 
ETE 

FHEA ES SEELEM BEER Em 与 pm REF P 
而 上 的 次 该 曲线 

& mr 5 r) =k, 
的 反射 )， 这 个 下 抱 四 下 列 方程 组 给 出 
一 一 一， 1- 一 一 (232) 


ixER— jd P= (ry) EEG. gh 位 于 同一 射 


= 43s’ 


HOP 上 ,并 满足 方程 


1 - 
Et bp 一 OF - ls 23b) 
" e Oil Q 


S 
x44 y 
LERRET OP 的 长 度 是 位 移 向 最 OTI ;TEEERTHURE. Spr 
Pc, -13 AASA EB M8A. XI —F. 从 
(13b) 我 们 求 得 其 逆 变 换 为 
E 

Ppa NEA 
这 也 是 一 个 友 演 ; ERG LECURSÁA TE- Pe RC US E LAE 
重合 的 。 

EARI (232) HEUER, 我 们 可 取 除 去 原点 外 的 全 部 平 
M WERS 则 职 除去 原点 从 的 整个 年 SETS, Æ 8y TE ERSTE 
Ht—r 与 5 一 分 别 对 应 于 zy PRERA 


Atyp trng E gay Je, 
T 天 


IF] FÉ» ey Sii PES EEERSSIA uT BSAPIBURUÉRS PIERA 
ER tan A, 

feo Er BI RIE RE H 

FE， n= lay, 

直线 eI o 平面 为 等 轴 双 有 曲线 a -—vy' ux. W 
HITRI EIR x — y E ox— —v. 直线 HERES IM 
S Bip ide, CLARO RE MCEAR. dg MORIENS T MO 
ElBSCT RJRBCEI 3.8). Æ ey PHE Spe 05 ER ED E58 
En GER EDRVRODEÉIUEDER: DARE feelt — D 诸 应 简直 
i r= e RHR «à 4e 十 的 对 应 到 直线 y — x. BT 
AAEE EB D Ft RES MA E MA eA ENEE — Ek 
gs RR dmg CR] 395. 

— EU A CETERO RE ECT RU ot Heu AEEA 
THYESA EHRE, MERTA ux FER AP E SS E E 3 


"r àù à 4 à — B cd 


WEKE R E SAIS HET 3E SUE SSE PERAE REPI 
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质 将 覆盖 一 个 与 尺 不 辣 的 区 堪 B. finas ei Aa EA 
FIEL EH R ARZ G 32 RA MERAH ARA B HAIE Fg 
(5.9) XIX. Hi Cz. 92 EF (E. £2) 的 变换 多 1 对 | 的 壕 性 
沾 过 荐 不 司 的 质点 还 变 为 不 官 的 质点 这 个 显然 的 物理 事实 的 数学 
表示 而 已。 


s Rin 


S 二 334 
1. 执 出 下 列 挛 找 下 直线 + — 常数 ，y 二 A R 


a) E = e* cosy, n = esin yi 

b) E= (ey Vy 

e) 二 一 Vzjy， 了 cosl t y) 
d) &£ e x -t- y, y =y -ia l] 
o gm, y=" 

i) E = sin hy, y = cosby; 

Ey $ — sin(Cx ty) m cos(x — y); 
bh) 点 me QUO, qom cslo7。 


2. 技 出 在 大 多 £—7.»—c 下 由 曲线 sinht 十 cos hy == 
1 ffi 2 PED RA RD. Ea 

3. 找 出 在 变换 =v rty, 可 二 MY 一 + TEER Dx 
3, 4 xoy6 fm. 

LER =ar ay q 一 24y 是 再 是 一 一 的 ? 


b. diem 


与 图 数组 £ — (v. 90, y — (x, y) 的 第 一 种 解释 UB 
EEEN XE RECTE REED E —Á RO ER EE RR RICE IET Eg) SERE dA. hip t 
ES b. t TERRIER Wn SOUS EL RED TS S 而 是 一 股 的 曲线 化 
ait. 

我 们 再 度 明 确 候 定 , 当 fy y HE xy FA EBREI inj. dH 
BA CE. v) Fais £x FELDER s, 并 且 对 召 的 每 一 点 ,都 能 在 
Rip Ang BN (i. y A E bI. E 
HO CHBG3OUd MPPEREE r= pl, y) y — ACE, D. 

BL FESHATTDEDE EE R Hi PR PRITITISELFERTETI— 
AUC, BATA ^st RO — A odes Jp feb nf — Mg PERRE 
LE, EÁÍWSUEJÉBREREDAÉTU SARI. 它 扩展 到 整个 平面 ， 另 一 
个 熟知 的 坐标 系 是 xy 平面 上 的 级 举 款 系 ， 它 由 下 列 方程 给 出 : 
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dog EX, qudm une P (0R0«19. 


39d] AET ARH Em ples yds g = dlr ») 
时 ,一般 我 们 能 种 对 每 个 上 PCr,y》 指出 相应 汗 Ep 作为 它 
的 新 坐标, 寞 洁 区 域 B 上 每 一 对 值 (En 人 礁 一 地 确定 数 对 (x, 9, 
Aie- AAE ST AP ERER AE. “坐标 线 “5 一带 数 和 
T= 常数 在 xy 平面 上 就 代表 两 族 曲 线 ， 分 别 由 eG. y 一 常数 
Ls oar.) 常数 两 方程 隐 式 地 表示 。 这 些 坐 标 曲 线 旋 满 区 域 
民 而 成 为 一 组 坐标 网 {通常 为 曲线 3 的。 由 于 这 个 加 区, 坐标 (9) 
QOO R EBJIIEESS BR, 

REE. DEHRA a E3078 a a 
AAW. E PEE PTER AHR S 平面 上 来 的 
ER TAARA S 平面 上 的 归 乒 坐标 系 r= gi, n), 
y.) 下 的 坐标 曲线 ; 反之 。xy 平面 上 的 曲线 坐标 系 5 一 
bir, qp = piro) HERRER. Wii £9 Ef EJ Se bc RE SEE 
行 的 直线 典 在 这 上 胀 射 中 多 繁昌 线 ， 即 使 在 挡 (E. Gy 平面 
上 的 曲线 涓 标的 解 类 中 ;如 果 我 们 可 使 情 针 理解 得 蒂 楚 的 话 ; 我 们 
也 必须 考虑 一 个 Eq 平面 与 其 上 一 个 区 域 BERR n 的 
点 可 以 在 其 中 变化 。 芭 红 主要 在 于 观察 的 攻 度 2。 如 果 我 们 六 机 
兴起 在 十 xy 亚 面 上 的 区 士民 ,我 们 就 把 CS 22 ECC C ED 2 
RR 上 的 点 的 位 置 的 一 个 条 办 法 sy 征 £4 平 而 上 区 域 五 就 居 是 次 要 的 
js 而 如 果 我 们 对 xy 平面 与 与 SE PUB READS IR S ERRER 
洪 超 ， 邢 么 我 们 最 好 是 把 方程 组 着 做 劾 划 抽 个 二 城 之 间 的 一 个 诸 
雇 ; 也 就 节 一 个 区 域 到 男 一 个 区 域 的 一 个 胀 时 。 不 过 ,往往 蕊 好 是 
TOR FERE XE—— ne £1 5j 4e fi de BEI I i du E. 

Fa-ti F. 我 们 引进 极 上 坐标 Cr,0), JE 2 58 i ik ra 


0? amA E RUE SET, RET XI—-TEH. TERA TA 
Gy As I CR 25 fix BER EAM Fg AE — E RESI a TER 
e 


s 347e 


THEBAA. MERR + 一 兰 玫 与 直线 族 S cuiu 
HA -9 3Edi Ei ES SEES MUPRTRUELEN. WME ry SER] EDCUR E AE 
Ei x1,835Z 2:8 平面 上 的 点 《的 HE Ind BÉ 
Rr Sl, SE e, fik 8 —0 £n 0 — 2x 这 两 条 边 上 
Rx d] nr EDO R BU RI— EROS PUÉET E ro 一 0, Rupe E x, 
y) - DRR, 

HALE ARTIS PUTEREMPBEdU EE. BMA ry E 


à u m m c 4 


iE ESSE TR a YR REC LES 233 Dp EB] 3.9) 

yl -— 2c E 4 | 
x P$. E sz iE GA. [D a 通过 平面 
ERE MS AA ham, —qiBENT. 


SRA cc 8. 而 列 一 相应 于 负 参 数 信 c— 5. 我 们 用 相应 于 点 
HX IT sy 来 解 出 方程 


y m 2e (s 十 HA 


得 到 < HATE: 
E —xr t o xi d. yi, qm ora 84 y, 
GUMMI. n UAH E ey EMEARI m JcBESN 4) 


线 就 是 它 的 举 标 此 路 . 这些 部 已 在 图 3.9 中 表示 出 来 ;只 要 我 们 想 
EPES Guy) 5 (Cu) 互 得 调换 一 下 就 成 了 . 

AERE VITRE AER o 陡 , 我 们 必须 记 住 一 对 和 什 Qa) 对 
应 荐 本 个 训 Gay) 与 《x, 一 2?)， 妈 相应 的 括 物 线 上 的 两 个 交点 ， 
Bib. DERAM C, O HRA G, o) 但 的 一 一 对 应 , 我 们 
就 必须 限制 〔r。 ?) PEAP SE ， 关 8， 这样 ,就 在 这 不 半 
ET E f DECIR R3 Ep SEABL EIS — TH CER B 一 -对 应 ,而 这 心 
区 城 了 上 的 每 一 个 点 的 直 第 符 标 (5, n) RESECHER PUE US 
的 抛物 线 至 标 完全 丰 同 了 。 


ES ET 


B 好 313b 


1.HEB3.R[DT tdl, yrl, 方程 组 
E == Çsiny hia — Is mq—xigy 
ut J-—' mim. 
21.38 88 c boy 1 在 曲线 坐标 系 
Emr 十 lL, 可 me ry 
下 的 方程 。 
3 也 在 《xs7) 平面 工 的 那些 点 不 能 用 
E= aty, yma ty 
FEARR? 


c, 推广 到 多 二 两 个 变量 的 情形 


对 二 三 个 惑 更 多 自 变量 ; 情况 完全 河上 面 类 亿 。 例如 一 组 定 
XXE Gr. y, 2) ZMA R NUS Zr ERE o ITE EX 
£z (x, 9523), n = (x, v, 9). Co Xr, yes) 
HAPA RI (E, y p) 空 闻 的 一 个 区 域 了 的 一 个 计时， 天 
Hx RI EGRJMUME 13£18J].DHm5pD T BT, 
»4 5) MARAEA (RRAHJE (x, y.) 都 可 
Ei gib iR 
fTeg(R.m 4), po AS bY cd. wq 0 
WE—iIbL-XREDGE. BA (1.0) ATUAR R ERG PI 
-A Xob*!u. dud 5 — 5E. 0» — ER. Lo 常 散 ,发 痢 玖 用 
5j—H5i. 
d(x.s.2)- HER. dirs y D — WR XO. yi 2) — AM, 
TROGÉGAHUE EDU RIED Ba. IDA ER Zr DU 
HARD. 
sus IT x HTÉ— BER. RI HBS Se 2s ap 
d RR C6 EEPE def: dE TRIGO dede DOE ERAI Y tS ESTE, 
一 个 正常 重要 的 坐标 系 基 球 尘 标 , 有 时 臣下 为 空间 的 垦 和 坐标 


ic aedem nx gl EE ar ah A rE: (DU 
Tes eur) B SE 

TM 
(2243 HR ER HUE 由, BI xe TES E rH P r0 2 轴 所 了 确定 的 平面 之 所 的 
NEL IO XR DERAS p ag OP Ejgicos RIUIEJRISE fH. M 
图 3.10 可 以 着 到 , —TqIEADR.Q0.,89 BEA RBS 
1635 ERR A: 


Æ 3.o gk 


t = rcosj sinB, 
y = rain g sin P, 
£ = rcospi 


Eb iea CLEE H e sh oe o 


rcr p yd £j, 


Es 
看 = grceds 1 -一 > "m atv siti eem, 
"E LEE y? Ve d p? 
Mn ey eut 
JOE QR 
- Jte an wy 1 y 
r? + ya 


TEXEWIBJU Spe dE 1—1 变换 失效 的 唯一 的 例外 点 。 
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Ek 2x HR GR DB TRJEOD ERU. AEAEE EHRE T 整个 
*# 贡 上 的 点 由 于 经 度 不 定 甫 帮 古 栅 外 ;至 于 原点 本 号 , 划 根 懒 骨 间 
也 是 不 定 的 ， 

TARAH: DO r AEE SEXT RAUS 
同心 球 ; QM e M EGET E s HII PEE; OGA A ER 
EE x Sao Sf Ld A 26 E A E E CE 3-11, 


图 3l Bpa 


SCHO HIBDAUEORGEREACEL BEHER LIRR ry E 
rt Pi SeB GRE FARETE. AHE H 
A5 br 8| pode n^ E B E 
TOC ptos py 
y 7 psin d, 
mz: 
MAREMARE 
p= V» y, 
d = arc cos - Z 


: y 
== De) -op 


m —G (€ 
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ARTE o 常数 是 一 族 正 面 柱 ， 它 们 与 xy 平面 相交 于 以 不 点 为 
CHACE, MERN s 一 KRUA e ERU RC ERE DG AE S 
E e 一 NGC cy HEFE EER. 


$ 习 33c 
] ERREEN 
Ei 
SEEE gp yu ae 
HNE, 
2 REMEM 


go r cosh, 

x = r sin h caso, 

$7 rsin g sim qicost, 

8 = reind sint sit^ 
HIER. IB[E- 了 一 AR, pm HE. so RR Gm AR 
guy SEEISR AT 


d. Brojds pro SERE, AA 


FiA DAER. RE HERF EE EER E 
ER ARTERA ETES EEA EE. DB. UE 
ERNAAST ME RAIHA TEH AR 
il mgimRisgwm. mnocommumexENXGB: RAER A 
Fi r = pi rE E m RADE E= plir, phn = plr, 
323. AERA £.9 DRAAK pelë, gh RO T) 与 
CES I, EO, 204 MWEN- ETHET E. n. AARET y 
XI FXMgE—TCORESGUT E.1 5D BPR RR 

Ec Cm Eu d Qn). C2, 9)).. (242) 
ERE Eu ARARE HARARE aAA. SPERA 

1) aue RARA by A MERA RENER AR INRITSR 

RA EI EEA R. RESES, MIHE 

FP dod PERSE EC E RA m iea TARA EA 
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EEA 3H 
b hat; dy); 0 m due, t dus 
O = digg E hyss L = dug, T dub, 
RAB TRIESMA x e glinn) ye AE AT Eon 
HRR CIERRA RRAN plr, y), gx, Y) AF x” 
fia DA E TES IE e 


(24b) 


E - P Nim MET. 
Et D' £s p? Åg "E E (24c) 
或 写 成 
-E - 
xp D? Fy = 7p? ne, y, = 23 (240) 
这 里 六 是 下 式 的 绝 写 ; 
Hr Oy 
D = ig, 5a ` 
£a En Bn ön (24g) 
dr By 


RER D (RIRE RE F5 RAR ET 0 UHR E — qe, 
Y: a= dx. y)XUT EH. r, y ERE PJ EG tJacobi) frs e us 
RATIA. TUr$IIWRdERN MGEPGHE REB H, 这 一 
REB IER EE TE DUREE (8 ta XC E E 

EA ECEUS TRZRR dE I gb RIKEN THRE ERR EC, y) 
TUS BERE E E e, y DEKATE EHAN 
REA (x. 30. AE ii EER B3 f 5 RET EROR TEL ISI P SH 
记号 。 

对 于 把 平面 的 极 坐 标 玫 示 或 直 荐 泽 际 的 表 永 式 ， 


E = r = ai +y 与 4 一 9 arctg o, (23) 


RARA 


* y 7 
Pt o—— oo mP y fy a 


Kex ot o7 Jery € 


+ Za 


a, = P = -一 一 ， , 一 - zT u— 
g’ 十 y? 2 g7 路 y* p7 
AE sE EE FEAR A 
pa t.t. z(-E)- 
MERR RARE Fre em RR DB neg NUR EE (24d) 应 是 
X, = 一 ， Xg = Uy, n=, ya t. 


TAA nM TE ER MEAM e ERES x — ros, y — rcinO 直接 
Esp (E dup d 
由 于 浴 可 化 行列 式 经 党 用 到 ,所 忆 悄 给 已 一 特 淘 符 旦 :3 
dE n) 

D a) 
这 种 第 写 是 否 含 送 ，。 我们 马上 就 会 明 帕 。 hMIA GNE GA 
{24d) BASHA v = x(£, 和 E38 y — (5. XT 上， 
12 EITE ITE d; ys, ECT e B: 


dix.) = ry — 一 Eire — Err 
dE n) Ya 7 "RYE I» 
d (JM 
n (a) (26) 
BREH, EOHGROHBUSERDESISDE EE E ANEETA 


gm TEE En 
RHEES ER AR CR R FH ARR — B. LBS 
微 商 表示 出 来 。 RTRA -H1 MEERA H p E D E 
(240, (5A 33] RE aeRO ERRA CT ER 
iE ea AE 
例如 ,要 讨 算 二 阶 微 商 
l, Wf RII CEPR ii er RES ds 


PCR 
D = 


7) H5 — SL RC Fu CRT Wo 记 第 一 卷 第 220 DX. 
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ccm gu B 0, m hgs 


我 们 再 一 次 用 链 式 潜 则 对 #5, 3 微分 这 网 个 方程 
| = Ea, + Ey 
Ù — gera F Nyy 
便 得 到 
do reti t Dryreye P yyri F Erreg t Ng. CA) 
D = greti H npreps P mp T Teg + Gryse, (27b) 
如 困 我 们 把 xn. 14 S BECKOADEEBUXCA SET G RE 
行列 戒 还 是 D. Wbizou EEE O JtIBELSIHÉ rs， ve efe. 
经 过 币 短 计算 得到 


1 Fasty — Biatan t Erni £,| 
070 


Ta =T 


T 
D PES 一 TE spiate 十 Tit LE 


L IE ums 一 Eye T Enk a| 
Ya So pi ， 
Una, — ry yy LP 


ZELE E Siran ST m FOOD SB CRUEL EUR f 
8) vif — R TRAE EE EE RE HOUR dE 0 移行 列 式 D, 


(274) 


5o H 3.34 

1. RE rH E FEITA A: 

a) E= ar ty, y m er dys 

b) r = à To) Boc—acarigyix; 

e) Ee, m y 

d) 上 = 了 log Cà + y0. 8 — arctg y/2; 

t) £0 xy, yem yi 

Dim 

2. 对 习题 1 中 所 争 的 每 一 个 挛 换 , 找 早 这样 折 点 Ce yy 它们 
BUB TE fl bd te Hop fg rede d. 

3. FPR EA RRE E m jir, y). y= gir, y) 


: 53 


[mE HATATA hEr o RT ia BEREIZI Sb 4X. 
i) È= et tosp, q 7 c^ ay; 
b) E = x! — y', y = lep; 
c) £ — tg(x Hyj, m — zos(x — y) 
-一生 之 x 十 y Z; 
2 z 


d) E — sinh + coshy, n= —coshr + sinhy 

e) £7 xr d | y.,n-ry, 

4.5" doo AR” CLASE 258 £D MR ER EATE 
fa 38 SE ez B EREEJSE HORRORE, 

a) ER P HER 


x y 
E= ayp "U9.xy 
ER fiy 

b? iIEES FE— [ET fc TRECE 653 — AREH, 

c) 3KiB GCSE BRE] TE C He (T EC, 

5.18 Ko Ka Ks TÉSESEI SUELE. 并 有 相 异 的 交点 P 
PP. IERRA RBE RUD BIA. 的 三 有 角 之 和 等 于 

6 平 百 的 一 个 蛮 换 

scr. yl. a= dlr, y? 
ERAR d AE e 9 REER 
Pe m d... Py T Tbr 

7ER 敬一 草 面 = al 3) DAAR Es Wd, 

yy iti E A iei. 


$$. 方程 , 
a 
a—r:r be? 
决定 7 的 依 景 于 *, f DR E 


n= Mx, 33. 
| = ER yJ. 


a) EIRA & m HAG 6 — HREAG TCR] REGAL 4f E 
55 xr EE CC f S n Bl e dex D. 
b) ARH 5 — dX. o5 — AREH EEZ, 
DEMREPESZHITIS SERI qoM 试用 这 点 坐标 
HER: Hy, 
d 试用 x 与? gam EETA 6048.1. 
e) 试 求 出 左 和 焦点 坐标 对 下 止 参 量 方程 
= he 下 一 有 与 有 一 六 人 有一) 
表示 的 畴 挨 曲线 相互 正 交 的 条 件 。 
9. a) 证 用 e iy n 
Eg X pal a> oe) 
or—f 2 €— i; 
有 三 个 不同 的 实 根 tototo DUETE H 
— Que Exc, c« Eb. bx dn, 
XHUBSETA lr yr) RES E. 
b) iEBES I — FER AS ETHBIH 5 一 Tid. n — rin 
HAEHAE. 


10. 证 月, 由 方程 
E y 
输出 的 ey 平面 上 前 变换 
a) ERAY; 
b E ~oy) EDI EEUU CE 53EA E0529 088 op f I0 E 
ud 8 


EI à 
+4 l 
z z 


Z RE 3:5 o E E: E 
LLAF 5 {mjia p) 0o g(r2 3) 与 


+ F57» 


D 一 QE, »J/8(xz, yJ * p, 
证 明 下 列 恒 等 式 ,: 


h) DI FENE T= qpa = MEANE — pha f 
一 D^?[y. (E, D m ED) UT n1, (50 UT £,D,) i. 


e. |t Hor El ER 
ETME TEEN E cj—tseq8BiuA. Ep 
È = (xr, Y). * = Eles Y) ^ (282 
fari RAA Cs, P) 2] £x 平面 上 的 区 域 也 的 后 Eg 的 
—4 ——HBh 81; X33 Jj E 
a= (i.n). em WCE, g) (28b) 


AE ER CER E 3| er PEERKE R piia TENE 
一 个 由 中 到 R AA KARA AE E PRODR 9 
deJ ERAR TERAH A ERE RA ETET S 
IREL Gi aE iE WIR Eri 

um DUE x, Yje d(x, Y z = Plataa Y). dx. »22 
a^ 19 Mi TEATRENE S A tbe —— RJ. 

中 复合 函数 的 微 商 法 册 : 我 们 得 到 


Pu un Dp, 十 Pass De Pei, F Dys (2%) 
or gu 
Qu 0r 二 `, 
M = T^, 一 T... ”~ ”一 T ed, -+ a pty (255) 
ür y 
His RESCE 151 Dion Bi 
j9s Su 
dx Ër "Ps PS D. d 
MESI c) 
Ou Öp VES GU Mb, di 
Br By) 


3E 3X plfz PASE BRE WKCREE 171 RER ATIR RMS 
m 7 AUT x. Y RURESULCTTADSUE 


On Öp Ou Or 
— = pF — p E P —- PE 31 
Or 9y By Bx (DHT, + eK pepy dag Ja (313) 


Rond A UU 
dinae) | Aur) dCE m) 

d(x,Y) Es) dz, yy (31b) 

rmt ae A 的 符 导 是 恰当 

. PERAZA ATH ATADNS RERAN HARE 


E e BOR TS è © D OB 4 à à BOB d o4 à o | ORA 4 POR 


w à PROB o" p B o- Ow €* 


n. OP ACNIDRE SIMA A 6 BS, 
SEO MEE E MR as 
gm QC, 1I» pts iE, y) 
E73; n E 
E = prs Y). 45 pls Y) 
HAARA EAA, MER AREE e, BU 
"=w, 这 最 后 一 个 稚 可 比 行 列 式 显然 是 1: 从 而 我 们 六 
得 到 关系 (26)。 
ELE SEE AES Ang 8] EC PRU prt EE TRE 1E ST) 0, 并 且 
KEN) x) 
d(x;Y) d(,-) 
对 于 一 对 连续 可 微 特攻 数组 (v, 253 dn, Y), E AIEO B 
雅 可 比 行列 式 ， 我 们 就 能 够 找到 相应 的 耻 射 在 一 点 Po = Qs 0) 
处 的 方向 的 公式 。 一 条 经 过 点 的 曲线 可 以 由 参数 方程 二/()， 
y - gi 米 描 给 ,其 中 其 1 == TE gin) = yan HEER 的 斜率 
是 


1) Zik ELELEE RE BR is TARAR 


" dà s 


IDEA iE: 
E = o. gn). ym d.a 


"ERAT. Po RUE a Ro e 


—dnis) 4d 34g ctim. (12) 
dili dua d- ux a Hèm 
其 中 s, b, esd EHH. 
a= dd rn, X. 6— dns, 93, 
€ — dun, Foy E dun, 03). 
原来 折线 在 PS ARE m ES HEX RELATA n m TRIBU ER (322 R8 
£z P; RAPATA T Shi o e 4 
点 一 dry) + ale — x) + ELP — 942, 
a= piar t cr x-ray e Y, 
BXARA. NOS 
dpe E 一 Be 
dw Ta bm» 
EmA, H 2d — be — 0 Bt Emp ia, 
wd — br e i) 
EE T Ica 477b; MA 
刺 率 的 增加 起 应 于 全 半角 交 增 加 ， 也 就 是 相应 方向 的 党 虹 守 
fx. Bat, duídm — 0 KRGE BB d PR Eae RE RETCOE; 
而 dujdm «9 Wi, MRR. ME, edie 却 正好 就 是 雅 可 
EIA 


dispi Pa d 
dis.) ra d, 
在 点 Pe AHHH E RIE, TEREA ILE E — dn. n = play) 
在 Cs) ERREEN dE IER TI FE VR 


e F a GG B à ù 4 4 4 k Bod h Po o* 


n p e a t M Boa * 


0) XGA ELI Lau. A Eee EGR ERA 


a zj- 


B Lc 33e 


L 对 于 下 列 每 一 对 变换 月 两 种 方法 求 Ku, e)re Y). 3c 
消 云 点 ,4 来 计算 , 热 后 用 公式 《31b) 来 计算 : 


u = È iag (ë + T)» [pee 


a) 4 zj 

‘vw — arctgy/ 5; nidis 

um E = y's È = xcosy, 
b) n - dini f "Thy, 

u = ticosh, E —xf(x! + f, 
c) f = e! ging; f = —yltx! + 9). 


2, E FANE Az p e REHE x. 定义 成 *, t CE Br 8 
3E Ki Cus ro) E 4539 PATER E E T DC co 
aj £ " e*cos9, n t» cà" sin Y; 
s cm E — gy pm 20g, nom 14 Qo A 
b) Z = cost 十 sinhy, y = sinhe + coshy; 
Hom e, p e gf, acm wp cm]; 
c) E 6! — YN qom xà b tey’; 
n— E bg, eS —65; n 1, n 0, 
3. FAA 
(cepa EOD, 
to = (E. n), s = gin. 
{EHI i 
Pr -[)- gg) Me 2, 
4- 设 am Kx. Y) 与 Pau 1 e 9 XE 


P 所 0， 试 验证 


es EE x) BCE, 9] 
ab ölt, yj aC c, yl 


= d6l >? 


Ög OL £, 2j Dé, n) n) 


Ër 8x, yy EET y) 


f， 关 于 变换 及 隐 函 招 组 的 递 的 一 般 定理 分解 或 泰 映射 


变换 求 逆 的 可 能 性 依 种 于 下 述 的 一 般 定理 : 
设 des Y) 和 Ces 9) EA Co 92 的 分 域 内 是 连续 可 


TEES TEE RIGHE TUS D -—dub-— Py Px 在 点 (xo, 99 RE 
FIF, fiy Hy — Ce J)a Fa 一 M r), MAERA Čao, Ya) 


e > > e > aho 4à s ll 3S a k 4a a 


n = lrs Ys vr = m s) (338) 
UTC CEREERAT 
x — gln, v0), Y — hu. v) (33b) 


ENIRAN. EN 内 的 eO, RE I HRUPEER 
u = dg, “Jy Au, 0)). 5 dg, v), EF v), (31c) 
并 满足 方程 


= Elm Pa): Fi = Aios ^o). M 


Br Br  — 1 ða 


1 0 
MYO E M 33 
Du D Oy , Be D 8, ( e) 
名 (33{) 
Br D ðr Bw Dx 


证 明 可 从 第 228 让 上 的 睁 阔 数 定理 推出 ， 该 定理 允许 大 们 有 从 
一 个 方程 中 解 出 一 个 变量 米 。 本 质 上 ,我 们 求 方程 组 433 的 这 的 
JRE, 从 第 一 个 方程 中 解 出 变 明 x, y 中 的 一 个 , 并 将 记得 的 表 
村 苇 民 入 第 二 个 方程 ,得 出 一 个 只 含 第 二 个 变 县 的 方程 ， 
E Xe E BERT HTSIDA DEn Cro 0 不 为 零 , BrEL ATE 
点 至 少 有 x v2 f — 4 — B RESET SE, SEITE iuro, PP 
nm。 这 时 我 们 就 能 关于 * 解 方程 
um ds, Y). (342) 
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DEERD S, AIRERA kodo to EH 

| 大 一 网 | A, [Y — fb x n (34b) 
WE (Ma) Tr E — H? z= Xle, Y) HE |e— nl. GN 
X(u, 9) 4 X2 DCÓR (310 HE H fi 


HX a, V), 3) m n, XCn,, Ya] = tis (34c) 
GE EC ES 
|XCu, 92 — zs] E h. (34d) 
kb5h. Xe v) Ex SR f h T (t) m 
pu XQ Y), »)X (92 l, (34c) 
du X(n, VJ, Y 2X yn, Y) A e XQu, Y), Y) — 0. (34) 
ARARE Fas È fx: Tip 
fa = ox] E. 上 一 各 | = k (34g) 


落 在 pies Y; (x, Y) TRE SL I, AREN Xu, y) RAR 
dx, 9) 中 的 x; POTERE TRE AAN 


EN, Y), Y) = XCu, Y), (34h) 
它 支 室 实 城 (34b), 这 里 ,由 C3ie, f» 
(us, Yo) => TETN Yad = fiy ELT 


Xs Fa) m yEy 十 d, == 一 出 ， n 十 d, 
T 


D a 
-2x (34) 
"m 


EJ (3t) Ab d, 2e 6, TERTRE E Et Ao $ Ao 使 得 
对 于 
- la — 8| 之 机 | 有 一 二 — A. (34k) 
方程 
Xx, yj =r (34m) 
XjWE—ER y — AC. 02. BEE p — X] m As IX EXXATRIDLEE 
$E SA. BV B, CILE 228 AME) 
最 后 ,我 们 全 
XQ, (a. 一 (34u) 


» 263^ 


MRR glas v2. Ala, oO ELE NC C34). kB CH, B) TET] 
满足 方程 
二 
三 一 
— Xu, hlu, i) — v, 
AREA 
Le 的 一 各 | SA Alus 0) — Pol S ha 
8 各 上 万 的 微 商 公式 曾 克 时 好 在 第 227 m E Rum, 
X T uH xg —4 BE r, r 4， n HERE Qn 
和 不 等 式 
|æ — xa| Ag [Y — Fal AN d — ul. [v ml 
的 性 何 一 组 值 。 因 【34ay hy 成立。 我们 断定 
r — X(n, y). (340) 
M Gib RIEA E 
979 dx, Y) — d(X(u, Y), Y) m X(u, Y), 
XC EREUE— EHE ¥ À(u. 0). TEH Ci o 推出 关系 式 
r= piere) 关于 和 + 的 关系 式 533d);, MENE — pes BUE 
s ro Yo EHEH, 
HERI- ERBE pelra Yu) 99 0. WME nn Jo) 于 
D. HD dux Xv) 9e 0, OREL SE (332) Brig pis AERE REOR (UL S, 
在 这 和 神情 况 下 ， 我 们 从 【33a) 的 第 一 个 方程 解 出 ?， 抬 所 得 EE 
?一 Y(u, yi 代 人 第 二 个 方程 , 便 得 到 一 个 内 省 z 的 方程 。 
XEÉTEIB Ca) 的 求 逆 问 帧 曾经 {加 上 ) 被 归结 成 了 暂时 内 有 
一 个 谈 量 作 变 换 的 那 种 目 射 舶 求 逆 问题 ,一般 地 说 ,吉平 变换 
(33a) 容许 一 个 众 标 不 变 沁 , 即 如 果 或 者 前 数 x. 92 TEST x, 
或 者 函数 e, H EFT +， 则 我 们 称 它 为 一 个 素 赤 换 。 形 如 
wc plr, Ih 2 一 ?的 素 亚 换 的 效果 是 沿 “ 轴 的 方向 移动 每 一 
个 点 ;而 保持 其 扒 坐 标 不 变 ， 在 变换 之 后 这 个 点 具有 新 的 横 学 标 ， 
BEBCHQUT e. 也 依赖 十 六， 如果 这 索 变 换 的 牙 可 出 式 中 是 正 的 ， 
出 对 固定 的 3》，w B8 x 单调 递增 地 变 北 ， 
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RITR EH E — A ROAD 域内 ， EA- RAER ME M 


式 的 变换 (33a) tiro ent Epp. 这 人 事实 容易 以 我 i] 
xA S xs REDE. WA uxo 0 oe 0, VOTRE TEN AE 
(333) BHARA 

Ed Ph g =F Gp) 
和 

u= Ë, v= TE, p) (349) 
的 符号 乘积 。 这 里 , #—RHE ar PH CHEAR ETIE, 
UB Ss 

le = r| 所 
rra — pi ae ped a 
lE -— mb ms dg al E h. 


TE, tig Gm T, RARA G O 的 得 信 , p BRE 


EH C349) BEAR, IA 
z= ACE, 33. 
因此 ,区 有 
a = X Cbl, 2492. 34 
计时 ， Gtr): XUPUL (Gtp 20 HARRERA, 我 们 有 
ETET 
r= - xe 3). Y) — HNC 9). v), Y) 
m dr, Y), 


当 出 (m2 9 一 0 面 fm h) h RGAZ ARY 
ZEI Bahini, ARRE C332) 的 一 个 大羽 扒 分 解 ， 

我 们 示 能 期 望 在 整个 开 区 域 六 内 帮 是 以 亲 一 天 方式 插 一 个 变 
BUpAOSGUERL. GE, 化 于 在 RR 的 每 一 个 点 的 部 寺 可 以 古 莫 种 
方式 把 变 浴 进行 分 解 ， 所 以 灵 的 不 个 厅 界 用 子 集 可 被 分 区 有 有 限 个 
闭 予 案 ?， 快 变 抱 在 每 个 财 子 课 上 总 有 某 一 科 方 式 的 公证 是 元 能 
$, 


D 这 处 第 110 T] EIE ROZRE TS. 
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te st RATE PE — MEC xS Be tE T EN 
ERTRAGEN TERA f EU. EAEE (第 
22B 页 ) SES TX—TOERSBHBESn—fdkE.O- eH F: 

HUR d(x, Ys us sooo 2 RI lxi Yet tyrum) Er 
Y.u,.v. ctu, £6 HIE E NE £7, ABEL Čans Yos Hos 


© 3 e a» I 353 9 — a. ky o: o» € 9 4 


tha ttry ap) WE FEtH 

AR, Fa iy bartro) mm ORE dx, Ya Ha Vua) 0, 
XGnEITEZUL RD APERM” 的 蕉 可 比武 不 为 仿 (8, D = 
Badr 一 dy b ox 0) RI TERR 的 个 域内。 FE $= 0 H é= 0E 


E SD kb xd y, 并 且 = 和 ?是 Kss ***. a HE 


ERRET 38 5AT LEDET ATHER., — M GE 
D 0, ANEPI, EAA ERI AARET RARAS R, 
Eine $.-9 0. RRR 228 页 上 的 宇 要 定理 , WERI rt’ 
&,nr,. f8 AY BIIEIB ER Tas Fas Eas Fs, 10 309. BTXEBRJAEREC] TT 
医 回 向 ,而 方 程 die, Pa s 0-71; — 0 BRAA 
BEE RRRA, MEATA x 一 Xir, u, prte w) 是 自 
demi erRIMEWIE, HAA X. lde WRAT 
EE t= XCy, BR. bt Ow) TA bir, V, Wty 1025124] 
mm TEES r,Y,n.c.. 9) — (Ta wo m, m a AE 
E. 
- E 
E, — d. 4. 二 二 UL 
AR DAt EEDQSRATADRORRISE X, ERER. FE. In 
梁 我 们 把 Yema porera 限制 在 Yos sa, vos ctt w 附近 的 区 间 
cp, FIER ERARE Yin Wo SER s 9) DC EROR , jj E] CERE — b 
HARITA 0 EXP u. 7.10.49 ÜupnWE ov. 并 且 当 个 解 征 连 
SRISRED. HY dvDCDARIAGVIDAZEAER X XOr.u. 0,90. w) 
HRA TEH x. TIED wa... BIER. xE 
W--43)3LpBHIXYEEUIDU.ROP rs Yan, vw Wor RAE 


» iii 


Was Fas Hoa fya” 727 W 38 ER FRE PBIECIRIEN. 


5 J RA 


1 ERESHE, TRIZHEEABURR — I ede a. rU IDEE 
APERAR 
(a) e" idneu — e" cose H m = i, 
xcosbhre 一 ssinh* 一 wa = coshl, 
r= [, y, y ™ Ü, 25-0, o li 
(b) wcosx — nsn + m =l, 


cas(x 4- 9) c el, 
T 1 b 
x= Ü, F=? a— l, r om Ly m = l; 


(c) x^ cy a —v-—], 
x!'— y! 1-19, 
r=) ===]; 

(d? cose + sin» — t, 


sirr- — ros£y = U, 


Li T 1 
Tx -—, 1>], 
也 


g. BiUuEVEEEEqXE E 

EENE MIER rp SOS 3 m] t eH E 25 — HET OL ,而 县 后 
HHS TEKER h-t ERRERA AA SERIE 
JERA., BALARA. HARARE n Et 
PAHAA CX nbi. H 6.75 0 和 由 二 (6020. MERR 
RERA TERA AA E EPI T AC ne 7b m BL ,证 明 
Rad enn idea GEY, RERA ERE H8 DE "ic RR 
SuELD NOE. AR EHAA ARE E eA, 
HEELERS — 4 EESTE — PEARY PRÉS 
出 的 数值 省 法 的 一 种 范式 ， EDD BEIGIDUEU EIE, 


-2674 


HE, BUE MEDI ET ASAP BS ZO I PF e EE nR tE 
方程 折 确 定 的 ， 
384714275 487 3E 
u = pira V3. 9 — dix, Y), (352) 
Edip R e E ay E ERIE RARE ETTE, UR Ge. Ye) 
E RARI — A, TEA a E HSE SA 
Px Py 
P. Py 
HERAS. MERA (35a) ZG FP. Gs r E Cros r) WRA, 
Pf EEH RU REGE RR RE (ws 2 的 (ay 中 ;存在 省 接近 于 (xz， 
^) 有 的 唯一 确定 的 [sl (x, y). 满足 一 vx. y) A = 一 dx»), 
AUGERE. REBHA Sd T 3E EHE 
—HNECRGE. MEHA- AEAT One. 引进 人 向量 
U —(u, 27), X — (x, Y). RIPELI C352) 简单 地 写成 形式 
U= F(X), (5c) 
REFE- TIREE., WEA x. yi ER o Ee Bj 2 DI 
pz Y), prsy) 为 分 县 的 向 最。 微分 dx. dv 和 du, dv 满足 
REKREO 57 页) 
d m dp pax ky. (354) 
dv "m dido = deds + dydy. (35e) 
如果 把 所 分 社 但 成 癌 尽 写成 JE (du. 4y), JU = Cde, de), 
it] BLEU. (35d c2 s pe" 


(35b) 


gu-—ruzix, (35E) 
Hp EF TE BRE ER URL Eri iA RRT — URBE: 
， ghe oy 
P " s C58) 


1) BFR Coco atf spo PU, F's 2X ci HOXDR. 其 中 aX, du 
gaT- ANE 


d 4 
m2) aU aU 
见 第 131 H. 


= Z6% = 


TREF RGUDEGAHEEE FF 的 给 商 作用 。 FF 的 行列 式 恰 
是 喘 射 的 雅 可 引 式 (3sb)n， 一 般 坚 ， 我 们 为 了 强调 矩阵 王 XII 
量 X-—(x.» NlkckxmimiEF-FOD, aE 
A ,矩阵 EE. 
agp E" Ruso xa "Kop Wes Tus E Beds es iK d aD. 
Weg (x. 290 G taI h), GRECI ARE SE 0 
THhe RUD EET VA. iid GBASXm)I GE SERÉC IS 68 Di). 
plr bh, Y E) plr, Y) m ih cb pyka (36) 
di(x dh, y RÀ) — plr, y) — duh t uk, 
Hh -- Brei SERERE (x. 7) 和 | Cx E A.» CR) RRE LENE E 
ARH”, UEM RRE 
EAF Wyls EAF EA 
EEIE (x, 32 和 (x th, y tk) BUEREE ERATE EE- 
TEF. 882..05 88.39 rU FE iT: 


一 


EMI + M IK H- (4 A] HMAF 
= 2M) H IO 2MAA RE, (364) 
HH: RB BS S A uBGKB BBBBBIRJ2M (1. 引进 同 最 
Y —9 Go y s 我们 就 能 将 (364) GAETA) FUE 
PARRER: 
|F(Y) — FCX)| < 2M |Y — XI, (36b) 
其 中 好 是 矩阵 F' dyECCXBUBXHRE-TIEQU. AMERIG, 
(36)d9 20 
E(Y) -F/X)—HiX,Y XY - X), ELTI. 
KAHE 天 满足 
imHCK, Y) = F'(X), (36d) 
D R F ir HEEE SU ST OG JE En fa d RR 


2) —BHiR A g TREE LAO REP Edd b S Ber s 3. 
3) gig FE:sSHBEBIRDOBBBTI:Udds xeu. 


. 2035 


AE WERE X 0s») B9 
IX—X|-«5 ^— (G7) 
HRF EA U= FA S3 U, |m FOE — (ma on). 对 国定 
fg User HE X dog U 一 F(X》 写成 如 下 形式 ; 
X ~ G(X), (37h) 
其 中 
G(X) =X + aU- FX»; (37c) 
XE a PAE yel de ds So RERICRBRE CA a, Y 
EOFN 等 价 于 a(U—FX)2)--0, Ha" 3912 8 
a ta(U — F(X5) — e(U — F(X55 — U — F(X) — 6, 
E e RAMEE., TUE. 75) t£ fI — tE XERE 
我 们 将 证 明 ，(37b) 的 一 个 解 X 可 由 X iss, X. 由 
HEER 
X = GX) (a = 0, 12,7) (37d) 
确定 ;条 件 是 要 表示 向 量 映 射 Gutter spe G(X) EED. € 
Té 6508 68 stp XL, rg f (3782 内 的 所 有 X. ROAR, E GS 的 
TAHERE fer Eb 1/4 小 ,并 且 


(ECX) — X. <58, 


B3. S1 BEES BOR SET , 递 推 公式 537d) 

只 引出 满足 372) 的 向 最 ， 这 就 此 定 了 XN 位 于 如 前 区 域 之 内 ,从 

mri ERAS FE, M M= lH k, h Gb) STARR, 
IG(Y) — OO! «Y X| 


对 X- X,| «5, IY — Xl «5. (376) 
BE, PEA (37a) 对 Xx — X. 是 显然 满足 的 。 如 果 它 对 X= 
Ao REOL MUA H (370) 所 确定 级 向量 Xej INED 
Pen m X; | * IX, m X| + IX, 一 X| 
~ [G(X 一 GOCO| + GOL) ~ X| 


+ 2D. 


& Lx, Al 15s, 
2 2 


EET ATRAN” aA IX,— Xj «5. 
ATEEK us ug Gu 我们 往 音 到 
XO — X, -—|60€X,) — GOX, | 


«7X, — X... 
ES 
IK, = X &— Xa X4, 
IX, = Xu «X4 7 Xu 
META, GERE KI 


IX a 一 XJ * | 其， 一 X, | < 二 =- (37E) 
iB X HOEGEIECECOURI: 
X —X tO, 一 其 十 《其 一 其 ) 十 
TOL, 一 XT , 


OcStHE REUS COD) 拒 它 与 履 人 的 几何 级 数 相 比较 “第 一 着 第 
548 计 》 和 而 建 半 的 ; 由 此 也 就 推出 了 其 一 imt, HFT. 当 
5—co Rh, 用 GCXD WE, M CIT40 sr ER n] He h X 
Gay —4 B. 

HIREM (37e). bL G op (EE SEM ffe m P. Km Et ze E 
依 核 于 向 县 可。 AE. HESA G7) Xr IBI X, pE 
HRAT UP. dT Ridens Ji SLE ER 

X = lim X. 
RR ECT U AAEE X JEU ESERE- RRR, EE K 
A GRERRDU S—4- HORE. GEH EDANIDTOS SERIO m 


D ZRNATE DA ERARE EIE SUA T WX, 


"RL 


IX, — X] «85, 
FELIX- X| «o. 要 是 存在 满足 条 件 Y-GY)m|Y— 
X, «e mE Yn Gre) 我 们 就 会 发 现 
|Y - X| = |GCY) - GI «lY — Xi, 


国 此 (Y — Xi -0, Mif Y — X. 

这 样 , XbIX 一 Xj «o. Rl E U 一 F(X) BE 
的 存在 狂 , 唯 一 性 和 连续 性 ， 条 性 是 ,由 《37c) MEAE C 
gk CG ,而 对 X 一 区 | 迄 5。 人 的 元 素 的 雹 对 信 小 于 174: 而 
且 还 有 条 件 


|G(X,) — | < ze, 


E. M EBUBEE a, 对 所 有 充分 接近 U By U k R Eie 
WERI, 4323037), 
G(X) = 8 — aF (X), 
TE e Eti, amd He a iite FUXO BnbiBp, 
a = (F(X,5) *, 
则 对 X- X, E 
G'(X,) — e — aF(X,) — 0, 
CAERE F'OLO ARAA., EEEH E 的 雅 可 出 式 在 点 
X, pga- ds dc Be f£ Be TEES IX TÉ ABER Fede YE.) M 
ERR F Ry-— EP EEE h GCO  YetkdrdNdA T X Dd 
E HEDE IK- Xl Sun 
|X — Xl «5, 
(SRETRUE G'CAXOBggU SE fE ES. Flinte L/4 hs doy. dE 
(37c), 
[GR — X| = |acU — FC) 


= laU -UD « Js, 


RE UF Us ERRAR RT. 


1l 


kgs BR Y AUS AERE RT UL E e DL HE SE ARCU H 
HIAESZEYEREBSNUEEI. 从 Cafe, d) AA HE ETE He- Br Os 
HEERES it Ue F(X), ERIRE AE PE 
FX EGG. MiA E U V RHEA V =F 
C, KPY S VET UNEGET X. AE. 对 足够 接近 于 
UV iHe HOCG Y) 世 是 非 奇 异 的 ， 这 时 我 们 发 现 
YX- HX, Y)y XV — U) 

= (FO XV — U) + ECX.Y X V — U), 


其 中 
lim E(X,Y)— lim CK, Y) -—. 


EZ, AERA GUR TUR U = FOO TIAE 其 是 向 量 
URTER, HE, 以 关于 U gto ene znne F) 的 
Xi. 显然 BÓ eR AIER PADS GEI EC f 


1, 对 于 


«LG Y) poc rf 


ENERE X — (01, D) 或 UU 一 《0, 1) 的 部 域内 运用 (37d) 求 
IB CREARE (ni. 92). 

2. 将 前 一 练习 的 结果 与 # 一 1 2 一 1 的 邻 域内 * 和 了 的 塞 
B RART EAH. 


h. gi dE eere 


WFE (3... SECDIBILD HF, WIÓETEGARUSDERDY, X 
于 十 程 433ah HREAN. RUSSES BR 
数组 确实 存在 ,它们 也 不 可 微 了 ;因为 这 时 与 积 
d(usv) , dxsy) 
diay) — diu, 


和 


ESTE MERA 259 页 , 它 必 须 等 于 1 .例如 ,方程 组 


ucc r5, i == y 


虽然 雅 可 比 式 在 原点 为 替 ;个 唯 一 可 解 : 其 解 为 


r= PE ťa =p; 
但 函数 Ve 在 原点 不 可 微 。 
5) — Hh 18,72; $848 
gom ya yl, t — ry 


TE I SU RA EE RE, 因为 xy 平面 上 的 两 点 fr y 和 
(—2z,—) 都 对 应 于 wp PEERAA 

如 果 雅 可 化 式 和 不仅 在 单独 一 个 点 8zy Y 2 为 堵 ， 而 且 在 点 人 +， 
y) 的 基 一 整个 儿 城 内 生 为 零 ， 则 变 热 称 为 退化 的 . 在 这 种 情况 
FEE 

som ir, Y) Jü 2 — d(x, Y) 
ER- HPR , 邵 它 们 中 有 一 个 是 男 外 一 个 的 函数 "我 们 首先 
251575 $8 pa — 0 FU py = 0 处 处 成 立 的 平凡 情况 ,这 时 函 娄 gn, 
37》 是 一 个 常数 ， 由 此 我 们 试 辕 到 ， 当 点 Cx r) TETELE 
EE’ EKSA (u. v) WRR 5 二 常数 上 .。 这 就 是 说 ， 
区 域内 是 被 岗 射 到 一 条 置 线 上 而 不 是 一 个 区 域 上 。 所 忆 这 时 不 可 
能 在 两 个 二 维 区 域 之 间 窑 在 一 个 到 另 一 个 上 的 一 一 且 射 ， 

WA e. Hop, PLA- TARAR METERA DARA 
RRMA. BEERS RA DA A a Creo uo t RITA 
p0, FEMA — t HEDRE x. 4 r— Xl y HER 
第 263 AHGM r= X 3). 1) — Ea Y). GAENE 
我 们 只 用 了 p= 0 的 假定 ， 人 得 是 撒手 5 3 和 和 方程 P= 0, ERK 
EP pe 0 BOMBE X, FTEMA EE X 0 DURO 
BT. msOEemEEX. TERIS: mE ERE 
HfipXdBouSE, WELEH RB. ov EEI 7b RR E S4 


EDITT 88:37:12 Hi i 27] 4-1, oo py) 和 
CHE PETS 


Mb = 


L* ER e 


为 «e SET E.BR3— DER» ifo Re 8325 sz 平面 上 的 一 条 曲线 , 因 汶 
TE WRCR A u 值 仅 有 一 个 值 "与 之 对 应 ， BUE. 如 
RE RTEE A fr 26 88 , 则 两 了 水 数 不 狸 立 3 这 就 是 说 存在 一 个 关系 式 
F(p, 4) =p — Xp) 一 0， 
使 得 在 区 域 中 的 一 切 值 (x9) EEURUE. KZ, URE wv 平面 上 
存在 一 条 曲线 , xz} 平 加 上 的 区 域 揣 射 于 其 工 。 则 对 了 于 这 个 区 域 工 
的 一 切 点 雅 可 出 式 D = geh, 一 qd. WEDE TROU TRR 
射 在 一 点 的 一 整个 邻 域 内 是 不 可 道 的 ， 
在 开始 各 罚 讨论 的 特 萄 情况 显 然 包 舍 在 一 般 的 论断 之 中 。 那 
时 问题 中 的 曲线 怡 是 直线 # 一 常数 ,宇平 行 于 #* $8. 
例如 
E=r tY}, 1— (ry 
是 一 个 退 拷 的 变换 。 这 个 变换 把 sy 平面 上 的 一 切 氮 都 隔 射 为 Em 
平面 上 的 执 物 线 3 — D 的 点 。 变 移 求 逆 的 疝 题 是 谈 不 到 的 ， 因 
为 直线 rty [= WAXXCEBIBUS DURER T — ERG UR 
饭 验 证 , 雅 可 比 式 的 值 是 0。 与 一 般 定理 一 致 , DERE A n ZB 
关系 由 方程 
F(E, p= &'— qe 9 
zh. 


$ o2 33h 


1. AEL RER AAR E — FO Y) —g(r 92) 的 列子 ， 
CIE- P DC E el T MEA — "PDT RI RJ 

2. 证 了 朋 , 邵 果 E = arc by cB HI ox oorcd-gy do E 
依 的 M ELSE 6 — Om 一 0 是 平行 的 . 


L Ris 
E Ee TE a m AAE E i aE 


殊 的 困难 。 CESZHUGEDUXET, 我 们 用 三 区 
AAD. HERRAZ HAER, 


a UIS 


E = qr, y. zd. qo ab x. P. E), Ey 
= ns i). y= hiš, WE C. a—ICE, T Ës 
feni LESXH TASH: 
gu P, Ey 


p 一 XE uiu, Py Ry. (38) 
Jdx,Y,2) 
| pr Pi Xp 
fe HT” 个 自 变 其 的 变换 


E qum. ne nm) 
zm gud. cc ED G1, 2, n) 
而 言 , 雅 可 比 式 为 
ap Bm., Opel - 
Oz, Br Or 


Elipi 95 Os 
Era Eso) MAR or Ür Br 


dr, Yita Y, 


D Bp, By 
Ür, Ox, Ox, 
X EIdBEDRAUTGAHO. EA Thi Deo EPA REX 
AEBNEX-dERIUEOM. AASSM 
HER "TER" EB. dm, y Taa" "ta E, 74) 
dC. , Tar ts Ya ) d(x,, X127 74 X »J 


EF; HT FAE E.) 
dr, racc t.) 


FERH 35 2 d E TGA E 8 foe n] EL NP elc. 

XT SH I TRE GSC ea XC CE E FE ORT dd 
TREE, RPTEdBICAEGSIGUEMGOABE. 其 证 
H RRT 2-2 Bg M t4 EX ERBDBEIEÓ. 
H AREH IE HB RR B ST RE A. 

ZEB CARAEESUT. —T- Big EE YES JS GUT iA 
变 次 , E ERRA E DAE ARTIR E eA. TER 


à Jyo» 


eri ETI tr e 


WIRA EmA. HTAR E phr, Y) R a= ple, yE 
(ze, Ju). 的 郭 域内 是 可 微 的 ,我们 可 将 它们 表示 为 如 下 形式 : 
E — Es (x = rogus Y) Y — Yo rss Yo) 
+ ey Cx — x Y t (Y — fo, 
n — wm (x — nM Y) + CF — Fins Yo) 
+ V(x F n ny, 
Fh e Ae GES, 
Vx — x) -F Cr - yy 
小 向 于 敌 而 敬重 于 和 者 . ARH 1x — x 401» l HE 
小 时 , ZEE DO ELR Z peo ST 2 jt. 
EE Rr rp Y) T CF — oye YO 
y= m H (x o andan Y) + C — No) by n. f). 
TR H3 PU C AE ARET Ue, 


£& 习 i 
L 对 下 列国 数组 计算 OC. yo ppr, Yas): 


(2) E = e*cosycosz, 
5 = e^cosy sint, 
op = et siny; 
(b) E = cos(x + Y) + colte 
y= eos(x + y) + daly 4-2), 
p = anle + y) + cos(Y +e) 
(c) E = coshr + log Y, 
y = tanh} — sinh, 
p=r — y*i 
(d) £ = xcosY inz, 
5 = x sin Y sin gy 
P= XeDEN. 


(e) E = roos Y, 


Ar 


n == £ dn y. 
PLE . 

2. ESER E — fov Yr), quom pr P e) ph. 
v.z) Æ- KRAKI. XE S BRAA Er EA MiRe. 

3. 在 习题 1 pA aeh, Jin E dB PX 
B: gn ^ BERRERCUENRE $E. 

4. TEA FAAA d ERI SJ RO EET YE EA REER: 

H =y +Y +Y: 
r= Ly dax, 
E = ry + ye t er, 
5 三维 民 福 忆 公 不 
x Y 
nT 
eg 
ta) WAJE Apm Xe 3 A 3ER S 
(b) WEIER TEE ZEE Fh 2 ERE R DL 5 
tc) cx dE iro E RTEE X. 
3.4 应 E: 

s BERERE 

pnisibig— R.md mo A EEEE EESE. 
st it m E ERRATAS DET ATTA A A RR RE 


4 = qn, Ur), F= dn. s. a = Xu, v), (398) 
其 中 q, o U AESSR ws Bg AEG TA e. D YE az 平 
E kNEEsCXGXERpgdSd46, MIMA e». - SEHA ESSERE 
WARE xx SR TRA EEE. ERIRE ARRE 
-- 张 明 面 ,能 麦 为 显 式 = = f(x, 22. DX] EIE EE. Ti 


x. 


Habit d RSS E JE RR LB an, RERE CRI e Hà) 
FERRARE HER RAA TAERAA = 一 乓 zy 
yj*， 国 此 ,为 了 染 证 方程 确实 表示 一 张 曲面 , MIRAREA 
TE I EG E 
pu. |x, Xe Pu Po 
X, Kah (Pe Pol dde v» 
PARAF -ARRU RATER 
Kipato — Ppd Chk — PaKa F 
c ups — Xupu) 77 V, ( 39c) 
XXE ERI, 在 由 【39a) Drak 8E ABISP3LIA , 一 定 能 将 三 
Pethi — HRS Arx XE. 
R32 ee RH] $E (93) 3 — ^H 57€ 
X — pfa, r) (40a) 
XEM, XOB X 一 (xs 72) REBEL EUER CER. 
CETHA 
OUu.»)o(p(u,v), dXu, s). aim v)). 
曲面 上 ,在 具有 参量 wa EARS ESTATE ERE St e 
Bj 


(39b) 


3 


"097 € g aca qg 1 


MN, = (pas dys A) FI N, = Cpns dies Xe). (40b 
TAE XüyedE Mf351Dn4X 15b) Æ 

dE = (daz, dt, dz) Md + X dv, (40c) 

三 个 行列 式 539b) Bi epE 总 , 和 总 ,的 向 量 积 OX, x X, YA 

ECLA 178 H), (GAARAA nRT Ei X. x X, 的 长 

BEER 775 ARGOS T 
X,x X, (404) 
Jim, £o r BURKE rt rc rer, KESEIGK 


Y= rreinsusinr, Fm y nsdn z--rvost (402) 


D B xz, poa RHARD EA CIL ASGEIEGUVHESMER. 


* Bs 


(CÓ xa mi. 0 xs x) 
duh. Et e — 0 ERE LAD H , M a m o ERE AS 
"£z n^ li 250 UD. | 
BAREDROJAEGKI SERETII- AHER, —ÁAMABBRBS sy 
+ 的 三 个 显 请 数 给 出 ,这 三 沾 遂 数 者 居 单 年 租 。 die 从 " zE gy 
r。 我 们 得 到 下 半球 再 , 即 
z= -a r y. 
dus e M. 0 3T " HATLEM. xUX.XpÉCE SITE, 
An r3 EW&REIRg A E EE 
go ck Pi 
AD EE JOE E REC SI PP TR BEL LT. 
mpm VECIUDPEREBSABS-—PdeAx4LE-- 
X;ES 349 RD. 20 T Mbt (0,00 天 赤道 平面 一 0 TERT 
十 并 十 下 一 二 一 站 
Eq3 Hio gs UEM E F5 ARLES FERES HE 
kde 8 45 s REESE LE S E N Aae GRE 
312), XtÀE, ERE REN PEUT TBI EET al n EE DRE ES 
EAR iEHanEJSWEE DER L HNA 


CERTS eM 


Tis, HH 2) TZ E fSUREEELTR ete. 这 些 方程 可 看 作 款 
EHETI SER s,” ker PELARE, 
TEH ESRF oS H E 
2 y po o.quura Xy o 
stg aci Maty at 
833r g dcr Ed 129 39 UR n SER TERIS E CIET LH 3.13 


JE 


Eil EHE GEDREE 


图 3.13 -AHE 图 3,14 cux GRHRI 
413.45, MW H 


Y e acOSHCOshz, 


y — zsunucoshs, (402) 
z = csnhs 
(D sc in, o rc ro) 
AR a H Ah p FH 
r = gcetusinhz, 
f = bstusmhz, ( 40h) 


T = tg ehr 
CEPET MERET T::-Y 


* 2Bl « 


一 般 说 来 , SETTE SECRTUB IE Qo, v) 平面 上 的 
EL R AATda RUBRUM S 使 Cw, v) 平面 上 区 域 上 的 每 一 点 对 
应 于 曲面 上 的 一 点 ， 对 旧型 情况 反 过 来 也 是 对 的 ”， 

RE. ue 平 了 而 上 的 曲线 wa. v0 HET 
TE CONO m x), 
MATARLA. Dy ERT SESS ER UR (406) 中 ,方程 
s= 常数 表 永 经 线 , 而 ” 一 肖 数 表示 纬 线 。 如 果 在 我 们 的 参 变 量 
表示 中 ,对 “ RIT HCERD RUE EUIS, TRAE v 作为 参 变 县 , 我 们 
就 得 到 一 条 位 于 曲面 上 的 “空间 曲线 ”或 “ 撞 曲 线 ”; 对 ”用 一 个 固 
定 值 去 代 , 而 让 “ 谈 也 有 相应 的 结论 ， 所 以 ,在 一 最 情况 下 我 们 可 
以 考虑 曲面 上 由 方程 “一 常数 和 v 一 常数 所 给 的 那些 芷 绕 ， 这 
些 曲 线 是 曲面 上 的 参 己 曲线 或 坐标 前线， 参量 曲线 网 相应 于 ww 

平面 上 其 手 坐标 得 的 平行 线 网 [图 3.15). 


图 3.15 ZEE 一 RA, e 常 堵 
与 te, 9) 平面 上 的 曲线 RE ONERE ES 
上 的 明 线 ,其 切线 的 方向 与 向量 
X. = x; Yes t) 
D apot uee. Pm EE RA AS 279 n (1062 gi, Er 
AE m tH T H” = 0312 = hE. 
r 287 a 


du do du dy A du 
LI —— 一 tt 一 EE ama- nania 十 = 一 
(=. di uox. dr a ls dt LE d ED p x | 
du do 
= X. 中 Lu (4 1 J 
gr dr 


的 方向 相同 《 见 第 210 页 )。 在 曲面 的 一 个 指定 点 , ae i EE 
点 的 一切 曲线 的 切 向 量 X, 依赖 于 两 个 人 向量 XL. Xo. HOY RU RT 
于 通过 该 点 的 参量 由 线 s= MEUM > 一 HO. DXORGOEB.RE 
有 切线 部 放 在 通过 该 点 而 由 疝 量 K, X, 区 成 的 平面 二 , 即 曲 面 
在 该 点 的 切 平 下 上 。 gp HEAR EEELT EDU) 35 H, IHRE, E 
再 于 向 量 X, XQ, MACAL 180 页 曲面 的 法 城 平行 于 向 最 科 
X, X X, — (Jg, 一 pgp Tare Zeta co Fey, (42) 
HIESA- RERNE EF LIB PE MU 
HS xxm dA Hé Hb c REA Ee * Es. ZEREPIIO 页 
(EAA 377 TOES 
ORORO Gre 


E x dz 


ET IB AECL RANNIE 


" 
(2) = (x. SX, 2) (X. fea X. f) (an 
-人 

十 g E + Yo A y 
eae e e(t) 


'B A1 B X3 ' Os V 
RUM €i) ur —XoX. (d 


Fe Êr Ör y iy Ey Qa Da x 2X. (44b) 


一 一 


Du D» Ün De Bx Or 


二 FHI" 


c= Aj (BY + (2Y =x,- - X,. {tke} 


ENEGRERDUREUTDNIPE M OE en, MRi Tht Hh 
ZRBUTRERWSRE. IRYSGROLHORGRAE S KATSE: 的 微 商 , 在 符号 
Lei WD WipiBERFGBM REOR. Hp rd YE ox 
CHEER) 


dé = Eda + 1 Fdade + Gdr {6} 
给 出 ，ds WIRE. 
HRH X, X X, grin E, F, G ms Bi» Cu 


130 TE) 

IX, X KR KN (0X, Y = EG — PU, (458) 
Ri X UB BI ERE) EB (9:2) 或 (4 中) 现 在 可 用 关 
THECA amA f 
ERRI. 

bbb 


1 
2 -X, x 大 一 - Kx K, 
EEA 4 EG — F! 


EJ ZRPUEEBBIBSAT HZ TDZ-A qeu. Bru. HEDT HE 
U3 1138 et Sé zs D] DEEST LT TREE 7 eg c3 


EG -— Fm) (45) 


JE. zE ro Za, 77 Zeie, 
cosg me iE Eum ET. gas =a Oe Tx 
x EG— P y EG — F? 
cos Y == Fue T xe, Xa (42) 
EG 一 FN 


HEE düfE a — «(2.4 e LUIS jA f 


= X, -至 十 x, 4 
X = P1 p 


B. ERTA RAELA vom Ed —4dgE we 
nir), = v(r). ETR AP 


X, =X, 5 4 X, t. 
üt er 


= 244» 


HAA. 若 这 两 条 而 线 通 过 曲面 上 赂 一 点 ， MA o hR 
HEX 5 XQZCURDAJBB)AGEC HS. PRODOME 13 WD 


COÓS D m X: X. 
{IXI | IX, p" 
fri HI 
du dec du du 
.X = as ag ee). LL Q9. 
X-K (x. Pu x) (X, ex ^) 
2p du dv , du dy 
E de dv er dr T dv 2) 
dv dv 
Te de dv 
Fir duri E piglieE[R] Se fa Is sx PL P zx E 
|p Aan de "du dv . du de de dv 
cm | dé dr up nT dr jte di eJ 


OETI) 
Wr) uo E ere) | (48) 


k 4 k RS RR F an à a aa 


HI REPERE RR UR, BOSE (394) 中 的 第 三 ^r BD XE Xu. s) 
对 所 考虑 的 fss 0) fe 2089 , MAGES IEM EET uv SP ubi E US 
EE EX E| xy PELEAR ARSI AiE RANE x Hide EE 
语 业 说 的 话 就 是 , AARRE T or REAREA AE, M 
KEEA i TERI E T xv 平面 内 的 一 个 «e Bite 
PR. BIBDIYEREAS AS (as 0) EXER e xy 平面 上 的 线 元 索 可 简单 地 
FALACH, b, e] 
di = Ear 2Fdude + Gde’, 


其 中 
E (55) + ($), (494) 


=- 2025 


ar Or ty ty 
F= E ut 4b 
dn Or Hu Ou Aro (45b) 


e= (a) Ela) (o) 

STEREO TC Ro 8-8 ERG — ERANA, ME 
是 这 样 得 到 的 B-A LERE- RS EEREN. 
X RCRÉBi E EXE RE OLA R16). RTRER HHA ri, 
* 菠 通过 该 加 的 中 心 ; 下心 的 ? ARA e, 如 村 加 的 半径 是 + < 
ia1: 我 们 就 得 到 该 加 在 ve PH E49 58 RES 


El3.16 REREPEN 
z= 0, y— a = root, g —rsns(0 x; 6 2a, 
FiLMS = a ARORAA La tama rr dx 
BF EREE r -—(arcs8y. Aue ERF: ek 
fi :出 


r= {e + reosd)sin ps 

3 一 (az 十 r tosÜ ) cos Qa 

zc rnal 

(Gm qu x, KA «c Za). 

这 就 是 环 面 的 已 和 和 中 为 参量 欧 短 量 表示 ， 在 这 种 者 永 中 ， 环 面 
成 了 fp 3EDEBMM EK 2 的 正方 弄 的 称 ， 兵 中 世 填 所 一 卢 线 
日 一 RT UE 中 一 382 RI SOR STER DUM REO su E — i 
A5 URGE SES En TIU FUSE RET RET T 
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S] T ERIEIBU SR SE AE LE C42, b, cj 我 们 有 
dé me rdi + (a + reosÜ Y dr. 


Ho J Jia 
1. iP AF XU ERU EROEA: 
(e) 球面 
roc cos sine, Fo Mnw siftp, £o = costi 
(b) Hm 


= cposucoshr, Y = sinsgcoshe, s = sinhr; 


(c di 


r= x dy! — f(x) 
Fries t b e ied it | SER a JU 0 — areg (y /2) 第 为 曲 而 .上 的 
HR 
(d) 由 


Piré EB] Jc f Pi Te EUR SC? s 一 FERIA LL HE RE STRE n 
fF25 — Hx HE IIIS Beds (ILE 256 n 53 gri 9). 
2. SER ELE Tg 


x = gcosh (^) cns ($.). Y = scosh (<) sin (2). 


zoo, RESMA E — 6 -— Fo - 0, 

5. XE HIE) x = ucosr, y — n sins, 2 — ag d- 8 (Qa. p — 0E 
XXJUEB]- iE # 二 Mf. ec t XRBUGR RE Sag. 

4. 对 于 方程 s= fx. 0) 所 给 出 的 曲面 , 靖 定 其 钱 元 喜 的 基 
AA eiA? 

5. ulEfELL sse 25S ER E, NÉ hE os m urs 1), 
gc pr. 2) D RERI BUE AER E (e, 60. TALER 


E'G'— F? - (EG — F’) [de 


- 过 和 


其 中 E'. FS oO" BRT t REHM, 而 E. F.GijÉIDRT 
ur FERNER. 
6. Hr FÉ Es EA PAi SUB — DE e e EE E 
这 的 光线。 WATARA TERREA urb dé n] A [3 
t. . 
7X): EHE sd rA #2’ WEGE r ART t 
OHP CHR GG AEA Em S A ARE RAOR ER S (E 
HERR e AMCTIEPONÉSES À ERR, RINA P616 
SMe AFERE, ARED e. EANA RE 
终点 帮 落 在 后 一 个 二 次 曲线 上 上 ， 
8. H LER E PESS PR TER RT 
二 t= 
gx cb by? d es d 
8927 2845 Eh B3 ue 
(2) WAS. 
(V) EREA CREPAR. 
9. PRELA Qe. Y. a) HC EC LS 250 页) 
T= asip cap, Y "— s sinb sing, y= ccosB 
E. AAEE vi HE a (8g UP IRCIEER 0 + p 6,6—7 
— 8 ZAWIE amcns((1 一 sin'82/ CE sn 四 J 第 285 
TEM 
还 车 .—— 38 i 28 BT SE GT 
aCl + xn» 
(5 + In) 


b. gon s 
andi seti Fd 
r= ple, v}, Y m bns r} (52) 
SIENNA TEE, HEE 20 p REEL D P JUPE RR E , 


| 2087 


f xA de eS T 8 ER, 
定理 MERTER ERCO RRA- PEERS E 
EUH JR 
Pa — $; = 0. Fs 十 中 = 二 全 (51a) 
或 
Pu d 00, qu — 0,7 0. (31b) 
TR- AH TA AENA ER AE FEE RE", 
ENF: peri inde a pui EUN IE m) dt 
$E e= HE — e. vo ds € H goa. omm m e, 
ERA a» FE LAGE ERN REDE. pace PESE ER DERE I s zd 
(48) C A. 58 285 EO ELE fU! 
pm F = gp, du. C51cy 


AREE, 对 忠于 wai. rens 6 t (à am Er e= 
r 的 昌 线 也 一 十 是 恶变 的 ， 这 就 给 出 
Ü—E-—€6-—agÉ--g;—q4 — di, (514) 
AE O1 9 528 
Pa = hh, qm o Ms, 


Heh a EDERRA EL ERA ACGA ARAE ;= 
I, MA EA gM RUSSE Cla, b) rfr UE M P BE ix, 
M FERAS uf a gà , HA 3 T E88 E P8 FO EE RJ — T 35 7 
Aio EJEA eu. pu. Pe t, SRZ, 
HA E (8120 A (31b) THERAA 
E—62m0,F-—0, 


E, F, G ĒD (493,2, c) BF X do UR, TE HEG), 在 
rY Tg E PERPE RTR A o BERIAIOÓg ES; 


1) 筷 后 的 断 应 直接 山 第 AEAT ERE Dg — Pria FO RE 
B. H DAO 的 情 襄 下 ,我 们 至 Degi + pist, EUDE F Deg 
mE 


a 2807» 


duo du di dt 


T di 5 dr od 


E ge Vi 1 ] Y de 1^ 
JU OD UD SUD 
rS DAE as UR CAYERA. SpA. 
ET E EHR AUI apr dE Roue. RAIE Ec F= 
G -— 0 Wo pP, ipie r^ e BER ST Hf — Bf Pi r8 dO 28 
零 ” 的 点 例外 ， 


HE J Mb 
1. HAA x eatea, f aa ME dE «— 2 
s—3 CUEXSRAXSoJdEa-—zs—o0WP XA 
2. Bd n zd (a F2), y — arctg - EARD RHR 


总 的 5 

3. 证 上 , SUR E Cus e) mm (x J) A Ces v? CES 都 
TEAR, Robbie Qu. vj {rf — yp en + 0E) DEDE AR, 

4. (3). WESH Er ERR SIDE FR BE EE E SE ER Rn, 

(b) WREE LAA dE oo ET ESSE CE ÉL, 

(«) iE, AMARRE: BIBT ES RS 
sz EU FR, 

(4D LJ ws v ABERRI DIRZOXRUGRE A. 

5. EE EDARGEGAD 0440 EAA tF Mb ss E RU dh p 
X — Xu. v) TIR M2] IDE HE? 

56. afg ^R pir csp sinp, = sinf sing. = cog 
3f «s FEHRHRHA IEE 8 一 e. p — 16020, 其 中 102) xg 


TOLES 


D tH MCUBUN XR DRE RBEMT, 
: 296 。 


3.5 HRI EER LEUR ELE 
a. MuR 


CUTE fEem. dU Esq dmi ae IRTEX —-B aer 
EREE ro Ae fF — IS ERE EE 32, dit zh 1 Je Ps EA ar vn 
ER (os v) m e. AEH t e br TEXE NK n M 3 hie 与 它 对 
应 。 

PME ay IgE) DLE YFTE, RE 一 < 形成 -- 个 曲 
BEEN. ATRACH E 六 十 三 一品 也 一 样 ; 对 于 = 的 每 一 
"TELE pz eR Tr. MEE e tE. Epe, F 
WHH xy — c EEA, E R Em 2. A 0 一 0 
Ha ThA REER ENE. SERR kn 
REUS Ex EHEERRUALTÀ tA, FREN ex mE Em CA 
E [= p.a m 0023 HUE d] RES SURE ACE ERE. 368 2D) 

(x — pT tr Cy — UM — 0 
EIE E XH UE mnm E. 
EREHE AoH TEREF. dt 
fix; yc 
EIRATA My AAEE e AEn 0k Y. 
其 中 天 变量 : ESEKIA, GSFH ERG LT 
EE. GDXBXBGSBETXUH. BEST. 
RASER e gER— T 27082 
Hr pr sr) (52a) 
Am- dx. mb e AERIENE EBENE BE ES e DC RUMEC 
LER Z3 e HbR, 
Hte 3 nau ixxusseqX. 
x= grs c), y — d$, 00. (52b) 
其 中 “= iR E GB seam :xd4S2$2z£8B. 
$2 30,77 Fe: 


X = ec, y m cin 
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受 示 上 面 提 到 的 同心 而 族 ; 有 又 如 方程 纪 
. I 


Ta pi, y —T sy 
É 


s EMEREK RE, ie A e epr RNA E 
3€ ilis, 

AMATES FARA BRAT LASERE. i 
An, B— JE 《zx ay (y — 0) — c aE RAT 
ZEEE a.b.c 的 曲线 族 。 匠 果 在 部 达 中 不 出 现 相反 情况 的 
ih, HLEA ER HROBUT — 17 SERE" £8 EE RET BU Bh 
RR. ROEMSOUSRIU PR CDU ECER. Sog. S adE 
的 折线 族 ， 

XT A Bing dui, 类 做 的 论述 当然 也 成 立 。 如 果 给 了 一 
AERIAN eo yo zs eh 并 且 如 果 对 其 个 确定 区 间 上 的 参 
变 明 “的 每 -个 值 ,方程 

f(x, ?ze rm 
瞄 示 空间 中 的 一 张 久 《rs ye r) 为 直角 尝 标 的 曲面 ， 则 令 e TET 
的 葡 间 内 变化 肝 所 得 曲面 的 全 你 称 为 一 个 直面 族 ,三 更 确切 些 说 ， 
是 一 个 以 。 为 参 谈 量 的 单 参 变 最 曲面 族 。 例 如 中心 在 原点 的 球 
面 站 十 六 十 二 < 就 形成 这 样 一 个 曲面 族 。 和 曲线 族 的 情况 
一 样 :我 们 也 考虑 依赖 于 几 个 做 变量 的 曲面 旅 . 
例如 ,由 方程 
ax + by M I— v — Bg 十 | 29 

MARRET ERR TEER e dU B RUE) B. S 
变量 < HIP EKR 了 bI 内 变化 ， 这 个 曲面 斤 是 由 与 党 点 
Us 26 的 所 有 平面 构成 的 *. 


E gJ 85a 
L VIE TB wEJEOEIE TIU TESES M 


iiS AiE ASH A co pnus. —— T XE 3E BEL e 3E ITA, cot 


Lid, 9935, 


a 25224 


(a) E a, è HEARR, 是 登 变 县 : 


(b) c —-—dt6àkBT E: 

(c) x = cofe t j y — infe tej, 0x ru e 
"EH. 

ME 插 述 革 参 变 基 曲面 族 

(x — ey E (y —1-- eY Cx ty 2 — 2eY — E, 


b. s $m iU Eie 

1n — EE gr-— S2 qi psg E ENS EDAX EC I61 3, dl 
tg CRUNEBGNETREECHUTUM EHER R., MP-E) ARRE 
HARRER- ESOAPEDE. H, 我 们 将 灌 六 色 汶 {中心 
在 * Ah Er 2E——— BI EEG XP RR (x — YR y—i-o0 d 
族 一 一 以 再 线 对 y 一 工 各 ?一 一 1 为 其 包 络 ， 读 直线 与 斤 中 等 一 
AERE (E 3.17), rix gira, KERL, ed cb aN 
HEA Eb 8x 35) Se A sm ab & ATP a 3x Sz 2 (SEL ca sre E da 
Lec spei EA. AUEREA TEH ARKAA; 
£125 5t IB Stu Ho vod i 


图 3.1: Aai S 


+ ol Boa Roa B 
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y.) 一 上 0 的 世 绍 五 前 问题 。 我 们 先 作 些 表面 上 说 得 通 的 说 明 ;, 在 
磅 归 中 ， 我 们 慨 定 包 锐 确实 存在 ， 并 像 上 面 的 情形 于 样 ， 它 能 作 
2) B Apri Zn e su pam fg, TERDA IE PAR XE RR GE 
得 到 曲线 Kx.y.«)--0 ARR EEA 除了 这 条 曲线 外 ， 
ULTRA E AM Kae y» c 4) — 0, RERA A HER 
WTA REWA ETO, 这 时 交点 一 定 趋 近 于 所 竖 拒 的 点 .在 
A6 UEBER T OE 
f(xs 9c E à) — Kx, 2 €) 1 
n 


wuih 还 有 方程 fx. ys cR AÀ)—0 与 方程 Kar, yoe) = 00 
成 立 。 在 第 一 个 方程 中 ,让 看 一 0 RRR. BOTGdEMEx Duet 
商 六 的 存在 性 ,这 就 给 出 了 尖 于 曲 比 JO. y. el 0 SEHRE 
和 鲁 点 的 商 个 方程 

fx. y. e) =t, flr, "ED (53) 
ju 3 HB ux E h e GUYS e MAA” REIS 
RD eIxegkEmBEAEBIS EXxlSX,dnix4edqE.iRISE. 请 
XE = , 曲线 也 能 表 成 £x. 3)-— 0 REM. SAU ERUUE 
曲线 族 的 判别 起 ， 由 方程 Kxy ?一 0 给 定 的 曲线 叫做 判别 昌 
H, 
l TERNESITERR: 25 TIBIAE Gro. 一 0 的 


" y B €*? 7 F 4 
a B t Fk y i 1 


wo] > > > > E y è a —— 99 à aA E A —o—— 097€ } k h h 4 S 8 d 


MERRIE TE 25 B: RÀ 0389 di ZR EREE — ERU iT 
ib MRB HUER G, HE, RRDOSETEROBETT A ARIEP 
我 们 的 法 则 在 实际 上 给 出 包 络 ,并且 有 什么 其 他 可 能 会 出 现 . 

ü UC Eb] E EAR, CERNAS EH. MUNTER 
EAR 

D BAANT RERBA EGER SEIT 5 我 们 即将 时 一 个 页 完全 的 讨论 来 化 

BATHA. 
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xoc). y (02 
表示 春来 ,在 这 里 
aY (Yay 
(=) e(t =o 
BSHIIBGEETERGH dd memes flr se 一 站 HA 
Harg- HRH, FERRARE HE Kresy) — OU. 
PIE AEE TEXTE RGB ke 和 Ce) R Ey 则 对 
[X [El FRE — 57 e (e RU EEUESI. XT e 求 租 商 ,我 们 立刻 得 到 
d 1 s 
+ 
MERULA £F 


L 


dx dy 
一 二 = f, 
de fy de 


AXE COR 22 SE RIRONARARE P, AEMT 


Bkh Kas y. c) — 0 ERDA I ERE. P il dx 897J 
[E —s3805-u x8. BAERE AEH $—0. FER 
们 看 到 了 373803 AR TEH- TE EET, 
XT3RUETARTHIHABHROER TAS, RITE 
BERRA x — x00? 90 v — (c) MARRI E E DRILRTI 2T 
FE Hespe} 0 4H (m. 9.2) — 0. dO ns yo c) — 0 HR 
IER ac) Msl) RR GRISXUTOEHISSERLT eqni S 
He MERIIET PHH, HIE La 0. SES)SDERSGXGR 
式 
x d 
j, P +i E lD, 

这 个 关系 过 对 所有 的 = ma, WAE TR 

, : qe [dx Y dy 

iet + 
都 在 了 的 一 点 丘 二 9 ， 济 而 在 这 点 则 三 了 和 族 中 引线 部 有 确定 的 
HH. dix ER ENS Sg PRE a. 加 上 这 些 补充 


à 255 5 


TEX. TXEJIBJZERU ERIS BERI PE E PERI BE S 4155 B5 
-PRR LE ALA ja Mh A 0 , 则 汉中 的 曲线 可 能 有 一 
Tu IDCNLE 235 点 ,向 关于 沿线 的 灌 瑟 我 们 引 未 出 任何 绪论 ， 

Jes ARIRE TAA hii a ek P A e ER 
15839 a EE ere UD E — T PLE doe EH ARTES E. 

xun d TESORUL «$ed gt Bep UE 

x — (ts ca Y 0m dt. e) 
JESN in E Hd EXCEPTA SUE ES RE] A p, XX PEE 
Qui. — wd, = 0. 

HA en ak AGRIFIESE ERIRIIGEDEU ER. 我 们 就 能 名 立即 
AESTATE. 


£s o: 35b 
EIE SER E SERE DU 
2. 直线 旅 
y= rı tHe} 
m dT 1 XE 


y — xy! + ty? 
HR DEn ARERR EA E, 并 蛤 和 钙 占 中 一 
xE PA E Jb D 7; FR, 


c. f£ 

L is- e y'— 0. ENS 7ExSI93 EDS. IET 
di pub TE x 3 pE 25 1 pR A 3.17). M TL d E310] 
立 记 看 出 ， Diik-—xdÉBPSSERY-—1iITMZ»-—i1d4£ET. 我 
[E Beste 169 25: DS 3E IC S [E 29. (v — ey oy — 1 和 

—2(2—5:)—85 

3DEMRPAAESIBOEÉR 3 —1 eR, 

2,53R X; 1 遂 注 原点 的 图 族 。 其 中 让 一 定位 于 以 1 为 半径 以 
原 所 为 中 心 的 如 上 ;并 由 语 程 


= 208 a= 


(x — cose, + Cy — sine =l, 
Da 

r + py au ?rcose — 2ysinc = Ù 
mG. XT e RARR rsine — ysosc =t BATARA 
z= 0 Ñy = ie. EIR Say wa MATERE 


TAREE dno Zy cose = SL MANR e 我 们 就 得 到 +y 


箔 号 了 半 基 为 以 原点 为 产 的 加 作为 包 洗 ; mETYOA3T31) 
— oir x0. y. 

3, HERE (x — y —2y — 0 (RLELS.152 Hb R8 — "o EGER, 
ALAA MAAE cp SS SE SR apo x d. 


& oW dq 6 5 

E3118 PU BUM Ee 

5, REEE (z — 26 y — 6 —0 LE 19). X 

Fe RREI 27 一 360, ISAOOBARHR (IR IER RE RR 
2 


pP. 
a z` 
ES S MEIE SENSE 
l 1 
zx — g H -—  - -= F 
"V8 7 X43 


沟 碾 。 原 点 是 个 例外 慎 , 它 不 是 切 点 . 
5 ,我 们 下 面 考 电 由 = 轴 和 得 切 由 单位 长 度 的 直线 族 。 如 时 
.9 


E 3.19 [HE ie e Jey H y? -etm 
c — c RE 5.20 ri aun 78 UT e eec 6 ER 


LIRE 
cos n ain a 
H. S E 
ane k 一 ca y — Um 
cos" sin uu 


€ SÉRIE E-—EÉEOOSqERTESEBIIS: 


x — ens y — ina, 


Bl 3.20 End Rus EE PUO 
中 298 


Bor mg Bl 3.22 IJUSEPR AUR 
EXCES-PESARMEEEIMIES 
yi aq HL. T. 

BARBERE { 见 第 一 着 第 四 章 习 是 D, 第 458 UD. BE 
AT ud 2 BOE cp ERAS dC EX CEg. 3.21 和 3.22). 

6. 星 形 钱 260 4- y'? — 1 AO TEZR ESTIS 

Ea Y oo 

e * 【一 < 下 
E34 ifr E81, 2:41) 89 ER e 与 (1 一 < 的 和 为 党 县 1 {图 3.22). 

7. HRR (e — 6)! — pP 0 RA, EASRA PRTA E 
馈 购 办法 可 能 失败 ， 在 这 里 党 村 则 给 出 的 是 * so. ELE EL 3.23 3 
HETE Pa CEIR RRAN. 


j 


C, Cz C 04 3 


B32 MAR aoee epet 


« 205 2 


8. Blei 
(x—cey—y-—ü 
Wdsudh££fe x $5 CHER 3.240. AERA 但 是 它 与 每 
RARR, ERE rf FEAR SC PAL TER Qf. 


BI3.24 出 线 族 (9 一 和 一 六 一 


3. 环 索 曲线 族 
. ixt t (y — el em)+r=0 
《 见 图 3.25) 具 有 以 包 结 加 重点 轨迹 所 构成 的 判别 曲线 ， 访 中 曲线 
彼此 大 全 等 的 ， 汇 了 轴 方 向 平行 移动 可 由 一 急 曲 线 产 生出 男 一 索 
曲线 ， 作 祯 分 法 我 们 得 型 

h= 一 2 — er =t 
国 笠 我们 以 有 r= 2 或 者 y= 6. WAHR t = 2 aR mA, 
HARA Y EAIA MT x 2. HERIT =e. BLF] 
EE ES 
rx -12)-4x-0. 

这 个 曲线 由 直线 + 二 0 和 #* 二 1 构成 ， 正 橡 我 们 在 图 3.25 中 看 
到 的 ,只 有 * 一 0 是 包 络 ; 直 线 * 一 1 通过 曲线 族 药 金 部 重点 。 

10. Rif Po CFR D E ELE C ER TC ETE] 5 D y 


+ AMI * 


HRK ?一 (一 < 一 0 REA. pE h ££ EPOR fü 
Ax, WEREMA RE 有 一 3(x 一 一 4， 因 贡 zx 轴 ?一 
EHS. Dile pé RRRS, AA E BLSRCHN 
3.16). 


加 3.25 FRAIR 图 3.26 rIrkmgisE 

11. RARES ECL] Eo dh eR C 的 新 晶 线 给 出 一 个 新 的 定 
RCLAE— 385383 Kt 447 WELT). Vic di 

5 一 下 人 y — D 
iSi. RIDEN CAH ERE fE CREARA ai, EDS CÓ 
线 由 
ix — qi '() 3 yo OW 0 
抄 出 , 包 铬 计 由 关于 上 微分 这 个 方程 而 求 得 ， 
0 = ir — pe Q0 H ly - Q1 4"7(0 — e?(0-— 40. 

HR- HEN 7; £e RIGE QUERI S in om 


x= pC -Pp 一 单一 Fe — 3, 
中 p — ip 27 V o 十 "m 
ri -+ p” 


ym 0) 十 PD 一 SEF 
dup—qui ip 十" 


其 中 


a 301 « 


pc (p en 
"P. 

ong GEQ CULTE RAE 332 ED. o xp h duse iie—d B 
383 页) 1B dr HARHAA. 

12. ihik C Hor pi. y —oCO ib. 我 们 来 构造 中 
LEC EB ROAST E. MAAR 

zr doy e rply — i m D 
$8 TOL E AARSE 
xq'(r) d- yd = 0, 

HE. WE PEA (eG) m Q.w9 是 E 罗 相应 点 ， 则 
00 SEUCT CEEPSBUEME. Hoha PQ-PO. 所 以 PD 和 
PO £C frd FUIS E m. 

如 果 我 们 把 0 ERA TEAT OC e cg — ES E 

1 Mj QP ERAT OP pR. gg peg asa kkcXro 
MPH Bg ende Dr ER: DISP PIENE EE 
QE, FUERA Pp 是 五 的 ZETA. mq FRERES ERES 
frd Ex OEIL SCR E EEnEZcSREIE. 

fimuxci- HORE, MEAN c 上 的 点 上 
RAxh.xHBDC 与 如 CGS.H3So o Reketas hR 
动 ,因为 在 滚动 过 程 中 ,0 与 0 EETUXSHERZ ED EDE EE. 
Tk, E "—— EK p SR EE SERIe SE— 
$435» 91» Bir iEREHJAN WERE —SEBNEMBHESIHESC 8 —33 
58451 m» MUEREN Fo cF o ER E 4m 
Á. 


H0) X56 


1 — HIRED IESU e Aa EER r MURANE, 
zT 
x= pronti, 


+ 3e 


y "^ {e sinat? — PL 


PUR UIS UR ALAS FT CH E 是 代表 重力 加 速度 的 常数 

(4) FM o 25 BEEF LEER GL 5 

(b) 证 明 在 读 包 络 的 上 方 没 有 点 被 击 趾 ;} 

Lc) 证 明 在 该 包 结 的 下 方 的 每 一 点 能 以 两 种 方式 被 击 趾 。 也 
就 是 要 证 明 每 一 个 这 样 的 点 都 位 于 两 条 扼杀 线 上 。 

2.3 p FUBHZRIRES) fd EE 


G) y— erc 
fa 


(b) y == efr e); 
(c) ca 十 万 一 L; 


(D Cr 一 < 十 站 t C E), a — E 
3. A C 3E STRE. EJ REER, HEA P hC 
EAR. EHR, 这 些 贺 的 包 络 内 两 条 平行 于 而 与 C BIEBER OS P 
MHIR EXC AR LESE 461 EEG Bh SERE XL. 
4. 空 间 中 的 直线 族 可 让 依赖 于 参 呈 * 的 两 平面 的 充 线 给 出 : 
ax + BG + eO — l, 
dx + ey + fils — l, 
IAE , p ER XL Eo E E Ec E BH EROS BU £E C EU ELA BL 2; JU] 
‘ud bme ccf 


d e' oi 
s, AYEM CEH r= fi y= aU) Bru. 则 它 的 配 
[ghz C 定义 为 直线 族 
EAE 十 matt) m d 
的 包 络 :其 电 CE, p 是 流 动 坐 标 . 
(a) 证明, C th C' 的 本 极 曲 线 : 
(b) SCRI (6 — «YF € — 62 一 1 Eo RAF 
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(c) FRE Z+ n 一 | GREENER. 


5. 一 个 半径 为 = 的 贺 带 着 一 条 与 它 相 对 圈定 的 切线 在 -i e 
ERE DURAN. 取 动 即 线 与 固定 直线 重合 时 的 位 置 为 由 租 ; 证 


BA HRAT ES H 
z — al + cosÜ sind — sind), 


y ^ a( cas? — sing) 
.给 出 ,其 中 8 Rapus S DU. 

7. 在 平面 上 , 求 通过 国定 点 蝇 的 庄 同 陪 包 ,这 些 同 的 同心 席 
过 一 条 以 口 为 中 心 的 二 次 曲线 . 

8. 【ay 如 果 了 是 一 条 平面 曲线 ,而 串 是 平面 上 一 点 : 刚 所 并 了 了 
IRE ERES R E AE T Ui T ILI OO mj. 
证 明 , iR M ERÉE D, WER r EAA OM Spi 
的 变 圆 的 名 络 ， 

(b) BUE T R—^- B ,而 如 是 圆 局 上 的 一 个 点 , 则 包 络 是 什么 
样 的 ? 

9. 设 M M' 是 平行 于 椭 园 短 轴 的 糊 贺 的话 蓄 , 求 忆 MM AE 

fed ze tar ta f. 


d. ghi 09 Hs 


E18 XT BR Cen 5 EO 638 70988 KC sh er n5 JB T Bü m 
He, 给 定 一 个 确定 在 参量 CmBEDUH] DOGS mi £d odegm Ne ye 
yy。 4 一 0， 我 们 称 一 张 曲 而 瑟 是 该 曲面 族 的 包 络 ,如 果 它 和 族 
中 每 一 曲面 沿 一 条 整个 曲线 相 罗 ,并 县 ， 进 一 步 ,如 果 那 些 在 EE 上 
RS E ESOEL X — 4 6d RES E S EHE. 

中 心 在 * 加 上， 以 1 AAE ER A AE DTI Bf t E RR 
一 辆 .以 家 观 上 我 们 着 出 , 包 结 是 以 1 26D E LUI m db Ec ag 
HE oy — 1-05 RAR, EARRA EL 1 为 半径 ,中 
心 在 z MEHET xy 平面 的 加 旅 ， 

正 象 第 293 Di EFE ,如 果 我 们 假定 名 络 确实 存在 ,我 们 或 能 


+ 304 * 


用 下 述 的 启 党 性 的 方法 的 出 来 : S418 525 AM T WB TOR IHIS 
DR G6 十 的 曲 苞 rs viz c2 — 0 和 xs ys nct) 
04。 这 两 个 方程 确定 了 丽 个 曲 而 的 迹 线 { 我 们 明确 地 候 定 这 样 一 条 
交 线 在 在 )、 作 为 上 而 两 个 方程 的 推论 ,这 条 基线 也 福 症 这 第 三 个 
方程 
LE Y: us e dc 9 — Pe 9 m e og 
À 


MERITE A BAF 0.20939 EDT -ARREA Rh 
2x P AT 8 
f(xs 3» 2,0) — 0, fx Ya ze c) 0 (54) 

所 确定 。 在 非 严密 的 直观 者 这 上 ， 玄 条 昭 线 常 被 看 车 旗 中 和 钥 侍 训 
HARR. 它 是 参 常 “的 函数 , 所 以 对 所 有 不 同 的 * (8. HRE 
ZERERA. WEM EIS NAI A RR TH E zt 
“* 我 们 就 得 到 一 个 方程 , 称 之 为 判别 方程 、 焉 像 在 第 29+ 区 一 样 ， 
我 们 能 议 证 月 , 包 络 ~- 突入 总 这 个 判别 方程 ， 

TRAPER B f$ c — E 3L] 8T ELSE ERE] CUBES, 
FUÉ R A ES 0, AARE EB E n t REUS E CORE A 
WSR. 因 些 , 判别 曲面 还 给 出 了 曲面 族 的 包 络 科 族 中 出 
ERI EI AAD ER E. 

Ve 88— 71-10 92240125 A Eb i BAREA 

x dy -T-o—oy—1--9. 
为 了 求 包 纺 ,我 们 有 附加 方程 
一 2fs — c) - D, 

ZEGER cdi. XKTTOGTRS M A = eh Eji T ey F 
次 的 以 125351205 3. 如 果 在 这 两 个 方程 之 间 消 去 做 虽 “。 我 们 
BB S6s49—1-—0 8t $E 129399 A, 
x ^h o5 aro EL FE TRIES 2 88. 

对 于 曲面 族 来 说 , 求 戏 参量 曲面 用 Krs ys t co 6090 的 
HM EETHEN., CEE, xITgRERHEUADS. 包 络 的 概念 仅 对 单 大 
量 曲线 族 有 痊 义 .) 鲍 如, 我们 考 记 所 有 隐 1 为 半径 :中心 在 57 平 
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面 上 的 球面 其 方程 为 
f Cr 
直观 立刻 告诉 我 们 ， 两 个 平面 # 一 1 和 一 一 1 在 每 一 点 箱底 中 
某 一 曲面 相 切 。 在 一 般 情况 下 ,我 们 说 ENSHE HAN aR , 
如 果 在 去 的 每 一 成 P 曲面 E 与 族 中 其 一 曲面 以 这 社 一 种 方式 相 
切 ， 即 当 上 在 吾 上 变 测 时 ， 相 应 地 和 下 在 三 点 相 切 的 曲面 的 参量 
£i» 62 ARE cei PELE- ARAH i E AAA eot) 
HÈT E EARRA P. ARH — b di Eaa AA 
ER DIH — S8 e EE. 

ERUTEN t i rn BC REZ P. RITER UR H 
面 与 包 绍 的 接触 点 ,如 其 存在 , 必 祷 足 方 程 

Kis ys zs €i, ca) - f. fn Fs ss £15 tal — h, 
E Y» Es» €: — 0. 

Bes mEVBIVdE., Mx DERBULTRUNSSE uM rb Ee je Ha s P5 
ERRA., MUR, WIEUGEISSAEE e. co 我 们 就 得 到 包 娩 必须 
请 足 的 方程 。 

fin, A 工 为 半径 ， 中 心 在 ey 平面 上 的 球面 谋 , 由 上 其 有 两 个 
5 e 和 ei 的 方程 

f(x» y» 2» cis e) 7 (4 — ey + (y — ey cT g-—lkíz-l 
A HI. ARBARA A HS FP 2 E 

fa = iir e e) = 0 41 fa = —Xy— «) — 9. 

TE, 关于 判 列 方 程 我 们 有 £4 —1-—09. 83x b. ERRTIM 
直观 工 已 经 看 到 咯 Em :—14--—-—1553Bk 58. 


5&2] o4 
1. d£ O EUER d Hn BP TIT Ap ERIS St DICE BD SER 
R3 38 35 c6 OR AAA ILE EA E T 7. n 
2 EHIE ert iyt erl ADARA RH 6-74 
c mm ]9 
3. (22 求 满足 


æ Wb. 


OP -- 00+ OR = 'ÉfE— d 


HX ES EGETUÉII UAR. AE P. Q R 表示 平面 与 坐标 的 区 点 ， 
io EEA. 

(b) M Æ 

OFP +t O00+ oR =i 
RPR RRE. 
4. igi E EH 
xcos! + p sin? H 8 — ? 
给 定 ,其 中 :是 参量 ， 

(a) EREI (7, 8, 2) tp REAREA E. 

(b) HEI uk pide dr ERIS TER. 

5,8 z — u(xs y) RAHNA E, A ERU np dE zy TF 
EE y 一 fCx) ETE IBARRA). UE] 
E + #3 十 1 一 1]. 

6. KW FL 


3 2 5 
& (e yeraez-i 
2 5 9 
fa; x^ 6 — YI Tos — "E 
$. xd Pr 
2 4 
BS XR EXE) ELS. 
7. 设 TT 是 一 条 平面 曲线 , T 是 一 条 在 第 364 页 习题 3 BLAN 
Eq E 
(a) EMAR T, AHB OM 作为 直径 的 迹 球 面 的 包 禾 
ET A 
(b) iu T Æa, o ENA FEBEI—4^ 4 EXE DS E 
什么? 


8. ER BE cyz = EREMAN E338. 它们 和 尘世 
T8 ES DEAS Ein GE Hebe RET ER CU RRR D) S8 E 3L). 
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9 a Eem RAER FAAR = 0, 二 zr 
Wlr-—0. tum r, UHR. BASE h pIa EE AT E, 
$6 交 销 微分 型 
a. 交错 微 失 型 的 定名 
C5 -— x85 RB.dRETIUSIS GE —T HERR MEE T 
分 一 
L = dAix, Ys zide + BCe, y, hay + Cry ys dz, (55a) 
ifEUDRE REGIA 75> pls y= Ai 2 = KU) 的 有 曲线 本 ， 
tM DARET ORT 
L dy d 


nm Lr - 十 E 
dt di de 


ZÜGETI2EMGIVERBGUT. UGIGRHOTRHU SE, 
我 们 就 得 


= Ab + RE + CĂ, (55b) 


Don WE 0p P v c8 
dr dr dT dr 
-| FE dx 十 p s +E- dz z) d 
^ dr Ti Els 
.L d (55:) 
dr d 


fin, BU 
| L z 
NIU di = ((4.47 E+B? +c 
ERST dB ER P (CELL Jo E ARTERE. 

XA Bb RITUS PRAE os E Redes dy 与 如 的 二 次 型 ， 
Bac XT E dür, dzdy, deda, dydxz. dydy, dydz, dzdx, dady, 
asas -ARIE G, R RAGE riv. 的 国 数 ， 在 空间 的 芷 
全 一 个 具有 考 明 表示 r= ry vy—0:0,:7), 2— XG,1) E 
HUBS EMO GEM T. o /dsde 的 值 , 员 要 我 和 约定 把 棒 式 

drar ddd7 ， drdz n 
dedi didis didt” 


* 3D + 


PEE d 


Ao OGEEEORALE mm 路 


4r BREAST SES TTD 
d(x,x) d(x.y) dr.) ， 
d(s, 2) dtr, EF TE T 
对 三 左 曲 吾 的 每 一 虚 上 其 胡同 学 的 值 /erae 的 两 个 微分 型 wm， 
我 们 吓 不 加 区 草 的 ， 由 于 行列 式 的 交错 特性 , 妈 ] 
dn). p, PCs») a A ,,, 
ds. 1) — died) do 
RHEI EE SII ETRHRAUE dade. dydy, dede 的 这些 项 没有 页 
FR. dpidx, dedy, deda O hh B —d4xdy.—dvdz.—didxw, 
Hib, de, dy, de PJE EARAIL OCC IT G ER 
a — a(x, y. zjdyda + b(x, y» z)dzdx + e(x, y, 2 pdrdy, 
(563) 
微分 型 “联系 到 一 个 同 面 上 的 月 参量 er 表示 的 点 所 给 出 的 车 起 


un d( y 2) nf 
-—— c alr, "E d. rf a] 
gid ) ) S3 1) 


x Ar x) oT " 
+ s Ys 14h 
X ta 7) cr, v4 x) i. ] 


e SHERIA st’ mention et zE E CLA 259 
UV REIS £l 
a) g des) y es) 


m JU) 8x. 5 ds ,1) 
= 2 dur) Sat) {36c 


dede dlra rY 
fit 3X I3 ErGE XL ERO 
" it 


并 月 将 看 到 它 不 农 束 于 有 曲 耐 5 的 桂 定 的 参展 表示 ， 
业 似 地, 我们 可 以 考虑 dr, dy; dz 的 三 次 微分 型 mm。 这 样 一 


1) iK f£ eA T qe SUME. TACAT S. PARL ORC RH Un Hl 


TER S, MAS tati HERREY 
dn gygy! da! = Edir ep JPFüredw 十 四 bo 


Hr n ya LE Hor zn On $28 R. 


1 3» 


AADAT AAEREN 
r = phr, $5 2)» z= Pry ss it) 2 = XCr, s, ) 
WET ojdrddt WE IXERTULTDCIBERA 
dxdxdms drdydr 


drdsti! dedi! — 
理解 为 准 可 比 行 列 式 
dxdt) drsta) ., 
draet) dr, 1). — 
Hi ERTEETTEPAGEge EE ET. DBDTAERASIZE 
25 ERES Tm TEATE x. y.om 的 三 次 向 分 型 全 部 是 
ep = ole. v. modxdydg (56d) 
BREEGUASIM, Mp kayat 是 r.i. d AERE AIER GT IS 
ig 


DU n dx, y, 2) 56 
dr dsda rs) re (6c) 


ERE AAAH BPIESERUIBERPGE X. dt, dy, dz 的 
4 次 ;5 人 次: …” S83 微分 型 。 PENTRA RHES TE, 
这 是 因为 我 们 所 能 组 成 的 枉 何 4 阶 ;,5 阶 ,*… 雅 可 比 行列 起 总 有 两 
个 轩 变 量 是 恒 等 的 ,因而 总 是 等 于 霍 .? 


i 可 386a 
I. UR FERRI odds: 
(a) m == xdygz + ydxdx + sdxdy, 
X 一 poş# ting, y — SNN sinr, z = cosp} 
(b) m = (y — xd ydz + (2 — x) dadx + (x — vyXNixdy, 


?3 33 4 WARR E EE 


dair cr Bday + Cds + Dd. (569) 
Adydy + BdydT d Cásdu + Ddsde 0r Edela + Fiydhs (56g 
ddydzdu p Hdasdedxe -EUdadxdy-E Ddrdyfz. (56h 
dde dud, C561) 


其 出 录 数 d.B.o-BDE systa HAA £0HSRBOPEUXEDNTABSIS. 
* Hü- 


x — au cb br, y = py ect, zo cu do uiri 
(c) um = dvds + dzdx + dxdt, 


yx — u^ -d- v, y m 26s, z us — av 


b. 微分 型 的 和 与 积 


两 个 同 次 的 第 分 型 【 即 两 个 线性 的 ， 两 个 二 次 的 吏 两 个 三 次 
上 的) 只 昔 按 对 应 的 系数 相机 , 战 可 以 吉 起 来 ,例如 ,对 于 
Un = aidyds + barde + cultdy, 
w = audydz + bdrds d cubxdy, 
RTE 
on F «s 7 (Qa, + a3 d yda + (6, t idriz +e, + ei )dxdy, 
(572) 
我 们 可 以 定义 任何 两 个 同 次 的 起 不 同 次 的 微分 型 w 与 co, 的 
和 cuim, 内 要 对 于 i Ej o BLAUE dr, dy,dz ERA, H 
5| FHSEZE 2) Ec M DE X, PE e RR AAE EARE”. 
3n Bg p E E 
c, Ade t Bay +t C, dz Eg w, = Adre + BAy + Cuz 
PRET RI 
tum, = (dx + Bdy + Cuz) Ads + Bady + Cde) 
= Adiudxdx + A Budszdy + dC.dxda--- BAadyax 
OB Edydy t B,Cdydz + Cif dede 
+ Cbdeady + C,Cidadg 
= (B,C; — C Bdyde + [Cdi — d,Ci)dedx 
(AB, 一 BA jdrdy, 
ARRIA RAHE” R, = (ds B 01) 与 Rid: Bi C) 
来 描述 微分 型 ww 与 ms BB FKR conos KO A BUG W TEXT 
R,X 及 的 分 最 (到 第 179 4). RAR, Ao RERET 
的 。 例 如 这 里 有 w: = 一 wt. 


(57h) 


D HIEACEIGBEARESEUGHRHTES c/u. 表示， 


-jll 


一 次 型 
py, = ddr + Bay + Ede 
ETIM m 
im = adydz + bysgdt + cdxdy. 
32 (Jat F8) FE RS SJ 
c0; = (dde + Rady + Cdz)(adyde + bdede + cdrdy) 
— Jdadeüyde + dbdrdzsds + dedzséxdy 
c Badydydzg + Bodydedr + Bedydrdy 
CBoCadzdydz d Cbhbdzdzde + Codzsdrdy 
— (Aa + B5 + Cec)dxdyde, (57c) 
我 们 秀色 ,在 这 和 镍 情形 mas 的 系数 是 又 数 向 量 (4,， B.C) Ei (n. 
bsc) ARER, AEMT ma 一 eua 
作 一 个 一 次 型 与 一 个 三 次 型 ,或 责 个 二 次 型 ,或 一 个 一 次 型 与 
一 个 三 次 型 的 积 , 都 得 到 凋 于 三 次 的 补 分 型 ,因而 痢 等 于 者 为 了 
完整 起 见 ,把 零 次 微分 型 定义 为 数量 olr, y, 2) EARN. ER 
微分 型 与 任意 次 C — 0,1. 2, 3) 的 油分 天 w 的 积 就 是 用 才 
莱 名 的 每 一 个 系数 . 
容 莫 忆 定 愉 看 出 , 微分 型 的 乘法 是 适合 竺 合 律 的 ， 例如 对 于 
鼎 下 三 个 线性 型 
Li datr + Brdy + Cide (f= 1,2,3) 
HEERE H RH 5 HE EHH 
'A, B, C 
L(LiL — A; B, Cy dedydr, (57d) 
lA, B, Cy 
WAPT GALL. X84 16 EIE EL. 
CI EAREN TASTE ARIRE, A EUER E S HERY 
Tis TRE ER. 


HO 36b 
V 试 计算 下 列 的 积 ; 
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(3) (rdr + ydy)(xdz — yay): 
{hy [(x + aX + 2epdy 2tydx + CX — v)dp 1i 
Cc) Codr + bdp H ndyda + Edadr + edzdy i 
(d) (dr + dy + da dydz — dxdy). 
LINE: P x. yz 的 任何 一 个 一 次 型 有 u^ — 0, 
3. iE: 对 于 三 个 变 苹 的 一 次 型 "d EE 有 
(e, + wo — e) ao 
4. 试 证 : 对 干 三 个 变量 的 一 次 型 ,有 
(an, 十 to; + e, + ta eo — 9; d- 60 0) 
一 As + om + a 
5_ 试 证 (574), 


c. RANA 
HTE IE BAEENT TAE ax. y. c), 根据 闪光 ,我 
TA 
da = da t mdy + tds, (5827) 
这 个 微 公 弄 的 带 数 怡 好 是 第 2 并 FAAA reda dup. 
更 一 考 地 ， 我 们 对 于 性 何 熏 分 型 «都 定义 扫 永 的 并 第 商 du 为 
Xt Sile o Rog — RIS E B LESE BU SE GEL SURE ZU T- Bf 
CHEN T dej dF, dz I-AM HABA CES DL H- EDD 
BREPAR AERAR. Comp Un 
L = idy + Bey + Cdr 
REEE FL IS IP 
dL = ddar + dBdy + dCdzr 
= ddr duy e 4.42) dx 
+ ‘Bar + Buly 十 Hugs) dy 
J- CCuie + Cody + Cida) ds (585) 
== fO, — Blvdz M (4, — Cu) dzrde 
"CB, 一 dy)dsdy, 
MERIR E= ÇA, B C) 与 工 联 系 起 来 ,我 们 就 有 有 这样 
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一 个 人 得 注 意 的 事实 : JL ODGURIRETIE REDHEEDIS HR. CRUS 
207 Di 3. 
一 次 型 
m = dyis + Bdadr + cdxdy 
的 外 证 着 dw 是 三 次 还 
do = dodyda + 十 
= [apdr t aydy F aude dydz 
+ (hart bydy + dr) dede EES 
+ {edr eydy + cde) dxdy 
= (as + by F c, )drd dle, 
人 因此; 如果 名 的 系数 组 成 向 最 R= (a. 5. c). IDE do 的 系数 就 
是 数量 divR CIL 206 ri. 
c iE RUM CRT REP n Pr ER TEST RE. 
-DRRDRR TR, DERE ES 
MASTE: 
ddo = 0, {Stay 
在 芋 维 空 他 中 ,党 内 须 测 于 名 是 淮 次 或 一 次 隐情 形 作出 证 月 ， 现 
TE UR e -ARE elr, yez) BÆ ba by 我们 有 
d'm = d(a,dz + a,dy 十 Gadz) = 0, 
这 实际 上 只 基 第 208 AE AUEI E RR E 3 x5 3 A’ 
WLAW, A TENAR oH cud (grad 9) = 0. BME 
3b ARH C58b, c), 对 于 一 次 微分 型 
o = Adr Bdy + Cde 
HEE. RIE 
dio = dli E, — B,Odydz + (A4, — C Jardar 
TB, — 4,) 2xd3] = 0. 
LETE AGE EGE, HER EE RIS E RED div (cul R)— 
0 有 效 ( 见 第 208 页 ). 
RUE STRE eo DOLO PCR ERE r, 过 个 反问 题 基 基本 的 ;我 全 
PSE TENANE rji i Dm m eodem 
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w dr. (532) 
XH fece, RIG 是 一 个 恰当 微分 或 全 
HD. AEU e BUFISNIGS), 我 们 看 到 : 是 一 个 价 当 微分 的 


+ F a E 4 ^ n n» 


"o^ r > k k N 


T de — o, PERDRE o UE SURE TA Cri y ORO 
A Kt -BMS 2088 (5%) BUE HE r, 
我 们 分 别 对 oie — ARRERA, MIR o 3 


的 , 设 
m = Adr +t Edy t Cds, 


BUE REJE (58b), $4- do 一 0 TEA 
C, — B= 0, d, —C, — 0, B, — d, >), (58E) 
BUERGSH RETPUR E, BERNESE AURORAEA AR 1 ds 
T. HERTHA (xn, ys z) EREE (rar par z) 点 的 一 
TETRA Lak E COE -- 893 ) — 1r I ERES Pr ICT A 105 TD). 
对 于 二 这 的 ws 
e) adydzg P Pdudx d ocdxdy, 
Kip (53e) 可 风 :条件 de m D SAT 
€, de Py te =D, (585) 
bxxTG*4 EEG 
lz — nl Er iy |z — ml € r 
内 满足 ,我 们 要 证 明 的 其 w 一 de, HH T AARDE 
r= ddr + Edy t oCéz, 
XEZEMGSEDEIDDESR 4. £, 使 得 
e= C, — Ë. b= dAd, C. c= B, — d, 
我 们 试图 洗 取 C=) 洲 铺 足 这 些 方程 。 那 未 为 了 满足 前 两 个 方 
H, m Bd E x MEE 


Alx, 9, x)! = a(x, Y) + | Ars y: Kd, 


L) (RE du — 00 EE e EADE. 
2) € 15. 5 x d ELE A UE Ranh RA DE UT ERA ma UR EC ie t 
CRANAR. 


+ $52 


Bir: yo 2) 0 Six 3) — jale Ya c)di, 
Riz C8), BREED 

.8 
By 
=o, = óm e; 
因此 8.— 4, — e ARET + IEH :c9 m 时 第 三 个 方程 
< = B, — d, R, ACAR ATHER AA = Wa. AR 

TREZEA r, y) 与 yz. y2. Et 

Sx. 3) — a n. y) = cxi Y, ma). 


ei. 


Ton , E 
afas ym D, SG y) m | CEs pa n ME 
就 成 了 
最 后 TERET 
em wit, V, t )drdyés, 
条 性 dw 一 0 MRA. HAJEE C IAGRBEÉ o= dr, Aha 
E tI N: 
e= edyds + barar +t ededy, 
根据 Gk C EE nr as és e 使 得 
t, F Ë, P e — nm. 
ar. m z5 = bx. Y. z)-—l, 
Casy, 2) m T atn rM, 
XX EE UESH. T BTE, 
Hh 习 Jc 
LRE RELEGUM e: 


(aj a = arctg —-i 


-ibe 


(b) « = pdr — xav; 
(c) xà — f(x, vray; 
(d3 xa — x'cosy sins ys — x dny sin edere + zeosedxdy;: 
(e c — Cg — y" )edydo (x — S) ydede HEY — x) 
PM orüide, 
1 Ri: 对 于 三 个 变量 的 一 次 型 有 
d( gn) = coydto; d- Cin dens, 
i. BE TERNS RANEREN. 


d. EX e Roe aos di 

直到 汽 在 ;我 们 总 是 把 微分 型 看 作 臣 空间 第 卡 儿 誉 标 r, vor 
FUNCER dxa dy, dx 的 交错 积 的 挨 性 组 辣 。 在 定义 两 个 项 公 型 的 
积 与 一 个 微分 型 的 馈 亲 时 , 苞 们 所 使 用 的 主要 就 是 大 :图 :ds 的 型 
的 这 种 表示 法 ,但 是 在 应 用 中 , 安 销 项 分 型 的 用 处 依 雹 于 这 样 一 个 
HE. M 三 绯 欧 氏 空间 使 用 争 是 任何 一 个 晶 线 学 标 (n. t, m 的 
时 候 ， TERREUR ,而且 面 及 用 相 陪 的 方式 进行 运算 ， E 
— Eg, RERA PERTRA E o e B 
E" E CPC TERRE ZEIP AZE EEE) EAr, EADE, 
TUBOS SS p AER m t — ho 2 RT 85 RER RE dg o E 
A vuU ELS EIAS PsC EE TS ES SR PUB OE ERR, 

dpXXTOIBiEd:, AMIHEZ ER RRAK ELNA FrEE 
TER ERR E ERLER R. ARE F eA P RA 
SEE CCERERE DAA RAR — TERRI. FTIR E H ARAE d 
A F RRE s.m mS (u, vé, t), Tim, 用 欧 生 空间 
HAHA EB. REE E EARRA PREA, 
Wuse, w c. raw 都 蔡 用 挛 挤 方程 式 

k = dé. py mja pÜ— du. v. m). wm Xu. p.c) 
联系 起 米 的 ,其 中 e. o. EEREN, BARIER peA 

Ly pp A ATRAF 2 PLE IS s eUI m HJ & EEA ELE) EA rw SE 


= SIT » 


Fi udin & cx Sie gg LO ELE TEE ENEY 

a D. Eg ENT 

dit, t, n 
ERDEP E, nio. m HY wa. o! 的 类 局 的 公式 来 去 示 ， 
在 给 定 前 【as ps w) 坐标 系 中 ,一 个 数量 j e KP) 就 是 了 点 坐标 
Ba v, mw 的 一 个 困 数 fu, ua m). ESI bm AH LR IRI SX 
SER ER ARR — e RO IRL HJ. 

uU CiBUÉlI LB f= P Xm —X mix 

茶 个 区 间 内 的 每 一 个 实数 1, 参 昌 方程 联系 到 匾 形 立 上 的 一 个 点 
P. t£ — ToEXOEER. Lfd COP) BIEEPEGR KPG 在 曲线 
CEFE: 的 一 个 函数 ， 如 果 这 个 国 数 是 可 微 的 , 微 商 2L WAE 
EX RTREEA TAR C CIS ROBORE XS CRGA TP 
形 互 所 用 的 曲线 各 标 .在 一 个 给 定 的 省 标 系 中 * PARIR wv. 
so ZR FEA s — (0. e— 00, wc owG du (PO 
EREA (CO, eh eO) Ahi. BE (n voe) 与 
ui. oC). eO APESAR Sed BRIT DPI BEAM JUL OK fF 


zT 在 特定 的 sr o ERR ERR JESR2O 


di 0f dw , Of dv , Of dw (59) 
di Qu d dy dë Om de 


在 内 的 一 个 零 次 敌 分 汶 是 一 个 数量 1，。 一般 的 一 次 微分 型 
名 定 交 为 这 样 一 个 形式 上 的 表 术 式 


[^r ind 2: a;df;, 
其 中 ay at -ray fa foco cde 是 已 知 的 数量 ， 洗 任何 -~ 条 十 
Bí 了 直 示 前 曲线 已 :我 们 把 驯 与 大 的 国 数 联系 起 来 ,这 不 图 数 记 
作 P" HIT RE SE X: 


O dEARUTEERALEJS SMEERSE qu d, X MERMUEURRSGEAEPLEd. 也 就 是 在 
d nI 7 np PEERS abr, 


" diB = 


8 [S 


di P 
Bi m 


n zu 
(o oum > adf; Ej w = ba Bidg, 


I 三 | iz 


SCRI TEE PT AR: C 3 € 85385 mE t ÉD 


£d 


7 a 
屠 未 就 认 思 是 相等 的 . 
在 一 个 特定 的 stan WAR ojh m 


o > s (Bb de q Bi de. a) 


dt Bu de Ao dt Fw dt 
eng dr dur 
TETTETETT 
de! d dro 
FER 
N A W 
f; Br of; 
do DU B = a; ZH Com a; — 
2. T Ba ^ 2; 8c 2; Ou 


3E XdEIBE LEgERS. RERNA kia THARE, SIEI 
IB e E gx 

io = düg + Bde -b Cdw. 
XH HUEOBHEEREÉRAR s. 7. ATRA 4. B.C XwE— 
确定 的 ; FAO GE GET" Ae ER nm roe m Ew — dX 
Burt das cg EJ 


FARAH 


因 上 ECT REPO ERAS nor. e D, RTE AE SR 
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w = -— du + T. do 十 e dtt, (60) 
du dy de 


其 中 " 实际 上 是 代表 ese DRNA EB de idc FR. 
itf ART AANS MR e E fügt df 301— 
faf —dR TR TS eager. 
Ri To T1AFH T6 E ERE ZERO CE EB R2 2B co E SEO CRE 
-P X E843 
t) » a;df,dg; s (61a) 
其 中 Dra t taty] hattat) IERI lk dkEM ELSE. 在 
蔚 内 任何 一 个 用 参量 ;st 表示 的 曲面 3 上 ,我 们 抬 吕 联系 汉 一 一 


d 
询 这 个 值 ; 
-— $3 d fis T»! 
dide — S03 7 dÓr, 1) 
. FS 3t. 
- Fr 
一 WA l (61h) 
i=j |8g, 8 Âg; | 
i Br 


两 个 型 名 与 o, RECEA A HANE Amn, EH 
UE HES—:u BE EA Ti A HE 
t ar 
dede — dide 
Stm. META- REDRA ar, wy》 中 ,对 
TUSAdUE 5 g 我 们 有 
hh able dfe; dates fat, + fat, + utes 
E: ge , gu, 十- putt gute, pus 十 gut tb gui, 
= (fege jgeXvim, — v.m) 
V Cogo — fuga Cort, — mes) 
T Ug, 1a Gur, m Hy, 


» 32D >+ 


w (v, m) d(w,u) dis, v) c 
dsdi a daat) ub EPES +r ds, OY (616) 
其 中 
Qe ca Meg uo ND uL dog) 
"| ' dí, w) 2,2 ' d(w, x) 
e= WO e 61d 
> oo ey (61d) 
于 基 ,我 们 在 《as 0, w) 系 中 可 以 把 串 写 成 
o — adedis 十 bdudu p cdudr, (612) 


在 @ 的 这 个 表示 式 中 的 系数 a. b.c 仍然 是 唯一 确定 的 ; 它们 出 
TX: 


po 


CT 本。 一 = 


de dida! duds 

Ha 一 二 一 RB RCM HASRTED Po 6. wms n 一 常数 而 
WES). 5E cB MOERS 在 (n, v.) SR eo BEER 
式 (éle) 变 成 


— 9 dude dan + 
oT ode ^ Tot ver à 


ik — oy SX Có0 MESH, ' 
dE—GÉRIS E EB E, RIENTRE 


L = ` adio M 一 2. bags (62a) 


dude, (61É) 


Dt AS Cla, b;oPT AEG ERE aomp, Eg 3HETRIEELLOBDES)X. 
mE (61e,0,2.2), A 


a= " da died 
| A {lg} 
ict 
Ku 
aW Hl m2 m 
dac 215 Giu) duda (61h) 
是 容易 让 实 的 ， 
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D NM 


dedi ds ada Se de 


= Pa PE S p, We yo E PET 
Lug DIa Dug S bta 


dCi ga)? ( 652b) 


-= > ar 
T dis, r) 


the A LSM H (623) IB LM. 就 可 以 等 同 于 二 农 开 
四 Fobrafdpt. (42e) 
nk 
Aih (6202 25:8 iS 


e EM 

dide dade 
的 定义 是 与 通过 数 昌 ad. dpp BRE SMAR EE EJ XEZR 
XXE. MEAR (0520) 对 于 因子 工 与 对 的 所 有 的 表示 法 者 一 


十 奏 示 同一 个 型 w 二 LM. 
IH ABIT E ERIS M o5 de RU aae 


L= 2, od], (63a) 


我 们 可 议 了 用 任何 特定 的 坐标 系 : 而 用 下 述 规定 来 定名 dL: 
LL 


didt As T: Br ds 
L8 y 9558 su 9k 


e "D & Qe "Do Bd 
Da, Ono Su Sls | 
一 &3h 
之 v" B Or üs (53h) 
y dtoj, fi) 
-之 dr, t)" 


ESTAA 


D X EBETEH—E H fe Mf: GRAT 3 A HIS C58 743^ 1704. 
PEZA- RI ER Fin] Es FFR). 


-J22 + 


PIS 一 之 dadf., (630) 


WB) ACE dL SMRE «. b HLEERBIXCRE 3) 元 
Xx. 这 是 在 型 了 表示 成 L= dax 十 了 af -b Car 的 特殊 情况 下 ， 
LER B x. 8b) EJE EET. 
dE-— REP F Blas 33 LETT RESUME L- 
dí, Rh t ETRE DHR SETA, (63e) 当然 得 到 gL — D 
因此 ,于 于 零 次 算 子 因 下 述 法 见 有 效 : 
ddf — 0. 
光世 在 特定 的 全 证 坐 标 系 (u.c. e) 中 表示 成 标准 形式 
L — Ada + Bde + Cae 
Ej Xo. C61£) di (535) 求 得 
dL = dAda c dBar V ddt 
AL 5 


out rdp d- ——— > duds + 一 一 L judy 
T ded d Don 
— (2 上 一 De 
By dm EA gi 
+ (2 +A jdwde 
Om d b x 
(9 L..9 Ly 
NOS de Or Wm. 


e (C, Bu) dedw + (4. — Cy) dida 
十 CH 4,)éndr, 
与 公式 Gb) 可 符合 ， 
WẸ 站 二 8， 由 上 讲述 我 们 笠 到 
C, — B, = d, — C, mm B, — 4, — 0, 
这 诉 明 ,在 后 部 上 存在 一 个 数量 1, 使 得 4 us B — fas C — de 
E L =s], 
-p ER ELE HUS EUER 
iam 5 a;df d gidh; (642) 


83-1 
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EX EB ass gp 加 ERE. TERI SIBI BS Ge 


H, ERE PANI: 


_ o v. d fis Eis Ei Br) 
dr dsdt £i 5 d(r,«,1) — 
AHED (x5 e) URXSGEIIRISEIAX 
a a S n, Ufo gt dangoe) 
drid — Tz ^ du. va m). dir, ri t) 
PC TIERE 


w = , 


其 中 
a= A gi AD 

zu EP w) 
我 们 可 已 定义 一 六 型 

oa 
与 二 次 型 

£9 == > Bag padAr 

Å 

Bir Lw Xj 


Li L a —_ au i €] 


dr didit dr dsdi ds ddr ar o drds 


(64h) 


(6dc) 


(54d? 


(54e) 


= E bà (Žli a A5 8H dlgs: à hg) 


Kasr) — 8:5 dQsr) 


B A gs AO 
+ 2 Kera 10) 


D AHABA morana EnH A ted o AURRA 


w = * je kd Hy 


Ah 
Aish 一 2, 2iakndhl.o € 77 


=。 324 。 


一 5a a, Md gh) 
20h aD 
这 等 价 于 公式 
La — $, ajbudfdgadhe, (652) 
Ak 
JERRIELM L 5 og 3A ALTE ERIS IE RTEESRUMIBO — FE. 4 
L Gaf- REN Qu, n.o) SEERTETD ERI A, 
L = Ada d Bdo + Cdw, 
w == adpsduw + bdwda + Cdudv 
时 ,其 积 就 变 成 
Lo = (da + Bb + Cc) dudediw, (65b) 
这 与 (57c) 相符 合 . 
二 次 微分 型 
n = * Ed ga 
的 微 南 , 可 以 不 依赖 于 特定 的 坐标 色 而 用 下 述 法 则 洲 定 义 : 
ds 2 0 w , 8 tw , B8 wv 
drdsde ðr didi Be didr Œ eds 
eo Nou gh) 0 x, dg) 
Br 7 C d(s rn) Mur 之 ' dear) 
a sou Fol) 
+ Ört 2i ' dira #2) 
X HER EL E 


dr ds di T diria D 
MELAI du EXE XA 


d — d(a,, fis hi) (662) 


du = 2 dudg;dh, 66b) 
对 取 标 淮 形式 的 w 
w= adpdw + bdudu + cdudv (6c) 
32,149 
da = (a, 十 b, T cu) dede iw, (66d) 
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这 个 关于 do 的 竺 隶 的 专 东 式 可 区 举 一 次 用 来 ( 宜 第 316 页 ) 正 
HH. FUA dw 一 0 的 二 次 微分 型 名 是 本纪 局 部 地 表示 成 w= 二 二 
的 ,其 中 工 丰 一 个 适当 的 一 次 微分 型 . 
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LÆRE x 一 psngeosd, y= ping sin8, 2—pcosi 
Hi RZ tit u, v, w, HAITA IAEA f. d. 0 ERIT 
HA. im: 
dA = (dr. dy, dz) = udp + vodh + we sin $40, 
从 而 在 球 坐标 系 中 求 出 Vlo à, 0) 的 表达 式 ,其 中 vr id 
Vj: dX — dj 
331 最 大 与 最 小 
a. 必要 条 件 


对 十 如 元 销 数 , 辊 对 十 单元 饥 数 一 样 ,微分 守 的 一 个 非 党 重要 
的 应 用 是 最 六 与 最 小 的 理论 ， 

我 们 从 考虑 两 个 目 蛮 量 y HAR «= Kx. 2) JDER. A 
Hyg XduE xr 平面 内 的 东 个 集合 B. 我 们 可 以 在 xy: 空间 的 用 
方程 zx.) MAERA S KERARI RIJK Kx. y) 
(EDAX JU RP (ns y). 点 有 一 个 最 大 ,2 如 果 对 于 天 内 所 
有 的 点 (xs 32 者 有 Kaaa y) Z6 Ora y) GOEERU — T AC FORERZ 
FHM s EÜS—á ECL PUDE RCKÉG WEAF RIS 
EART Cros yo AI Cr, ORBA Kos yd > F Cey), Ei 
RAIRA BREA Cr n AF RM, BURRADTORIPRHT 
有 的 点 (s, y VH in, yi) ex o, y). H Krs y) dE (un, 
yi) 点 有 一 个 节 小 ， 加 困 对 于 中 内 所 有 有 前 后 Cx, ys fr ya) 都 


1) 出 巴 短 绝对 最 大 以 区 则 后 面 室 双 的 相对 景 大 RA) ALIRSA RE 
数 中 一 样 , 气 第 一 稚 ( 第 252 页 以 后 ). 


= 52h s 


Tf ni yr y. 有 一 TEX. a 113 
于 的 基本 定理 保证 我 们 有 以下 结论 : EUR R 是 有 界 闭 集合 ; 并 县 
FERES, Wok eter go ENG A PERO Lote à. 并 
Races s ERE. 

ES- ET, HMA tya LARAN e = r+ 
y. tAE S EEN =r y EE — i: Bd 
Ha. ABAR IEAA x 十 YW 一 1 BEjfüR—E fo3b Ru EK 
(i mcES.Tf8 —T PR. 

短 积 分 直接 返 用 于 求 相对 栓 大 醋 慑 小 WIERE. xEGEX 
RIAÉQ— AZ (x. v HORR RKA MRA (x5, Yi). SARI — 
RDE GERA URP RIDA G0 都 有 Man y) > Gs y). 
EPERRA ALAHA fons 0 不 一 定 是 f EEI R ERR 
AH. FDEBURTRAJRIDEGESEG. (r y) Bgm. nom f 
H- RRA. AR TAREE, B— ERPERIGU 小 》 
世 是 一 个 相对 航 沁 (小 ,但 是 友 过 米 邯 不 成 立 . 

HABAR s = (a t y e a t y) SUAE 

P E 4 
X xg d RSA S E tk SU 43 AARRE. E 
rt -dy,y—i 
LARMER hA. AHE ha sS bb BR z — o -— 6 5x dd 
旋转 而 产生 为 。 

SDOPEDETEGISERRBRBEHEE.-—IJ(4.)5.. 02 B) Et EB 
XpPHRLJABSXE C Ede LOTO, 

RIRE HUP EE 0x. v FLEXOR RIA Cn ya) 
EESUAmSGBOhBJOGRUEÉfP, HHR" BIE GENE deo ELE 
Jh, WE Ca ya) EAR f(a. 42 的 定 实 城 R 的 一 个 内 点 ,而 
Hf fc Bx i A a E 商 fs Ge; p» ipn. ye EE fes y) GE 

uu bs. e), ps 3e) = 6. (672) 

Str (572) eCTELEAE EH BUT — zu E PRIEST. x 


s32; + 


dO) — Hx. y). 
TE 4600 HTELA n eue d x AAEM 6c 
HW 中 (的 一 和 ns n) WERT RADEI Cras yo 点 的 所 
A Gn y? AE Fus ya) 2 fGn v), 那 未 ,特别 地 * 对 于 充分 控 
in Ri dE ao ele mati CHE DAEGE 254 
H) oa) — 0; 也 就 是 fn, 8207 0. EET 

DET y) -—0 

A] CES EUH ERA. 

A Aj EXER. x. y) Æ EST ys) rap D ES 
HREH == fir, » 在 xe Yos K xo m» FAS 87 F hi 
FF e PE., RIR Go x) BARM Key) 的 一 个 稳定 
六 或 临界 点 ， 5p REB I — OR ED Fd fxs Yo Js REST y) F A 
而 且 都 等 于 零 . Alt: 可 党 函数 f ÉE SAA ARE AEA 
部 是 了 的 一 个 临界 点 。 

EL FER)EURISELTTESS £A EL SERERE] PR TC ens yz cci, 
NOR Gn. yos zs se) WS PEOR AGORA OR. mee 
WRA fo. ho fott E abre terr BLs 

ftwos yos mtr m Ouf inu Yus Baat 2 9 0, 
f zs Yos sos 一 人 
SEIT EEEEEEER x， ys，* 的 个 数 相 等 ， 找 们 可 以 招 这 此 
条 件 佑 并 或 为 一 个 条 件 : 对 于 Cx, ys dptr) == Cra Yor toat") 
与 一 切 dx, dy, de,*- AU 
di — f,dx + dydy + hds ttet =D, 

[525 35 8 (62b) EFT HE Ek FIH Fee Ye: Boy"” HTH Ti 同 
通 党 可 雇 求 得 一 定 个 数 临 界 点 , 昌 然 这 并 非 总 是 这 栏 ， 肖 加 ,一 个 
临界 友信 任何 意 尺 上 来 看 都 和 不必 是 一 个 极 慎 后. 

ESAF GRA u = xy. (673) 的 天 个 方程 立刻 给 出 点 
Cra yJ = (D, 0) 为 叭 一 的 临界 点 ， 蛋 是 在 (0, 0) 点 的 每 个 邻 域 
AARET LE OBERE RTULEE SEDE. REERGECT (0,32 点 所 在 
HRR. DEDE. TERCA AAEE. ATER € 一 xy 的 


a 32b a 


(67h) 


EEEL EE — REORUM, ic CITUR E Rs E RC 
点 ;但 是 有 一 个 鞍点 在 在 点 (更 图 3.1)， 

我 们 看 到 。 一 个 可 微 函数 的 最 大 点 苇 最 小 点 或 者 落 在 因数 定 
RREA R SUE TDUEBU IIS S USB TEN, SLM 
界 点 是 最 大 或 最 小 需要 将 别 的 讨论 ， 在 第 350 Dr E RATEL Eie 
证 一 个 临界 点 至 少 是 一 个 极 值 点 的 充分 条 件 . 

函数 P REKEM E f 在 它 的 定义 域 R 上 攻 得 的 全 都 以 中 的 
BOE. BEKARE 人 zx， 一 M 的 那些 点 ,? XM f 
的 临界 从 址 稳定 信 征 临界 点 或 稳定 点 上 取得 的 虱 些 入 ， 


b. $1 
J. ERES 
e= 1— y oy (2 4d. l1) 
ARRE 
"T UST 
gom y 
| Vy 


(fu Hess dm REN UNDART E. 这 里 我 们 得 汉 了 最 天 值 , RA 
对 于 原点 附近 的 所 有 鞭 它 点 《x，Y)， CEDERE dit 1— 6 — y! E 
ATE EUG. 

2.38 8 f'E— "P — RE. RRPEBSZLTMHIUIE E EL EPA x 
As ERE REER 

it, y) = sina sinysin(x +y) 

在 区 域 lar Sr, 0m ym, a y HARRE. Bd 
为 f 在 这 个 区 域 的 内 部 基 正 的 , 所 以 它 的 最 天 值 是 正 狗 ， 在 区 域 
的 边界 上 ，。 由 于 规定 区 域 的 不 等 臣下 于 少 有 一 个 等 号 成 立 ， 所 以 


I AHR ECCE He HUS IE UR A. 
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Kr 3) — UL DR ECERUK BUD E TEDCURTER IS 
RRT fa HERE AANA HE 
cosr simy sin(x tH 93 t Sinzrsinyeos(z + yi m 0, 
sinrcosysin(x P y) + sing siny cos(x + y) *- ü. 
因为 Per Kar, Üye-, Ü-cxcpg c, 这 此 方程 络 出 
tany 一 ta1y, 或 x —— y, ZURTEAIPUXTGBILASI—TPES.A 
们 就 得 到 关系 式 sinis — 0; 所 以 Ge) = (2, 2) seg 
稳定 点 ,因此 所 求 的 三 角形 是 等 边 的 。 
3, i Pia Pis P, ktn f8— RmIEÉEmIAn&, SE 分 别 À xs 
X0, On 92s n, s DERGE TA P, dex ES 
y), EAH PB. P. WES ZEHED, MAER ZAE ~” 
5 v EE BE GRB, TC HE e ink s m ADERU-- T CB E A 
PEHR hE. cGkRPGUCRGU ERE AA 
T MR E A AT HAE RE 1 TRE E MA ER EE E 
TRSGRBQJEREDIUm. BE. Eq BIS RUSSE BOUE 7L» xd 
zi PARENTER CRAE WOES "; 为 


Arma 

xf) uocant n 
kiih A ER PP, PICS Sume. 
BATRA x 与 对 ?了 ARRAT P ARGESTE. Hie i 
f 进行 微分 ,我们 就 得 和 到 对 于 王后 拘 杂 性; 


二 一 本 二 人 


Fi ra T3 
PO Ye p E LOL t 
Fi ui Ta 


"dx d tE, FAAA 
(=, r=), | 二 和 =r), 


FL Fi * Fi FA 


- 130 « 


Cur) 
üyRUE 了， 这 些 向 量 世 都 是 香 位 和 向量。 GEEHRT ARA 
起 点 了, 它们 的 终点 就 形成 一 个 等 巡 三 表 形 ; 记 就 是 ,每 一 个 向 好 
的 方向 晶 另 一 个 向 量 的 方向 相 芙 2x/3 【图 3277。 由 于 这 三 个 向 
ESWP 到 Pis Po F: a5 — 4r ARR g -ĦA IR. 这 台球 着 = 
角形 的 每 一 条 边 都 必须 在 了 点 对 着 牛 同 的 2x/ 3 A. 


c 习 名 Th 


1. 斌 求 下 列 图 数 的 稳定 点 ,并 指明 其 糯 型 ， 

(a) Kar, y) =y% sing — x/2), 

(b) f(r, y) = coste + y) + dinler- y), 

(c) Jon. v2 y", 

(4D Ku, y) — xf y» 

(62 fc, y) = ye". 

2. 试 求 函数 

(az? 十 Byron 

的 最 太 与 最 小 。 

3. 试 求 2x3 (x 一 了 一 67 的 稳定 成 ， 

4. 设 长 方 怀 的 12 AAEE ARS a; TAS 6 Ai BUS 
和 为 «e/25. 试 求 ， 妆 长 方 你 的 体积 与 其 最 短 的 裕 于 构成 的 立方 

(331 


HARE 3806 ROLES] E E 
5. BOR ERI 
(y — ]y iY 
Key) à — 17 (a+) 


区 称 定 点 ,并 指明 其 其 型 。 
6. 按 和 美国 阮 行 的 邮 牙 条 令 , 一 个 迪 长 鸭 x. yy x 时 (xy 
x) 的 长 方形 包 赛 ,只 有 当 2(x ty) traim 本 才能 邮寄 1X 
在 这 个 条 件 下 求 喜 邮寄 的 包 计 的 最 天 体积 ，[ 担 示 ， € 
z = 100 — 7(x -- »23,] 


7. 试 求 成 区 ， 使 其 与 闻 个 已 知 点 的 距离 的 平方 之 和 为 悉 小 ， 


t， 带 有 附加 条 忻 的 最 大 与 最 小 


e TC ERIGI EC Ero PIS RE AA ZORCRIBIRUTEGN, Pj 
5n, RAJEE EAHA (x. y. 27 0 上 求 最 靠近 原点 的 
点 。 屠 未 我 们 就 票 局 函数 

fxs yos) 一 V+ + 

em. EFRIGEXEE x. y. 5 床下 是 三 个 独 相 多 亚 是, niu 
HEDE er. y. s)— 0 这 个 附加 条 件 所 约束。 这 种 带 有 限 加 
FI HURA Bh. 事 汪 上 并 不 基 根 本姓 的 新 闻 题 。 例如 在 我 们 
的 合计 中 ;我 们 只 须 把 基 中 一 个 变 最 , 辟 如 说 =, 解 成 莽 余 两 个 变量 
的 范 数 ,问题 就 归 丫 为 求 两 个 自 变 量 x. y 的 前 数 的 稳定 信 了 ， 

然而 ,把 稳定 值 的 条 件 表 成 对 称 形 式 , 而 不 偏向 于 福 何 一 个 变 
量 , 那 就 更 加 方便 ,同时 也 更 斯 完善. 

-个 简章 的 典型 异形 就 是 求 网 数 qn. y) 的 稳定 值 ， HR 
个 变量 r, y ARAR, mE gc sd 

dr, y) 0 

所 约束 。 

汶 了 薄 蕊 几 付 直观 ,我 们 首先 假定 附加 条 件 是 zy 平面 上 一 条 
汕 有 奇 点 的 曲线 ( 风 图 3.28)， 男 媳 述 假定 曲线 旅 Guy) 一 上 一 
EAR HR- mg, 


+ 132 = 


B I.S HAFELE go 0 RW) EUR 


ARARE d( x, y) — 0 祖 冯 的 那些 曲线 下 RE 
一 条 迁 线 ， 其 对 应 的 常数 + ERARE. 当 我 们 辆 曲线 or. 
yl 9 的 时 全 ,我们 要 穿 过 有 曲 既 族 JO, e; 这 对, 一般 说 元， 
c BJXE Hoe S Pus B zB Ha c 改变 甚 单调 性 的 点 上 ,我们 
可 以 预期 这 是 一 个 民愤 从 图 328; X ED EE ER t 
RER SiE p= o HA MCEA T SCHEME: 
XiBDÉBUSCREO (Guy WEE 如果 两 条 曲 线 上 一 常数 与 
$= ofc ue. BUE. EIC Co, y) — (8, 9) 
处 五 比例 起 
lety = pips 
il uU REMISE AR 1, AERA 
f, Hib, = H, 
fy de, nU, 
这 两 本 方程 以 及 方 各 
dx, yJ = i, 
GA RRR EALER (E, 0 EP 2. 

Lagu TUERTAGBEITHER BU. E e(n, y) 一 0 
Em GO DB. Ek iE x29 ARRUE en 
Aki dE f(x. y) — c ROB. dc ARARE SIE. 不 
过 "在 这 种 情形 ,我 们 同时 有 


123, 


Qe. T) = f. Prii, n) 一 B, 


一 一 一 Fag 
AL 


c 


m 


Ej3.22 HERB RE -9D*umhE 

RER EGET ERRU CHEME F — A 3S rh K 
n» 

TEE Kay) 在 对 加 条 件 bn. y) 一 上下 在 点 BM 
IBI DAR REA pekee 7700 
f E, 3) P Ad US, m 023 CES D + Los y) = 9 (876) 
Rye 

pli, 9) = 0 (67d) 

ehem. 
ge = E Mo 7 F H k F 

我 们 注意 到 这 个 蔡 风 给 出 的 求 旦 寺 .9 ER E CS pa 
未 知 数 的 个 数 ， 干 是 我 们 就 把 求 极 悄 点 (En) SUP ELM RT A 
有 一 个 附加 未 知 全 1 得 是 具有 完全 对 称 性 购 一 般 极 信 向 题 ， 

WASE 2: RR ein TF: 

x RES f(x, y) 在 带 育 附加 条 性 ex, n- EU. 


MAF YU PEINT F P "m epe 
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£n. 
fe T Ape = 0, fr Hip =0, 


A 
EAIRT RARAN 
站 — Tr 
TEL RE AA pA RA E R3. E MRA H MR 
r-L-Lpy—i- 
的 极 信 。 边 照 我 们 的 法 则 ,把 ey 十 At y! — D) 对 = 对 ?了 求 
镍 和 商 , 我 们 求 粤 在 稳定 碟 处 ,这 两 个 方程 
y tisme b, 
r+ 23Ay =ù 


HE., EPRA RIE 
# -p y!—1-—4, 


SHE DE RUETISR ES T 25 

V2 2 

tgo 7773 
V2 V2 
TT rT 

v2 2 
3 2 q 一 UU 

V2 TA 

£———— 27x. 


前 两 个 点 给 出 国 数 om xy RAH v= Ls SIE A A 


RUM uo 一 二 至 于 这 前 两 个 点 确实 给 出 活 数 的 最 大 值 后 


两 个 点 确实 给 出 函数 的 最 小 什 一 “这 个 结论 的 根据 则 在 于 这 个 事 
Sk: 因为 圆周 量 闭 举 , 了 而且 有 办 ,所 以 下 狼 在 贺 岂 上 必定 达到 最 二 
titm E, 
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RR al fe 
1.558 3.7h PRTIRR 6 2A PETERS In e D 
Ir + y) + zm 100 

TRER EC AARRE, 

2. RRAN z= x^ 在 条 件 * 十 ?一 1 下 的 最 小 值 ， 

3. WERS = 一 cosa(x t y) ERPE 刀 十 站 一 1 下 的 最 
KE. 

^ HEFTER- X. EROS 5 个 已 知 点 的 距离 的 平方 和 
为 最 小 ， 附 二 条件 为 区 点 在 一 给 定 的 直线 上 【与 第 3.7b 1370921 
7 ftt). 

5 如果 C — Ka, 5) EAR Kray) ERIE (B yi =e 
TET—TOERIERCAWERRÉ RE.Kub. Aie C da. B) dE 
Wü bix y) 在 条 件 f(x. y) C. PRÜI— T SRGERAGHEECMB. 


d. RHEE FTE EBORE Dur dH 


EaR Fl8EXEPAU, SIEHE GESEXR EIU DHL IER RE IBUE 
132825" PA r^ BH ER EmA. RE MEE BEC 
ERARE eli D. ER ACE, 2 READ, 为 确定 起 岂 : 我 
们 假设 442.2200. Td. 根据 隐 疗 洲 定 理 ( 第 220 30), 在 这 
个 点 附近 方程 (x. 90 — 0 崔 一 地 把 7 确定 为 > 的 一 个 连续 可 
HARA y 一 gtry。 和 加 时 我们 反 这 个 表达 式 代 人 fox. yiera 

i(x, gn) 
弦 必 定 在 * 一 上 点 有 一 个 自由 极 信 . 因 此 ,方程 
FG) = fg m D 

必定 并 = 一 三 点 成 立 。 此 外: ERREARI p= ple MER 
Mri i oe AA 

$. F prg F) — D. 
RURSUM 2 —HhJ/e, WRAAE, d HB RA 

fz + hg e) -0 
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上 去 ,我 们 就 得 到 
Jr t ipe = 053 
而 根据 4 的 定 必 ,方程 
Ír T ip, = Ù 
成 立 -。 AIH TAERRE. 
aUT UE AR IAE (E 0 点 学 数 6. E eco a6 EIL I 
的 重要 性 ;下 述 斌 子 就 说 朋 , PIE CRT PO P OU SE XXE CTI 
不 成 立 . 
RAEM 
Kr, yje tr 
FERLIN R HE 
é(x,p)-m Gae lye al 
TEARM. Æ 3.30 A, BARER (0 — 1) — y! — 0 的 最 
fii RE ER eg 8 E De E Es dn e] Jo s HARRA ERE, 
TED I x opo Eg f frd C58 OB Ba S. cos BUAS ES, 


y 


A 330 HE (-—1Y-—rf'-897 
pj F = 1 5 y-—-Q, E FIET yj 770 与 js + Aty v P 
论 4 为 向 值 都 一 样 ,但 是 这 里 起 育 
tail 


a gafe 


er Ter DER EE CTS [EIU DE EE E TEIG, ix MUNERE 
MEFR, STPISUESLIEN Fir p) tE- ADDAF 
是 困 东 在 谈 点 取 每 自由 极 信 的 一 个 芯 要 和 荣 件 。 对 于 当前 前 问题 ， 
Sl TELS EHE PIRE XE: 

ARAR c.v) EE UD RARAN IMA 


a +p kb 8 Fp è RÀ A 


er y)-0 
HRG, PREE df | DIT Emp dx i53 dy BE 


dé = dud 十 中 0, (672) 
TX TER (E. 62 处 微分 dx 与 四 HER a E ER — omi] 
RREH 
df= F5. x dx + CE, 3 My — 0. (G7E) 
103522 C678) SEE: — 1$ 2. 3020€] (671) > 就 得 到 
Cf, + Ad. du + Cf, T dy dy = 0. 
ARATE ER 
f + lg = Ù terg) 
CRE 6,29 0 HEE PERRI). ut EE 
Cf. — ip: Mar = 0, 
WERT C676) EAM dx 可 以 性 者 选取 , PURE 1, RINA 
二 
乒 + lh, = D. (67h) 
EE. X3GX (67g. h H TEH 2 pride EE E dp 0 DJ 
A dp =Ù, 


$ H 17d 


LATARA RA SRi 6-0. füxkuHdu 
E = f(x, y) + lpia, y) 
的 状态 。 
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-HM 


e REAR ANE 


RUTUBET ERA EA gl m de Eti bT uE RUP 
"MED. RIER E ARER [Lx RMECE CE TEUS 
ARUTA RIERA 


u = Hr ys Z, i) ( 632) 
Bie [IB Hn pad E X, Fs Fat 1n TB B 
pas v. 1) — 0, dizi ya z, 1) 7 0. (685) 


我 们 假设 在 点 Gs 0. r) APA 1 EUR — HR. x HBLISEUS 
mxEHmAdweS LARME — tE. MERES 
P=(5; ys Es TE A AAE SRE s a, wig 
F2 (68b) de HE PEEL T E EE (x2) PS ERIRE, 25 EE R ERETE AT PIS 
FEAR x alr, y) 5 or — hle y), RITRAE P AERE v] zh 
行列 式 

Fe = bd. — duds 
PETECE 266 页 )。 我 三 现 在 把 这 者 

z= p, y) E fe 8x. v) 
TUA ER 2 — f(x, ye zo r1). Ea "Tr ECT ATHEN x Ej Y 
HER, HEKTARE E Coy) (E, 2 SESS TB 
HRE ERREN n EAR AD E, eA 
防 们 方程 


(68cj 


Bs m 
, ac. 4-4 C— —D, 
hh o UB 9) 
Əz B 
+ 一 十 二 一 一 69b 
I ^ 5, d (695) 


HARAR ir. 257 DA mee itr SE OH TESICER H AA (hat 


Or ds a Or -Ting myi 
ar y! Br" Oy" RJ ARAS IE RE pL x] hE 


d. ro, 28. p e, 9 Lg, (69c) 
Ox Üx 


» 317 * 


"EE pp RT (694) 

Dx Br 
与 

by + be DR. 十 DL Lg, (69e) 
By Dy 
Üzr 4 

+ z 十 0L 7 Ü 691 
à» t 6 By b 2; , C69f) 


并 有 目 由 这 些 方程 把 en >., e. 如 ”作为 未 知 数 解 出 来 (m 
x y + à, 


Jo RESTE F3 POR 0， 所 以 是 可 能 的 )。 这 样 问题 就 角 
AT. 
ERA TEGX REIS, PETPBUUT AAAA RREME 
如 下 的 推导 。 我 们 用 这 样 的 旋 法 来 决定 本 个 数 5p 即 在 取得 
极 值 的 点 上 两 个 方程 

f; + ips H pos — 0, (702) 

hio, ub -—9 (70b) 
都 满足 (这 样 来 确定 乘 数 1 5r DESERT MERO EDO ELS BL TR 
可 比 行 列 式 Tert) ss 0 ]， 如 果 我 们 分 别 用 1 Ie RHR Ce, 
4), 并 且 把 它们 加 到 方程 (69a) 上 ,我 们 就 有 

fs 十 Ahe 十 pr. 十 (f 十 Nhe 十 po 

ŽE E(f Hip tap) Se 0, 
因此 , 报 据 确定 4 与 羡 的 (70a, b), 我 们 有 

f. Hips + ap 7 0, 
类 们 地 ,如 果 我 们 分 别 用 2 与 # 哟 方程 69, D, 并 自 把 它们 加 到 
Jf (59b) 上 ;我 们 就 取得 到 一 个 方程 

h 十 Ad, b kb, = 0, 
这 样 我 们 就 得 出 下 面 的 结果 ; I i CENTES. E R Kx, y, 
2,0 在 附加 条 件 


x 


dix, 34 F3 :)—0, (7123 
dx, ys 9 () — 0 (71b) 


4 7 à à c^ow 2 ^ a » 9 " » díny py) - 9" * —.» a a * " * à 


kiss EPER (和 RUE 


Je 十 ir 十 gbr l (72a) 
f» + Ad, +t ub, = 0, (72h) 
je Hip: phe = Ù, (72c) 
f, 十 A, Ap =D, (728) 


ARWR (lab) 都 满足- 
最 牛 这 组 条 件 是 完全 对 称 的 ， 特别 偏重 于 zx 5 v jT B 
FE fal ESPERA LT. fu EL» 3200324 HB EE eT EB FT 
0.6) Aest). OC. d) 
Ox, y) (x, :) i n, 1) 
中 至 少 省 一 个 不 为 堆 来 代 楼 假设 Pia" xx 0， 从 而 在 所 讨论 的 
所 的 邻 感 内 , Eb ox. y. 2. 0 中 有 两 个 (不 必 是 z 与 1) 可 以 被 共 它 
两 个 而 表示 , 那 束 我 们 可 以 同样 得 到 【72a, b, c, d)， 对 于 我 们 的 
这 些 方程 的 这 个 对 称 性 , 我 们 当然 层 付 了 代价 的 ; ERAM E n, 
Šor 之 外 铀 在 又 增加 了 1 与 rg， 这 样 , 代 蔡 四 个 未 知 数 ;我 们 现在 
有 六 个 :同上 面 的 六 个 方程 求 确定 ， 
用 完全 相同 的 方法 ， 我 们 可 以 陈 述 并 证 上 明 对 于 任何 个 数 变 量 
与 任何 个 数 附 加 条 件 的 不 定 科 数 举 。 这 个 普遍 太 由 如 下 : 
in HR 
Kx. Tn x.) 
中 ,这 “个 变量 ss necs ns DEBY IRR pdt 
(m <n) 
LEIT Fast y X4) — O, 
dii xi, Taat; f.) 一 th 


(| 34$] ~ 


dax, Xr tt 9) m UI 
MER, RIET — Rss Airis dus JE AERE 
P =f E aiit dabit koari F Amm 
对 于 nanctus oft. sss An 都 是 党 数 ) 都 
Ax. eR co 


站 天 BF X . F 


T — b, da 0.5. gu m di 
EXT m -+ 8" 个 未 知 数 Yi? Xi, 7775 LEM Ai, Ais. "^s lm 的 一 个 
mn DOCE pork cS 1 的 任何 极 值 点 上 得 


| 


PEN T ERURSETAZARESTS. 

RERI RAEM 94 ]1— 7 x8 MOLAR S6 3E JE 
HAE 8 mz (E x T — b EETREE. VRRISPBIIEXBIÓESHUD] 
PARA RRA rte d UA SOS T RAE AuEERA. XT 
dMRIBE.fRHECRAGEIDPHEIANOSEHSIGQIERBMCEKG, S 
Ei gr I DUE — 5E IESESE EUN SR TB EEDd 
A e du SOPNIUET T EB. mq mee m 
HE —(1 JP E CLP TR TE CERES RT Le fn A DO E TERT ET GC Fe P] 
的 任何 融 方 部 未 发 生 ， 那 未 我 们 就 可 以 确信 我 们 确实 已 经 投 到 了 
EE. 


ES 47e 
1. BOSE PARK a = f(x. y, 2) ERPF olr, 9,22 — 0 下 的 境 
f IST i Es DT, FLABCREE E, 
2. JA B FREE RIBERA — PY: r yy z) ike fg 
1) R55 BIGRETR DURUNE I- RO EN EA A LET 2 ee RS]. 
„342. 


ez, y)— 0, tys) — D ARI ERES Je E. 


f. Bi 
LSE BUT V PRRTEUEDR EC. = iyu, TEHEXURTS 
ttp e= FARA. EH S o t m t l4 
为 它 是 一 个 有 界 的 闭 党, BID HGESEIRSI-— ERCAKÍB. OMUR 
Fi 38 PE I RAO 
Trp 

E38 EUR Ay IR SU 

Jxyx 4 lir = h 

2ra 十 24y —0, 

Zr'ys-r21£2-80, 
带 有 x—0,53—ü0:€2—ü0B WE RI ERSSR, USES ERES 
Eten EUM, JIEBURCEMES x 二 二 2，4 一 一 + 
FILE RATS Is T E: ELI RESET: SIS ER 


"ES 
在 所 有 这 些 点 处 * 函数 达到 外 同 的 秆 e127、 流 就 是 能 大 什 . 
Ai ERZAR ERR 
HA uU m ET 
3 
BARAR: SPP e a A NUCIDPERRORACKT 


O TAREE ESEA: 几何 平均 信 决 不 会 
BRP. 

2 ROSE TÁAHPUE, RUBIREARES 2 BL RUB CE 
Hub x. gu DRAKES. GUROQE EHBAGL. MRF AER 


公式 


1; HEBDE HIS AERE 115 UE 13 eR 40 TRUM LI. 


(343: 


Kx, $28) mm rm t) ys 2) 
HH, DAACRETSORCA AER ERIA 
c—i:dyd4g—2:—d 
下 的 最 大 值 , 革 中 x. 9.2 WARA 
x 
所 限制 。 在 这 个 六 区域 的 动 灵 上 《 即 在 这 些 和 六 等 式 中 有 一 个 来 成 
FAR 我 们 总 有 ) 一 0， 所 蕊 了 的 最 去 情 出 现在 区 域内 部 并且 
E- DRAH. STIR EC 
Fr, pa 2) = s(« -— x Ms vJ(r-— zàd- Ax + y H- & — 25), 
TOS RES EHRI TT RET 
—s(s— yt 
— (s — xXse— y? 1i—U., 
STGB. CHRE = 一》 一 = 一 2513; 就 是 说 EE 
求解 是 一 个 等 这 三 山形， 
3. E OC T SEEBH Af 58 33e 
aola t eF, (734) 
ü : 
HaBp.ei0,eIc0.a2a20,98:0,4H 


1 ,1 
二 十 二 一 1， 
a ë 


KERSEN uae YE PRECES, ARRIT 
TEE I-EE-PSEdACIHPEATTE 0., ERATA e A 
SER HORT DERI, a's” Gip t RM MERZIENO 
不 等 式 也 是 成 立 约 。 因 此 我 们 内 需要 考 豆 www 的 适合 sv 一 1 的 
那些 信 。 由 此 我 们 要 证 明 , S TIO EDGE sv, Ei wv — ] 的， 
HUBER 


Ya. He Za] 
n g 


Xni RIEA 


2341: 


1 H 
cb 十 -— Ww 
"Lh 5 


适 台 附加 条 性 uec 1 的 最 小 信和 问题 。 显然 这 个 最 小 秆 是 存 在 
的 ;和 而 生 在 该 样 一 上 起 (Qu) EBR HF s 5-0. e 0. PAE 
XE T RE 1; 
477! — Ap -4 SS g^! — Ay -- f. 
分 别 用 # E r PEHE, TAES e€—1.54-3a. PES 
ao 1, BIRD, CUIUS EE ncm oc 1. HTUÀ 
l.c 4 pl 


的 最 小 过 就 是 二 二 十 s =l, Aiii AE 


LEES ; pt ore 


Hj «sc 1 HE EBR. 
MERER (732) p, AME r E e tE 


TOP y 与 =a (F 2), 


TES 


A Bi. as’ cf. Da. jy’ a Pa he FEES EE EAS, Ti BR mg 
一 个 s häbi e paR o = l, 23,29 iR. 我 
们 就 得 到 起 永 德 东 不 等 式 

2, o PES 的 F ) (> el ) . (731) 
这 个 不 等 式 对 于 任意 20 D Eu. 0; IERM RE 

w;£ 0, ww I0 1,2, 1.8) 
Jj: B "RACE. v 也 不 全 为 寒 3 上 与 指数 
a0, 20, 二 十 方 一 1. 


SES RRCRUSGLECE GB VR e—8—2W11 FR Rh 
H, 


= 345- 


4. di RET CE PEE URT 
eir, yr) =ð 

EFRR RE ES PUE CE. m O EB DS EU. WE 
EE ETE: E AA EEE DA ES SPALTE IR GÉUC 

Flr, ya zy = {a EY b (y — aF t (n — EY 

十 dblz, y, T). 
fi or fS DRE 
fx c— E) tids = 6, Z(y — D t 1, — 9, 
s — i) d Ab, l, 

JUDA THE 


s5 了 一 本 一 下 
$e 
iere ER HZA (8.90.4 02 是 在 酝 待 极 肛 的 点 x， ys 5) 外 
的 曲面 站 钱 上 。 所 以: H TARARE AE t F 


的 ) 曲 面 , 短 们 必须 沿 着 曲面 的 靶 绎 方向 老 ， 当 然 浊 一 搬 的 讨论 是 
Sep BÁpREBEIERC KiÓidBGREGAPRIE. ESEZ, 
RIZ GWCHINBU—4-. Reieipt 8 Roe S SEA S0 EHI 
$95; XD Hh — Aris gs dB EI BBARR, 
M xj Lf 

1. 试 求 平面 dr By 4- Cz — B E (s, 5, e) ZAAR 
短 距 离 。 

DERBI] È +y =i 上 一 点 到 直线 tyto 的 
REGRES. 

3. RERET 


的 最 去 全 等 于 对 4 的 方程 
(ac =- B) — A[ag — 25] -- ec) oh A (ep — f) —G 


«3M5 s 


ridge ALS B. l 
+. 计 算 下 列表 达 陈 时 最 枯草 ; 
(2) La c 6xy + M 


1 

(b) "T 

s. ME e. è R, ERRA —1y- 一 了 在 其 内 部 的 
BH CE X 一 上 AENDA. 

6. WE e Dey! ate] ENG 3555 (1,2,3) SEE BR 
ick? 

7. 试 左权 球面 Se Zoe el 上 求 -点 Gio) Br 

(3) 44- B tC, 

Cb) At BIC 
是 一 个 最 小 和 ,其 中 44, B, c Em (x, ys z} 点 (其 中 xc D, 
y 0,22 0) BOUDER Ga idt cg. 

f. RRES ERHI ces yu5P£-g)ps—1 ARMER 
的 长 方 体 . 

2. iet A CART 所 + I 一 1 内 阐 长 最 大 的 怒 形 . 


10. RERE 5x ry 十 52 一 4 上 求 一 点 :使 得 系 点 到 读 
AES ETERES ERRA, 


L1. WEH E 
ax) dk by! H cx) Hb 24xy + Ieas + 2|y3 — l 
Ex CUP ME EE 
a— l d L4 
p 
d4 4— f |-9 
"E 

1 

» f e= 


» 4147. 


HERRE dB, 
12. (Ca) 试 求 riya 适合 条 性 x - 5-1 WEE. 
其 中 asses A EIEREN, x. 7.2 Efi 
(b) 由 Ca) ERA PERRA CES: EAE 
NE, n H e gu ttet 
FAG 
13. 设 PARR 是 一 个 号 但 这 形 、 斌 求 一 点 0, ERE Po 
Pas Pa, F, HIE 2 Hape, 
13. MRR ARARE, EAEN Wd) eE OU 


LI 
LE b. Esd, 


附 K 
Al BEBIA 


*l—HBXGSEOBSNE. RIETI EKRA 
愤 的 必要 落 丫 ， 走 许 多 实际 悄 形 中 ,这样 求 得 的 稳定 点 的 类 弄 是 
可 以 通 运 乓 题 所 具有 的 特定 性 质 来 决定 的 ， 这 就 使 每 税 们 能 够 天 
定 它 是 一 全 最 天 或 是 一 个 最 小 ， 然 而 有 一 个 关于 出 怕 松 稍 的 普 泡 
的 这 分 条 性 仍然 是 军 受 的 。 这 样 的 判别 举 则 ; 将 在 这 正 对 于 丽 个 
自 变量 的 典型 稍 形 碟 开 讨论 ， 

RATES JA Cs th TAA EE, 也 就 是 这 样 
一 个 点 BREUI Xd TEERIOUR. GERD AUR 
RE pi B FLUR 

fn A B. yat i 一 nem yo) 
X-FEUHECGHEdEDoia saBpBdgms. mx 
FEER TOEIYRGXPRTT BODL AA RAE F Bine yu— 
Q0 与 fus yi) =, RTIA SI 
fir + Ås yn 十 &) 一 Kx ye) 


1 T D 
MM ; s 十 2EKf., T CTI) T Ep, 


Hh a AAR, 而 5 Hr ATEHETE. 


-Id a 


TASK TES Cn. Rl 的 一 个 充分 外 的 如 域内, 函数 总 
t jim 十 十; yo H- 4) — fn v. EK ERE GE B AA, 
O(b, f) m ah” +- ZAAR + CD 
次 定 的 ,其 中 为 了 简便 ,我 们 念 
6 = fr xo yo). b — fana: ya)» e= hys, yn. 

A IVGUEERE. Bx t mg 
WORA 0. BARERA «5.6 ARAE., 在 它们 合流 过 芍 
饮 针 情形 ,我 们 必须 十 泰 乐 级 灼 屡 开 到 更 高 次 侨 , 我 们 将 下 讨论 这 
个 情形 . 

二 族 型 如 右 三 种 址 司 的 志 能 情形 : 

]. 二 深 型 是 定型 。 这 就 是 当 AHRNE OREA 
HARES, 3E Hoz A — 0 5 &— oo WASE, ÉLUS 
SPSRIERQBAANZUAMEUXVBIIEAEGA GG. TW. WEA at 
& (EIH e 一 < 一 1 一 0 HATETE- RD EGER: 
但 表达 式 一 下 二 IR o 3! -— —(& — Ày— C dERGM. 

2. 二 次 型 是 天涯 型 。 HEERE a REA S) G= 
28, HF 让 二 1, 于 二 1 ERAS mAT 一 一 | 各 一 | 它 
Rui 25—2. 

338 C MrRTÉE TUE OGHCOTORHUT &—0, &—o HHE 
à, AEREA SEE RE EHE EEUU REL BI EEPRSE E UL OR 
(kh 十 Y, 它 对 于 所 有 满足 上 一 一 上 的 i’ ADERARE. 
iX FER CRGO SERE, 

车 要 二 次 型 Q = ok -t EBAE 4-8 EN, A^SEGA iU 
B33u EE. eec 一 2^ RER 

ec — P T9 0; 
W 420 (EERE el, UEERAXIIEÉN d | iE iE 
dJ. 

Sb — AU odo e EU HRA 

ac — à^ xL, 


€" 3418 1 


WFE NA EERTE TIA HTE” 
ac — b =æ į) 

x3 Rr. 

现在 我 们 要 证 朋 下 面 的 陈述 ， METAI 005.0) 是 正定 
的 。 则 对 于 8-0, R0 RARR EEE n qr B. (一 个 
J*RRÜUEROAS SUR JOE a ER A EARE UAI. Ar 
A UGHRCRGER RCTEEECUCRHEUBUAL, IEEE, UT 
E— ES. PACCO IST 定 "的 特性 是 一 个 关于 极 值 的 充分 
PE. TO XV TE RR EHT T GRIRHUUIÉEYE. 我 们 将 不 考 唐 
半 定 的 情况 ,因为 这 种 悄 沈 就 票 麻 枝 的 讨论 ， 

为 了 证 明 第 一 个 陈述 ,我 们 注 春 ,， 妇 果 台 是 一 个 下 定型, UE 
一 个 与 A A ERRER m, tE 

D Lm 4b) = imp’, 
因此 
EP +h, Fo 一 & m Jxoz ya) 
— gU. R) + ee 2 (m 9g. 


WRATH ER” miezh ERR E 的 弧 对 值 小 于 1122 m. 


D EtA ARIER F: 在 # 三 < 二 0 AEEA E MALAE 
APELA AE RE REER DH mb. orm ha AATE M 
写成 

ah! 十 Prok 二 ch'e [( 十 Ek y uam e] 


MẸ ca P». Etor DRED, S S BARR TP. mg 
eF RAAE ER EYT TARNE 
Aa È 


k ü 
的 所 有 Ae EEEEIGPULAGUF RULUS As LE, ERER IRIS. 
duRea 一 eD EAR- ERY ko sia + (5) 0 ERRA 
HAR. 

#7 ATER —HRENA OO, YU 十 如] ETE 
m Av $i =} +H r= kw Ag 

DER TE snp = ELERE 5 e DESTI LEETE + 
sc] 上 有 一 个 最 小 食 2x。 XT d PRRERTKAR, BAERE" $ 
e TRRHSTE ML ARETE, 


= 350 4 


TERRE 
Fx, 十 As yo HA) — fin vw) = Tr = 0, 


RERET Gu jo) Ex RA, DA CAE COs y) 
点 本 身 ) 就 处 处 坟 于 天 sy ph Af, 当 二 次 型 着 仙 定时 ,这 个 
NAA BECK A 
RA mP MEREN PERRA HH Ou 1) eo 

ABS: MAASE Ge to SroÓEN). BiA TLR 
sj — ^r GERE m Efi 

Q(i , &) « — Imp 

Q5, 5) > Impi 
如 果 我 们 令 5-4. 二 二 —8-c RC 0) god 
我 们 考虑 固 背 《ruy jw) 与 G.A, n RO BARES EE TUR 
(x, th y, H — EE QUO, K) — OUS R0 p om int, A 
此 我 们 就 有 


Di. A) — 2 
gx. HL SE EEX —- ag Ardea aC ES SS LPS SCELERE 
GA fm, yo 4) — fn. jp》 是 位 的 。 SETTE SER. c mult 
之 小 ,使 得 对 于 Am rhn m ELSE S EHET Im. 对 于 
r, AEF RNE 
Fr 十 n 4) — Ge yl X mp2, 

PATER ERE Kn +A, p HO DTE fiu ry). EPP., 
对 于 A maha A m rk; ik— HB EH IHRiBSibNR. AE. (€ 
(xe; yo) AEA T EEGRERPEINS II EREXPRHRO GA. DR HA k 
HET Gan RARER RER uim mms. Eus gg 
o EUR TR, 

若是 在 稳 定点 工 2 一 上 一 -一 0， 从 市 二 次 列 恒 等 于 等 ， 因 
而 在 半 定 情形 ,上 面 完 填 论 不 适用 。 车 要 对 于 这 些 情形 装 得 充分 
aR ET: SX ABRIT iE 


* 331154 


ARE US S PIRXCPGREESRCAC ES RN INI Ds UU: 
车 在 一 个 点 Gn) d. que 
fn. y») — 0, NE y) =U 
ST un fiv =Ü 
Ru MAR i AAR nim du. 0 OEBE foy < 0X 
i RENEK, 加 时 fs > 0 这 就 是 一 个 和 小 、 55— Xi ii , ou 
[adc FÉ, 

Xr Ag VLLL C AERA 1b, P RE RM2 .情形 


up. 
这 些 人 条件 有 一 个 简单 的 几何 解 粹 ， 必 要 条 件 f. — fy 0 Ut 
BRE s 二 x;y》 的 切 平 天 是 术 平 的 ， 如 化 我 们 确实 有 一 个 概 
(£i. 那 末 在 所 讨论 的 这 个 点 的 名 域内 惹 平面 不 会 与 曲面 杷 玉 .。 在 
馈 点 的 情形 中 ,与 民 面 由 反 , EISE Gf TE Xn ER, Dd 
HERATDA. BARRE 4.3 节 青 各 的 过 论 之 后 将 会 
ua E. 
Tro —- 08 UT R 
Fr yl — 9 tayt y tart hy 
HEE. RRIS RE T E AREA 
Àx +y tamb, x +iy ts = 人 0, 


TONE r= iG 22), y= (a — 25), Sk 


falco &8,—3 
是 正 的 ;因为 Ah. 2. BEELBEQEETYEBDDPUEBE AXABTE— TEC MR. 
AN 
Hrs p= (y — Y 
有 有 一 个 稳定 点 是 原点 。 这 里 表达 忒 fed. fr =h AMRA 
AARE, BERNE S EH ANARE ARRA RE A 
HARAR RAR AAR ERE ER EA DA. 


r 392 


23 JT , ER 
Kars y) — (c y (pg — 
有 一 个 最 小 在 点 〈*, y)— (0. D, BRKE hohy- fuot 
ED? 
Jb 4-5, 18) — H1, 1) e (& — & P pF E, 
MTEP x 0 HER. 


d 习 Al 


l. AR FHRA kA EBH ERE: 

Ca) f(x, Pema — àay Hy, 

W) f(x, y) = cos (x t 32 4- inle — y) H- zl, 

(c) f(x, y) 一 xcoshy — y, 

UE losk, dS wrn PRERA 
kelelele) = E. EEE O HO t fO) 3x — Y — 
z = a h ALAE H R 

> (a dta n 
f(x) (SR — P cQ. 

3. PPP, EÉ—4GFEIDARDZ.RHILRBWeKTID. 8 
据 第 3139 页 的 昼 刚 准则 或 后 而 习题 5 RE, MEE PP WERS 
— AP E, 有 ZPPP, = ZPPP, = APPP = 1205, BEGk Gu 
PP, 十 FP 十 PP, E-A ER EECA H 532 BOB 35. 

AARE HHE 3 0— HEB 过 PPiP， 太 于 或 等 于 120, 5t] 
FI: FP, 证 PP 十 PPs 将 在 何 处 家 得 其 小 但 9 

5. (3) RE MRR IE ESRB CAE] H REA 

Ix F mp F nz 
ER 
x? 十 P T g? — c? 


下 的 稳定 信忠 “fp 十 m osty 4, QE 4 YI 
(b) iiipERCA RES E MANEAT pzi. 
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6. XS ALPEREN $a uk BEBE EI. E, 
EET USES! Ke, Prat! "stal üER E 4 = 4i; r= 
3iccco, ag mas CAMERAE fom fu mmu = 0 BUE 
WAZE ai. Dg d A sm] «EY 

JF 55 fi adudzg; 


d.d m d 

BEEE du. des. cc. di, EDOR, &nik T —HE 
Jug C). bat iiu 

IHE ` "Pita 

peo i6 

Ian fees 
TE & 尹 可 以 是 (2 正定 型 ,人 《21 负 定 型 或 533 东 定型 。 诚 证 ;这些 
可 能 情形 分 加 对 应 于 了 于 在 如 贞 的 下 述 镍 的 :《15 了 有 一 个 时 小 仁 ; 
0) EG -TEREDO J SICRWUE T N B I BUR. 

7. 353€ f — 由 ri xy 3a) 的 稳定 点 ， 莽 牛 变 满足 天 去 
式 
il PT TP ZO — ~ ETTET uh PIS 一 m x "s (D 
PHATE e ep seo uk hr exer as AE 
F =] + Ah dá. 


HEDE 
ar aF 
一 = Ü,- — —— D, (2 
eir, Ür, ? 


HS 而 ,he EE recors 的 雅 可 比 行 列 式 不 沟 黑 。 为 
TURHA 5 E) PLRSUE WE XCTRT EI FERT: IE tans tarn 
作 自 变 租 , 对 (了 TD) 进行 徽 分; 我们 可 以 学 到 作为 austr. 的 是 
$8] xri 的 一 阶 与 二 阶 微分 :并 把 这 些 情 代 大 


df 9 haad + fedr > oo cdd. O) 
FELIS 


AIETEN CAE RURAL IBI ns ud; 
地 Xa&t 11 aX SE RE. RR 
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PE = DF anded m Pf hh 

MORE 

ddm = dud, tiee E duu dg, D (n — 1,3, m) 
算出 dn SRESGXUMEAS 下 是 这 就 得 到 变量 dros ts 
dx, EJ— t 7 NORD SF, MEATO nO SB (rn ee A- 
TUE ICI CAE RA REC RGB SARI RET E 
EEEH HAED AEM, 

8. ARIES om rra, ERTE B on Hooo H ayam 
0 (Qa 270) FORRETTER, AERA FIR 

# 


r m r; ™ trt — e Áo 


HAREE, MAHET rn HE RU CSE SE 7 Hoe i E 
PRH f RCX T AUbE — HEC d. 

2. 试用 习题 7 Du pE ES NIUEMB- 在 周 长 为 常数 的 所 有 兰 第 
形 中 等 过 三 前 形 看 积 呈 :大 ( 见 第 343 ni). 


A2 LE WE NIS) BE WEE d 


—"PESGCHESRÓE R EMERE J(e, y), RERIN 
EEEH PRERA IRAAN ARA. 如 果 一 个 最 
Am SE (ns Pa AE RBS A. 2BH dE (x, xw) E T 
R0, ORG, y) f 89 DA, EXCEBIRERE ID LAC HERR 
TENERE JAAR TÜn, Wd RAB—CHNE 
AFR S MEERA P AR AHE P d (cs ERS EE 
S STO. dx Pe bou — PIEJRERTESG 内 ， 次 正好 是 罗 尔 定理 
CHAER 186 Di) 在 多 元 畏 数 中 斩 一 个 扩充 , 而 且 用 同样 的 方 
PUEDE. ER OR ARA ERR TERERAA E ELE 
j EXC ES KTA T n) SCC fit hEn], MA f 3E S DN 
Rem, TRÀ s ND ARRAS RU. E EDA 
R9 PRESE SN. 

AE TRR IRE HRSA RTA e S nb E P LR 12 


FHE 


RREN. EAEE s PR RREK BR e LUN 
CHLSE —38 885254 8). b SX f TCR RC E E EE 
THE 1. WOW T XE SGGESETRR ER 内 的 二 元 函数 荐 坟 对 的 ， 在 是 
EmA FEAA MELAR R Vu e SR de (i d su nd f 
"ERBJILT- LRL XGA. XJ RUBRXRXX IC. Fija 
BCE P italic. JEESIMOLT —dHTERAUHT — PRU 
ERES 
TOE f Eo 平面 的 储 舍 尼 内 是 洼 急 的 共 且 有 连续 的 一 次 微 
BLUR 在 R 的 每 一 点 处 决定 了 天 个 量 
ft Fla Oo hx, y) (4) 
IER TOLE TER — HAENOLS—— 1 ESSE. RNS 
SARRERA ERD. RYSETIS USER REESE T A402 
HE. AAEE A ARMER AAE ERE ERE T0 FIN 
AVENIR 
arri e. 
Fam CELE- 49235. gk. E 53 wiide 
PEE (x.9) DEZER. m0 we 
点 = cosÜ, q — dnd, 
不 过 其 中 的 角 9-— HR Ges e) UR Med 2x U^ HS 
Bih. 一 般 地 说 ， 对 于 #8 要 蓝 择 一 个 确定 的 生 使 鞭 
BÉ (x. y) EREA RAER, ae 
dO = darrtan 二 一 My vdw 
& g* 十 e? 
= (ur, — eed + Gur, 一 ttt. Jay (75) 
SET REHE AE RAAE E E TA. 
WI Fie E RARER AER. ERE I Eet 
TERA RIE 


= 号 5 看“ 


1 "de — pda - 

为 曲线 5 ATPAREN RE RSS. dn C 由 套数 形式 
X= (arx i 

ES 1H rn e Bs p ELE SC ERN BRE DP E MS i ELIR C. 的 指 


向 基于 应 于 # 增加 的 方向 , 那 末 已 的 指数 田 积分 
1 í* a dp p du 
一 站 

iH. Dio M EE EE RC E JUBSUS SL] H Cn. YY》 时, 对 应 于 
1 一 Hf 与 1 一 的 8 值 内 莽 一 个 2x WEBBER BILD [总 是 一 个 
Ee, A ERAH FE TUS HE RC 指定 方向 行进 时 ;向 量 (w;w》 
REAA RERA? i Ee REER, DECR Co BUE 
号 、 必 为 一 个 例证 ,考虑 函数 

ETT D 7 x 十 入 
这 里 梯度 

(Cx, v) = (2x, 2y) 
在 每 一 点 (ey) 好 的 方向 就 古人 愉 诛 点 到 该 点 的 向 只 移 方 向 ， 体 定 
我 们 攻 的 是 右手 坐标 系 ， 对 于 一 条 不 经 过 原点 的 闭 曲线 C. TES 


L= L | xd4 — ydr 
67d 44a. 
dw € xy 


Ax HH E 5 mU ERI BBC EBISPEERUEE. xb 
BLUR SOR 457 页) 中 所 证 明 的 曲线 C ARUANA. 
M ABBUR E w 55 v 不 同时 为 零 的 那些 点 处 ,方程 (73 ) 的 被 分 
49 满足 可 积 条 性 
(eR) (m), 
法 个 条 件 可 入 直接 验证 , 币 且 它 所 反 顺 的 不 过 是 这 伴 一 个 关系 


p E 
arctan — 一 | artian — | ; 
至 “五 了 . BOor!y dix 


D A TEX TRIER A E EST iE RE SRE US. 


* 
nr 
LS] 
im] 


* 5 7 9" ^ "ong Roa 9 


4 C 075 ^! ọọ E k 4 à č k à OR "o oG €" € F 


B —MEHE US AERA RRA R Co Cn ror Cs BS 
FERRAR Biop BECROAUBORUDRGTOR. 假定 每 一 条 
曲线 ;的 方向 确定 如 下 ， 当 我 们 在 Co ERRADH, RE 
我 们 的 左边 ， 假 设 我 们 可 以 用 适当 的 补 甚 弧 线 过 结 各 个 Ci;{ 见 图 
3.3148 R ZEILE 269 — 6 98 YE I Er Ra, 设 d ER PXSUR IE Ro 
WR 


图 3.41 AJENA S38 ER C; 10] Bic R or Je ER 2e dE 


KERHOR R E FERE i RL 陛 边 界 党 反 时 针 方 向 ， 把 对 所 有 Ri 
RARI RALA TE POTRETE 2X: ERIARTE SS T E 
我 们 得 到 


0 一 X dê 
Tus ERE 
5 ie. == D 


其 中 6; Jen dh EAE NEA f ERARE a RES, BEK 


: 2358 5 


lb gcg AV. 

作为 一 个 结论 我 们 得 到 这 一 定理 : mb edad CI 

关于 耻 内 篇 异 点 的 个 数 的 更 为 歼 切 的 结果 是 可 以 得 到 的 ,加 
RRRÜTBSEI RPAUEXERENU LEM. [1 RAAR TOUS 
ER [xis i ans Vus it Bye s vd du x 

D = Taf m fs 

FST.  XkRPEUEDÉHAOR ARERR did CH NCT. D 0 0) 
HERH GdECP Deco)(HAE 352 HO. CE BAIE R EGET 
简单 闭 出 线 Ca C-C. SERR: KSAT FIRME 
MEER, SRI fERESEAHS SIUR. (uyo AHH ri ES XIII 
"ephR. EM TTAB Curtius Yos 所 国威 的 
一 个 娄 千 就 没有 了 的 临界 点 。 区 每 一 条 r 以 及 时 针 的 方向 ， 接 
£7) 我 们 就 有 


r N 
S a- N =n, (78) 
1~1 k=1 


HE RR Ts ERES REE Cp A RUM ARR. T 
v, BUR FL OUR BOSIRE c LER CIAR IER 
3 Ta RED ER FER, Co yo WEED 7 8 — TBI 
x ^ rq b rosi, y o U& dor sim. 
报 据 索 乐 定理 ,在 RNE 
下 于 一 
+ CRETA CIT To 
= rla cosi F Psinz) + OCF), (73a) 
e = fy, y) = (e m xh Gas ye 
TG — yf. om c 
= r(bcos: 十 c sint) — Oir) (78b? 
其 中 我 们 令 
e — ferki Pilo P = fusa yg), e= frrka VA)» 
ATRE b0 变 到 2 MAE (wad E ET IC) BERA AR 
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TX TE SERE n ELE Ces o3 A8 ES] CETA AELE fie CER E IET 
JEE m v DELE HD EUCH BORGO 
uo rÜncosf 4- baint) p = picos! + e sint) (R0) 
B4 Eb E. 这 个 稍 图 以 原点 为 中 心 并 且 有 非 参 数 方 程 
Cca — dry + (ar ba = r'loc — & Y. 
COL ESTE 增加 到 3z 时 ,点 (zs o) TT CENTS 
E d — Ra TRU, ?的 指 烙 不 是 十 1 就 是 一 1, 这 分 别 对 应 省“ 增加 
EE RE REA. MAER AS R HE A i 
u = r(aud- bs). v= (bud co) 
EE e 平面 的 回 ( 其 中 c 3887089 75 [0X8 PET TELE SCIT $758] ) 
Ho — Sosy P — cin 
BEDA E. BH FRR ARRA RE BOHOM hr T ICH FORE ST 27 
PIX Cae — 27) 的 符号 ( 见 第 260 页 ), 我 们 看 到 * 
I,, = sgn(ae — 新) = sgalfacGnas vals (c5 yi) — fylxrs Yall 
= sgnD (as, yr) 
Ht784 束 得 芭 


N 


`y lc, 一 S sgnDGn, ye 


£-1 z=] 


EARRADH, SARA Co y) ERARA D A ti 
sgn Dri, ya) 一 十 1; MACERASI snbile yo =l. X 
Mo M,, M, 2) lisez R ER DA E ASEA tA, 我 们 的 
£5 LX P BEJROSEIB SEAT 


Dilem M, Mi + M2. (81) 
i=l 
1) mE ab Wr ET HI SR EET, H mE aA Gah A 


lim Za = lim wd" — Pdi 
ran 74 rn la J'e n'Ẹ r’ 


eo ld | dc — B' Y 
du le (aco de Paint M + Cuat + enni 
RABUPILEDCRUE GP 202 页 ) 其 介 为 Drsgatac = b°), 
2) STHA E3 Je CHE Nun] FE E PRU 23. 
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BADE RERE. 

24 ERARE AAR C EARR XC 3 EUR 
单 。 这 时 IS BREED EXE ELT 0, (1,233 BOE HE 6, BI EE 
线 或 内 法 线 的 方向 。 如果 C. LEE f IMAGE B. C; ER 
滑 的 苘 单 斌 提名 , 那 末 梯 诬 的 方向 就 连续 变 风 并 且 在 C; a8 8 — 
ARRET Be A PI po RIP PE T P PRESSE E. DIE 
RAT: PEHEE OC; 完整 六 转 一 图 , E pU IRE EUR EE 
BA C, Aam ra Anea A. IR CAS C, 具有 反对 全 
Jr RISE de = tl C; HR IBE A EE, ic. —-—, &rnBlh. 
RERTX — RAA epi ERI Ege. RARR C 
TEHE RI- ARER nI a BRA tp Ak]: 
TER R Pj — "T HC ky H ERARA AA 3.312, 
HRALA FEDA RE ARR f. ARTA 

M,— M. c M:= MN, (82) 

其 中 rN 二 下 的 连通 都 分 的 块 数 : N, E RAAR TE R 
Ep 

EEIT. R REHAN. AE M= l, N =o 因此 
HTAR DERI I EA 

M, M, Mil. 
fü GR $3 R EARE UD DERE 
Mot M, Mim 1 + 2M, 

SETTE LL ool ERRATE Mit M: MH 1， 


k e A 4 bç a n —RRó ((é& 4 3- 3 o È 


TOARE RUE 
W = l, N,— 1, 
Hii RIT GERE A oR LERA T OE 
M, — M, tM >Ù, 
FAJ 在 两 条 边界 曲线 上 有 同一 常数 信 的 情形 。 这 时 f 或 者 处 外 
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ARRATE RAWKI EISE ARRE. dE 
有 一 个 蛋 很 fely 一 上, ee o P9 ROS, E RE AEH E 
T. WEAN MotM > 0. 于 是 Mo 0. Ait, TEAR 
EROHE RE in S TER EXE STU REGE EAEAP 


LE > k > 4 Sd a aq n a Lam k A À 


— lae 一 a € Ü RUE EAR. 


AX H AG 
] pka—"-EHESPAaaESEE 7 PTF. WHER ANE 
Sr 
(aj =l; 
fb) 一 2: 


tc) —5, EB v etat. 
2. RE- rn EE RETSEÉC f PT REOR C RE SA, 
iG fe HS AKR: 
Ka) 2; 
Cb} n fah s gee i, 
3. E R iea EBA E — AR eE ERAS AI P5 H EX 
PEE inina E NL TE 
E= Fr, v): x m gini y) 
Ee RARA RAEE HE KROmT]—T' 
WA BIRARE- n y? 5218 
£m fxs pi. p= g(z, y). 
n figs E CLP SEHE ECT fb H K Beoawer) h HE 
示 : BET BUS  — [xs yJ-- x. 2 — gixs y) — y Ir E S.T 


A.3 平面 曲线 的 奇 点 


在 第 235 页 上 我 们 看 到 , RIPE REA Jn. v? — 0 在 一 号 
Gr, y) m (v, y 是 一 个 奇 点 : 当 在 这 点 有 这 样 三 介 方 程 
fs yy) 一 0, En vel = t, 5x, yo) =ù 
Er. MUT ADAE ETAO RBRERH frs y) Æ C 
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ye) BSADARTA 3 E € — Nr ROSE SE ORE. 并 且 二 .次 微 商 在 该 点 永 全 
AE. 按 索 乐 般 数 展开 到 二 阶 项 , 我 站 得 到 曲线 萌 方 程 形 如 
f(x. y) = x — xaJ feelo Yo) 十 2 一 4 人 一 of 区) 
十 d — fo fys nya yo] + ogg! d, 
AB p = ir Y tiy ys Le ATEN e BFE. 
wASA:, ROTERE A Co y) D E EL FEES 
这 样 的 形式 ， 
一 和 一 ora y — yi = b, 
其 中 = 与 # 是 页 个 任 次 常数， 我 们 可 必 假 定 是 被 otè —1 8 
RAT STERKERE f(x. y) — 0 的 交点 ,我 和 HB 这 
滴 个 表达 式 代 六 上 面 式 于 Ma, y) 的 谨 开 式 , 这 样 , 对 于 交点 ,我 
f ad S5 TR 
eis 十 Labrfu, + EAD ],, + Ef = à, 

TER :一 0 ELS Co w) ER RETR. ERE 
ERE. Hf XA gSEE,.DEg:—oAXd8M$-—T 
.EdB. 根据 这 个 理由 ， FEE AURISHER E Roc0 Hi A853 EA. 如 时 
我 们 约 去 质子 =, 我 们 得 到 方程 

afe, F 2abfes + Pu, + B — D, 

T6 LEE PEISBI E HEIA Bg ER Ea A aa a 
SoPNOEBIEECTOETEREBLBURGRCT (ns y) AARE 
雪 样 一 个 极限 依 置 ,我 们 当然 叫 健 一 条 切线 .要 讨论 这 个 问 男 ,我 
们 注意 向， 妆 一 个 点 起 十 (ns yo? H, a: BIF, ES 也 趋 于 
S. 各 末 上 述 方 程 仍然 满 尼 、 器 未 农 友 式 efxs 十 20 blzy OE, 
必定 岂 趋 于 去, 即 对 于 直线 多 极限 位 置 ,我 们 必定 有 

a «b Jabf,, t b je — D, 
B 2 Bí TRN- ORR EAE A a/ 5, IDEE fH eré M 
FEE 
dm 5 Jp EEBS USUS de n ELE US m 
bays — fa s D, 
我 们 就 得 到 两 茶 不 同 的 转 线 ， 这 时 曲 厂 有 一 个 二 重点 或 结 点 ， 如 
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RM (x vy — Gy) — 0 ERAR 
(x! + 4e — 2a) +a reg 
在 (zon 5 一 (a, 0) xa Bro RB —HÉ, 
3n 55:355) 3,20 9 mE 
ah, For 79. 
我 们 就 得 到 两 条 重 和 台 的 切线 ! 这 上 肘 可 能 是 曲线 的 两 个 分 支 披 此 相 
RARA- AREI 
BD mE 
Frafy 一 fav = 0, 
KAMERNE EREDA IUE JE MUR (0, 但 是 在 
JC ABER PLEETR T En BREL TE AL. 
曲线 (x — ye o - wy —se Bh MNT. X 
fx 一 0，Y 一 0 满足 方程 ,但 对 于 区 域 


lel y 2a, [yl SUY 
PIED BUR fl. AWE Xung. 

34 BE 3s] ED -MARET EURE RRETA 
de. 所 以 我 们 就 不 讨论 了 。 通过 这 样 的 点 可 能 有 阳线 的 若干 个 分 
支 : 或 者 可 能 蚌 其 它 村 型 的 背 点 。 

展 后 ， 我 们 容 瑟 地 提 一 下 这 些 问 题 跟 最 太 最 小 理论 之 间 的 联 
X. Dog -pA TE, LAE zo 一 f(x. y) 在 稳定 点 《ro 
») 的 切 平面 方程 就 是 

07 JÉ xs ye) 7 0, 
于 是 方程 
Ter yj 一 fn. w= 
5 EISE En "5H REAL Sé SR E xy EER Ses da AMRA TAE 
点 (xe v) ERANA Tw. BHRIXÉÉ—T- Era. Hk 


D £x RICE BRR ER T E A i 其 wz 3 — Ge — y. &IS UE, 
(3268 ^ 


VERE ACA USERS RIETI HERR d A EBA fa y) 
dE (re n) 这 点 有 一 个 极 太 或 极 小 (参看 第 M9 0. fn, mie 
这 背 点 基 一 个 多 重点 ， 茹 平面 就 与 曲面 相交 成 具有 两 个 分 支 的 曲 
$8; 因而 《zo v0 训 是 一 个 内 点 。 这 坚 讨论 恰好 把 我 们 引导 到 我 
们 早已 在 A1 THARE TIATRE, 


& 习 A3 


1. 试 隶 下 列 各 曲线 前 奇 点 ,并 讨论 其 性 质 : 
(3) (a E y)! — 2e — Oe 3e 0), 
(b) zr! -- ,' — 22 — 2y! t 26 y! — 0, 

(c) r*+ y'— 26 — 9) — 0, 

(d) rt — r*+ 2x)y — y! 6, 


A.4 de ID EM Xr 


Pis prag d ER CTST HiH f(x. y. x) 二 0 RIR H 

就 是 适合 条 忻 
j=l, fmf m fmt 
的 点 。 不 兴 一 般 柱 ,我 们 可 以 把 这 个 点 取 为 原点 ， GURARADUEX 
ARELA 
faa 一 y fyy — ps fas = Ya fey = As fyr = Ar fe =m 
我 们 就 得 到 方程 
axi gy db ovi! b Ihry B 2uys + 2»xz — 0 

这 里 点 EF ys z) 是 在 曲面 在 好 点 处 的 财 毕 面 上 . 

这 个 方程 表示 一 个 在 奇 点 与 曲面 相 切 的 二 次 锥 面 《 它 代 蔡 了 
曲面 在 正常 点 上 的 切 平面 )， 如 果 我 们 假定 重 t fon’ 2 不 全 
为 零 , 并 且 假 定 上 述 方 程 有 不 同 于 * 一 7 一 < 一 0 的 实效 解 ， 


A 习 A4 


i. 应 用 4.1 Th AR 6 R e ER e 
内 的 性 态 ， 
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AS 党 体 运动 的 欧 拉 表示 法 与 拉客 廖 日 表示 法 之 间 的 联系 


Wt (o,6,c) TIL Cc HE |I PRI TP DR GERE A € — 0 

时 的 坐标 ， 于 基 这 质点 的 运动 可 以 用 三 个 函数 

y= z(a, b, c, 1), 

r= ylas b.c. 0). 

sg — gla, b, c. 1), 
uz—-íBmnmXE-ÉEa6c.) XR. MASIA m 
对 于 ARANA: SESEIHEUE X, HAE 2. 5. 25 IMAR 
HER X. 其 分 最 为 为 二 所 有 六 些 量 都 是 作为 初始 位置 (a， 
Be 及 参量 :的 函数 由 现 的 。 对 于 “的 每 一 个 值 , 我 们 有 一 个 变 
搞 ; 它 把 属于 度 体 内 不 同 的 点 的 坐标 《ay b, 0) WRR e 8985 
的 另 一 表示 瀛 是 基于 把 三 个 画 数 ” 0000 

ws Ys We HCA, Ya a Rs Ys 2, F) 

理解 为 C(x,ys#) AFERA RE X ZTS Pur. 

为 了 从 第 一 种 表示 社 过 访 到 第 二 种 表示 社 。 我 们 必 锯 用 第 一 
HARE JE o P, c BERE x, y. x 和 #5 的 前 数 , 并 把 这 些 表 达 式 代 
ATAI tla, bs 60.0). Ia, b, 02 0) Ca, by és t)i 

ult, Ya 2 2) — £(a(r, ya za t), Pr, y, 2, 1), 

e(x, y, 252)» 1s 7. 
我 们 然后 以 
Alas $a e, F) o (xn, b, 0, 1), Yeas 5, 6, 1), 
ala, 5, c, 2), s+ 
X TAEI a, 5. e 而 对 于 RHG sf ETUD DEBERE E 
= n F up} F i F Betty 
E: 
X nuu do us de uote F tys 
j = su t ryt H s.m dom. 


B = mwe F wyr T owuto F €, 


* 356 ». 


Eik., TARR RaR ERBEN B VR d 71 
BECK 
divX = a, He, + uw, mD, 
D 


其 中 
IX 3 Ys Ès r) dlas b, c) 
3e Zu s aa EE B e TEE T PU XX. 


BATA H Ro PRECOR S UECUL SS 252 页 ) 询 各 种 法 则 以 下 对 于 
二 维 空间 的 相应 的 定理 来 完成 这 件 事 的 证 明 . 


& X AS 
LERA m =p = e, — 0 Bodnu e V RIT ZA? 
2. Xp 3e s a 

X — ng A nyp E uum P x 

y = p t orQ,U F cu E fu 

E = gae t p E maw om. 


尾 出 物理 解 种 , 间 用 网 其 记号 表示 人 这些 关 条 。 


A.6 堵 曲 线 的 切线 琳 示 法 与 局 长 不 等 式 
带 有 参量 的 一 个 直线 少 可 过 由 

renosa + y sino — Pla) = 0 (83) 
i. Hh pla) 是 一 个 函数 E LL RERE 2 为 周期 
(这 里 了 表示 原点 到 直线 族 中 具有 法 方向 e 的 那 条 直线 的 距离 ). 
HERRE XD EECA 52 — HE 

— x sing T ycosa — P'(a) =U, 
因此 

x = posa — P" sina, 

y= $ sing + P cose (84) 


是 2 的 参量 表示 式 ASE) AA (3) 给 出 了 “的 切线 表示 
，367 。 


式 , 称 汶 5 的 车厂 方程 9。 Tn Ma) BA c HERD 
因为 
r'— (pug hina, y = (P + p ese 
所 以 我 们 立 闭 得 到 下 面 关于 的 长 度 工 与 面积 4 的 表示 式 : 


L= Pv 4-3 dg = N (P p de | pda, 
1 P ， 1 [^ ra 
Am Ly Gy cidem E Quer ibn 
-L Ges 


EA P'(a) ik 2x 为 周期 的 图 数 . 
出 化 我 们 可 导 世 这 等 局 不 等 式 
L? ded, 
iun REePPEDSAGL. ic" LHA ESE KEHE 
e BIB SD HAGER RARER, 
A; WEBB. RIRA sCa) WHJ ORB de 025 
H 


pe) = A 十 aucos ro + àLsin aa); 


Lid | 


从 而 


Po) = b3 ph sva -— a, sin ya), 


PESE 


MEAE ER 624 页 上 的 直 交 关系 /我 们 有 


L = ai 


A= L(8 一 p G? — Dal + 8). 


1) ETHE GAA TEAS HER t CR EC ru perd RES GET. ZH 
CGU. 

C) EX p(a) t e 是 与 个 平 行 息 相 隐 为 * EAE A-REN 
ig Sam RUMLZCE CUT FRE CS ELE 6L IL EM TuS 
HEL A. Blaak (5 &Proh|sras dm Calculus and Analysis 9i 185 iR). 


= 388 + 


因此 


特别 是 ，4 -E 仅 当 a m b, 0 (022 2) 成 立 ; 就 是 说 仅 当 


PCa) 一 四 -+ a cosa + P, sina, 
ili 75 ERES X — BL. MAG Dor BE EAER, 


KW J AS 


1. gi FE IR ELEDR IB oL RE ECHEEE A Br eL SERT PER: 
(4) (x + 2)0cosa + y sina d- 2 — 0, 


(b) rcosa + y sina -+ $ sin2e — Ù, 


2 比较 面积 公式 与 长 度 公 式 。 M eak RRMA 
TEX dI EE 
3. -— 3 Hr] HE E MO RC DIE RU ELSE CJ 1 8 wi» 
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2&5] L15 p.10) 

1,(a) HRH 形式 可 车 8 二 rf(cosB b ising, 0 c 8- 
2.. MAE « XEEISDIRIEARCIB— m3 111 UDYXH 

z^" — r"( casa F i sinnB). 
对 于 re], SUB lm = Ds ER UE. Emz" 一 人。 对 于 rz 
l, RIA Umr” — 35; Bib. et HEA, Moms ERU 
ERES ADERGEAMTICA. TETTIE., HT r= db HFR 
fidi. x = 158 — 00, xj dioi ima’ = 1, EK z= ceosB d- i sin, 
Ep hEm t Ti R AEA 6$ 27 [RI Fe ESAE 
elm elle- = zo dm ET RP, 

xx sEmuEmRELIT ACE EVER AAR SUE REN. 

(D Eds We CB TEILS RREGIERBROKS GB. 

a 


， 8b 
zl QU ( 5. d^ sum 7 |]. 
P zi oí. 


EE 8 二 0 我们 有 im: = 0, QUE. m T 9 so t Yl. 
zp 


ns" = lim r, H iim, 
a= a 3 


H= 二 


. 6 ip PEE Q 
— limra — + i mrt dn - f, 
EI Er 


E. ET T--] # 可 


2. 将 委 一 着 书记 有 阴极 限定 天 分 强 诬 用 到 P. 0 RE GEL. 
LEARE a a l 的 一 个 点 (os, 5), 5 


+ 370 + 


Hr H3 SEC: 


6 — Vd P, 

Diles DRRR (x — aY C9 — y «—(1—aY AT idi EE 
Pi. 

UTE 十 并 一 144 的 一 个 点 (x， D. sS uS 
Adr BIS M. 

4. it Cask) dE S TME— Ei. 令 r —h—a7 0, GE lat) 
的 一 个 & 539, 

(x —aY rF(Y—B5!«-«e. 

对 这 部 域内 的 一 习 点 ， 我 们 有 leal ae, |i] «5. 

+A 
ema Hac a) a (xo, 
我 们 得 到 
i 一 gE=a 二 YY—6 
= x — Hr — aja — irar tye 
>a H Y elal Eer 

HE = 取 为 1 和 rilal, + 22 中 之 小 者 这样 这 个 5 邻 域 就 在 
5 FI, 

5. £e Ee COIDR UR EOS XCERLBESS A Wet E 
EFR 
问题 Llp- 11) 

L REX, 5 AERA FARPAS SN. 症 5 AR 
P, 使 得 PP «1/2. 对 为 了 不 在 5 内 ,就 下 Per, 因此 ，PF > 
0。 HUEHPECEIRQEAGASESEUETI. BEP ESA, 就 取 Pa E 
得 

PrP< PP, 

PR. PP ERREGE BQ1/T, 

2z. 设 给 定 的 集合 为 8，3 抱团 包 为 8 DUX SLEJ E) E129 Sa. 
每 个 属于 5.; 的 点 不 在 53. AME S aa E in EPES A 
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异 上 ; 闭 末 了 的 每 一 个 狂 域 至 少 和 包含 S 内 的 一 个 点 口 和 不 在 5. 内 
的 一 个 点 RR， 因为 晴 不 在 $5. 内 , 所 世 就 不 硅 5 H, KAASA 
PERETE, FRUDPESCGE QUE DEPO S 区 点 含 在 其 由 的 的 
— SpA. TEPES. _ 

3. XE SÉQEPO 上 的 尾 一 点 ,因为 PXs PO, PXÍEI 
党 合 是 有 界 的 ， 记 它 的 最 小 上 界 为 bbPX, REE 了 SP 
HAF bz 的 点 ,刚玉 的 任何 名 域 包含 PO LETSA Ao 
X UeERET SEIS. 

4. G ES— ER SE EAA. 


Bi) LZ(v. 15) 


27 
1. (4) £4, 
G1 


Lll. 
te) Cogo" 


(e) 5, 
2,;E V BEA (r) EES, MEARE” BEA aE 
(a) V Ze —x, HD Cx 


Ce) r>— # XS (g) x! d- Y! H a) «m a), 0 Ro tut 


(h) y= —2, s SG G) x HIP 3,0 cas 35 


C1} (x, 2) = (0, 05, Pes «7. (m) y x9 —4, 
— X eu e. 
2 2 
(n) x 0,0 c us 15 Co) Beige OLL ri 


(p) dns — ox n ER Dna t Z- HB >00, $ 


«372? 


fy FT ir E 


iua Doa WI m ORB y x0, 22 0, 
3. 对 于 不 个 变量 是 
got DG e 2-69. 
(参看 第 一 卷 第 一 竟 , p.125, 练习 第 11 题 ) 
£z] L3(p. 24) 


2 在 一 ?一 4 AER. 
3,(a) X r = peos, y =p i0., W 
HEF eT = p |c — 3cosDsin'O| « 4g, 


取 s(e) 一 ejt, WI f(s 2 EDE e akh, 

4. a LS H’ ERAM ERA ER ESE 
ESSE XE SARME ERN. 

(i) 连续 . 


(b) 不 连 续 性 只 可 能 出 现在 MG 0). TEXTILE SIT A 


r — peol, Y= p cin, 


PRIE |sia| = |æ] ER 


Rk EAO URIRIEÉSTH& O, 
X 对 于 z220, 8 十 天 > 0 H5odqguEsRIS 
WI ttal a 
MEN «h, 
2w i fs 十 全 z 
FE, dE x EERS HIRA P 要 求 A| 过 28 WERT. $ 
Ax = posf, AY = psinf, 这 里 pa (5. r, v3. 
(a) Æ s = r+ y Boc Az 的 情况 下 ,注意 
| Az| 一 pl2rcosd + 4y sin? + p( cos 8 4- Iain) | 
x eC2|z| H2 Aly | H 302 2 vl + 4| 十 3)， 
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这 阳 我 们 利用 了 sg. XJ [ja ce. &UREDREDEG D. 


Jg 
8 « min | 一 一 1). 
mn [TT ) 


6, ERR re te E. 
7. 在 直线 x =n tl y 一 "十 过 上 . 


8. xPT—UÉ. GEX. — Tti demum LITE 
AI.) 
D r= lje, AE ow lorn ROE [Asl =l Aul 
Ca + OAgy. HTF nl 0, Mei As cu], U etu uj 
2 并 有 
Laz| 一 An Ani 
现在 ,用 Ar = 0cosÜ, Ay psn, petal #4 Irj, 
I» e 1 我 们 有 有 
|As| == | p(2xcoad > 2» sia + ej 
x pozl] 2 v|ocr1)-«56, 
pij. TRUE Arl e: XR 
FE a 
P 一 min 37^ -»y.l. 


a 
da 


1I. ĦẸ r= peost, y - pain 我 们 有 
P — {acos F Z5 sinb ceo + eint) — PRA), 
XPT O8 TI CETRHECRGAGN I) MEC RETE 0 从 而 我 们 应 当 有 
ac — 5 2, 

12. EFES, Qa) 在 直线 x — 0 b.) dE Y ——x 
上 . 

13, ITH- RARE, Ti x 一 posf, Y — pein 和 ,日 汶 
BiH. 为 了 指出 Ko.) REEE, WHE j "一 
aV. a ER’ TIBE gtxy 92. ARETE. EBE GaN H 


+ 


AL 对 于 fey 和 GO IRSE E EE. RUP y m e.a EIE 
EIER GIRBHIT 


TEM 
ERE 
所 以 luz to, "am eC, 

15. 对 于 此 六 第 14 RB Ce», 


EN -一 一 4 
s) "i 2 loge 


Kr, F) = 


SET 8S8 14 e 
, lg2 上 
ees (- 0 d) 
15. 首先 令 一 4 一 0 AAF :-2. 
17. 成 立 , 因 为 Ro, P ERARA EHER AE RHEA 
域 匠 一 个 边界 点 。 
18. (a)l, 
(b) 0, 
(c) 0, 
19, y — mx. XI lim s —3(1 — m(C1-t m). 
ip», $3 E mE 13H, 
21. PAART r= 0 HEHHEE me ERRE M 
ERDHE f= abg: $335. 77 ETARE a. 
23. [p Sf o d pase sc A a TE LEER AE A ht 8 A 
B3 AER SERIE DEO 3,015089 C, RRE AEA e 可 以 
Bf srixx. 


(238 1.3 (p. 27) 


likskfnEXdA, S E gt nk Xd. AggolgEspy— 
^ VS PREFE- TERETE S 3, Ems I" PORE 


ET ERE 


f SATA a ERE UP OA S AESA TARA, 
WRD O EDESA ATEOA E SGBgEES 
IEPA — f*(O^| « aj2. 
ASY h EA 0. dmBUdEOB)54piAIBT ES A, PETE 
Sri Peg KP) BH PA) pHa 
JAPI G| < e/2. 
于 是 有 P9) oN es, 
2, NUR Im Kr, y) = L #H üm Cs, Y) = (E, g) 


Unger n) 
MEJE- ER e, =A 8 BAR Oe. 让 一 上 | < 之 8 对 一 切 落 在 
CE, 的 旧地 域内 的 上 Cz; 了》 成立。 加 一 步 ， SENER CY, 
Y.2 *p—H) s 2 N REG «2 895 SERRE. Aib. DP aPN 
P |Kraj o L| SE, 
度 之 , BEATE- TERA EB E: n ARREA 
列 (as y.) 都 有 imkers, Ya) =L, TE IE d. 1) Ap LX 
极 版 , 那 末 对 洪 一 个 &l0 AE a 20, MRA 13A (x3 Y) 
ET Gs m HU 8 SBRRSH Crs y) (E12, 8B 
Kr, y2— L| >e, 
4 8,— 1 368 C 9)). AT (E #5) 的 而 最 域 使 得 
(a | 
HERNEEN 


Üa 一 FACE EF: 
JR Gur ya) 8E Gs — EY E O ay « 5. dB 
Ux. 3.) m LÌ E, 


HAARE ER Ges Y SUETA rE I EGA 
UE L, 


UE 


&2J 1 4a(P.31) 


l. (3) E = Sar? Ed 一 mbi 
y 


(e) Êz 88 — 3y ĝe | ip — us 


Br Dy o! By xy 
ür à 3 . 
(e) —— m Zyy'7, HE uu 3 eiyf; 
Ox» , Óy ul 
(5) 9 2 yae, Or, ge 
Bx By p 
| 
G) St —2rdaG)- y), E — — ini 4» y; 
0) Üs 2 nr Sz a cosx cosy, 
Ox sinf By zin!y 
(n) ËZ a i De OO OyO 


Be EPR Oy Jope 
200255. 7 0 Bb 000 290. 
BI y eP” 
(c) Bj — in of = 一 B. 
8 oy 


T 2 


日 
(e) a 一 Yssüt xz. a snrz, : = fco yai 


Cz) 用 H pe E, 
i ELI 


Bí. yc) OJ Her) 
Bi (1-— xy) " Bray xy y 
ET Xa? 

py Cl 


sn 


„ öt 
(e) 2r - yeu en, E 一 SU log y, 
T 
A 
zt =- Dar ely — 1 十 yx, ), 
T 
Fi 


.一 eN] + rkgx 十 yx" ligi), 


A log re (1 H7), 


4. h =h, f= Ü, 大 一 一 ]。 
2. Él. 

8. (2/2). 

J. e= — 3. 

(ER 1.3a. (p.33) 


& b 
L(g 上 【多 看 练习 12 第 3 题 ) 


WEIGANICHERENPCUTEUTitue E a ERST 


FOE. 
3. 对 于 一 切 * 和 ,关于 和? RARR] 
sGP rn IDE ty) 一 £2 pis); 
Mif OA ERE ans) ee cento, 
BEES] Ete (p.36) 
1. (5) EROR EH eO 


Im 下 三 了 一 由， 


(x 


of .. — —ep[—1/G-F*y)]. s. 7:5 0, 
By 


Ü, r= y=ÙŪ, 


qapi 1 4 yt), n, Y e f, 


ELSE 
(b) UB E EUE WIRRÁgg, E 
a x*4- i . 
2 - P Ja y + &x^ wg (x! +t Y), x4, y 5-0, 
0, qox y —[. 
IESRA r oar có 内 :对 于 站 过 请 
F4 og | «105, 
这 时 我们 已 经 用 了 了 当 €l Jj, Pigêl — 1. 


$3 LaAdip.10》 
1. Ca) 2al, 
(c) abi" (ax + 5Y), 
L 
(© 一 人 二 下 
2. (h) jem yinhe», J, 一 rsinhrY, fL, = Yoshi Y, 
fey 一 tFeoshry + odnhry, f, 一 r'coshrY, 
fara = YsinhtY, fen = cY sinhr* 十 ZreoshtY, 
fay = a Ysinhey 十 Írcoshry, f,  r'ünhay, 
(d) f. — My — viz, fom Ms — zy fa s. 
ja = lr i fy = RI um yr 


fu. -= 3/z*, Frer un 2v", m = — frj v. 
问题 14d (p. 40) 


1.(b) 4 s= lgs, Hj z,, 50 BH z, 就 不 依赖 于 
& re = ais), 则 


= falar t opiy) = Tx E s 
从 而 


天 一 "m PL ， cnm 


2j37* 


练习 LSe (p.43) 
Í. Ga). CEY TD, 0D 不 存在 ， 
(c) È k= peos, À= pit. FAAATA BÉ 
XS: 
JUs &) — AD, 0) — painta = f,(0, 035 Tt fd, 00€ + ol oy, 
ARTE 0,0) (0, 0) — 0 AREE CATR, 
2. 对 于 # 与 十 中 SEa rS y +a 之 间 的 1, 我 们 有 
156) — eia) — ERS), [AC — Ahy] e 6542. 
其 中 imeks) mi lime 2: ~ü, 
Ri HARD B SUE B BERE RA 
E alas = È OLEO 
其 中 FC UT gx) e ELS EHARA AER ERY, TÆ 
TERI 
KG nur 3) = [| gl)ds t aC) + ola) 


- | amas ToS + oca) | 
~ Kc, V) E Aga) + AG) 
+ oly Bi + di). 
问题 1.5a (p.44) 
1.4 p A -- E. 则 
[Cx 93 — Kas 22] S pfs EE E IC. 0Y + 62, 
其 中 lms 一 了 Th, imis. vA dEX«ESS. 
对 于 P= br yh A mia Ah xEASÓC3uxTERU]S 
HER — KAN s MIP — «4t, 
EM ETH. 


* 3BU + 


1573 15b (p.46) 
1. iR s= jira 9) -SFE are tan [FY 一 
的 次 线 的 笠 率 ,也 就 是 在 zp 平面 上 着, 曲线 
s = Heo) ^ f(x, T pcosa, Ya t sine) 


> bs 


ov/3 HE et ba 
Poet: 
2 


2. (a) a 2 
(c) Ba 3 —2,.1-- A 3, —1; 


(g) 0,0,0,0. 

3. (8)— 8/5, 

(hb) —1, 

G6) —2 3, 

4. Jn, Y) oo xy / Cx? 4- y). 
6, Of Di^ — sin 28, 


155115 e(p.49) 
1. (a) z = 8» —4, 
(c2 3r cd dy — 42-75 — ilg24—80, 
Ce) 2 = [exo (17 2 MAI 2 Xx — y 2 Hajh), 
-— 一 了 i i g — 
G) s= 1e (rr ye 2). 
2 AA aA. 
3, 通过 三 个 点 的 平 而 方程 能 写成 如 下 形式 : 
g — m — (x — n) AG — m) — An — 1 —»») 
EIEREN — zs) 一 s, 一 2) ] 于 Lk. 一 Atl. 
RE A, T Xj Yos & = yj — Yos (00 1, 2, A A, m9 p, cosis 


+ 3B] * 


Pe 一 p, Sin dt, WI z;— 22 一 让 Lt cns n, ) ( Bc / Bx) 十 sin m) [sy 
BY) 十 ola). FIERA IUE, Wi P smfa — e 70. 
ZH, EE ASPRA 


iP Pi 


BUUEXEZTAN D, "" c 350, Cx Pos 
zo} 沙 在 如 下 两 个 曲 硬 之 一 上 ， 
hl — ar — 如 


z= ox 4—7— 
切 平面 的 方程 是 
B 一 人 (»— DENEA y»). 
X — e IE BIDS ESERY 83] 


153, dem UA. — 85 
Dy 


miti A = 和 SE 的 慎 代 人 茹 平 下 方程 便 坦 到 (车 s %0) 


5 一 a i5 — 2) 
€ Zn eH, 


An 
niot t Py," Heng — axi cd bri d- em om, 


£53 J.5d (0.53) 
1, Ta) (22V b By dr e (2^9 m xy? — By MI, 
(c) dras — y dui(a! — y*), 
(ge) — (2x T y 7427] inlr t lg). 
(g) dy -F dy i£ + x + PDs 
Cit (dw + dy — dz)sinh(x + Y — 2), 
2. C—2110) + C7 5 (25), 


13825 


3. PUE? 十 122)de! + (Ry + Ayar dy + Bs? 
-F As) dxdy* + (85 + 11, )dy']. 


i5] iSe (p.54? 


1. FE: 由 一 3 变 到 一 3.5。 
1 


t 


ggi’ 
3. 1/20 | &| 十 AI 
d. H ds = ydy t rdf H dele = dile d dyly, 
5. Hi dg 一 2dx/£ — Axér/ e SL REAR XE 
dpip = dyja — 2drjr, 
FHAA Bib IEEE SAEC E 
ByEE— 3835] EXE ERE FT. 


HH 1.62a(p.59) 


"i 


l. C322, = -- 2rlog C1 + PI pn = Ir? 
EE Zo, =™ OF 
(Gry 7^ (Y 
(e) 4d er, earum, Bl] e — oec (oo), ry= [se Cu )]7 
(1 9, zu, m Danse (or) tankut), sr = [sec (m MCI + 133] 
X [1 + tetaan], za = xs wp dL TF y) Y Druntue) — 2y1. 


—EX — Pecosa 
2. ü EÈ -— —L iE " 
Ca) n. (a! oy 2xv cos ey 


za = — lleit r), zy = 


=} — fcüszX 
dp, m mt 


ry sux 


“r (x 十 下 上 2rycesg)" i 
i 
(b) f m , 
Ms! He 2gy! E — xf 


— ley 


Eu— c —^ IL TIL TL aà 
{z yy JU c2ay5 E 一季 


(3875 


—*t 


in. = €—A— 


ry 
-=e LL. ——- 
(c) HU r 1 | ql t yf | "E 
zy 
-一 a PE 十 a^ P ez 一 
"M log (1 + x" + * Dg paa 


ME 
m, = Q2. —— 
LE Bt BB 
- 1 
(d) me. m PU ? 
2(l Roos) xc 
Am 
ga - 一 TO ——— » 
2(l 7a yz oec a 
x 


TOR. amer RRAN A e E DERG 
du 


dx a pu"! du -r- u^ log + 一 一 。 
dx dr dx 


TE emr, n x ERI PR EI 
4. Qe] st (1+ ge). 
FA 


BG genr, am 合计 这 个 公式 就 得 到 
ru TOT" XE: + tgr t Clogs? j- 
dr E: 


(b) & y= lr, lil 
LP 


dz P4 "m. 
HB s= GY ea, JEH uy, emr, 得 到 
a pot 4- 2log y) = yaf I + flogy); 
Y 


从而 得 到 
ds 2 


(344 二 


LEARRA 18, 
s EAR Ep ADEST ERERJ SERSIOESETIEE RES 


y—sx 
Ca) T:s — (x " "S ? 


2p -一 让 一 入 
b ar = e A Ta 
W) e CETS 


6r! — 1y! — 22!—2&* 
GT cC YE S — 
问题 1.6a Cp.60) 
LETA RHE- RAHE: 
ba 十 y, = Koi F wg hau T Liny, 十 Mte Mus 
+ Co + ohus H Kiss + tps dfn 
tO, T vn» 
并 且 注 意 o.» 也是 控 普 广 斯 方程 的 解 。 
2. S IBIEE GC D S b. e GC CRUCE C . ESL P REI EH 
SER f RED. 如 其 志 {x;y x) ERNE MEA ERA 
1, AR (Ar, Ay, 22) MED E. ac RIA 


z [x y y^ 
i-(SDenel-2«G 
Xx REENER IIS 2x P CREER b: 
- fi 
ees] 
两 这 到 微分 醒 得 结 旱 . 
3. (x3 &rr 十 2 Era 
r 
(b) Jk g,/g. = —2/ e, 得 到 logg, = —2logr + 常数， 等 
等 。 
4. (a) Er T n= Bra 
(b) Æ nml, srt 


2385 


Yos l, ular ri 
X siae dà GESBISEE E). 


2&5] 1.6e 05.65) 


lV jp. 
2. a = fr, y JESDERF dE ER E e rco t ysin, n= 
FconsÜ — x dnt, 
ERA 
teyr 7 cos Dsn — ios G sin Du, 十 sin Pus. 
tyy 9m sin Dni 十 ensf sine, 十 cosa... 
4, oza = 3, 8, — lpr, — x, cos -- s, sin, 一 -— zr sin 8 t 
zr cosa, 
NE. UES I. EE PNE IC NMuGEE PIRE EE 
HATE, SARH 2,3 题 ， 利 月 
tuu m an Us; — eU, 二 
us = epa, + Co! — Fs, — abu, 
uy, mm Ug, + leple, H uU, 
ELA EC ULRIBR 1.63. 3 2 RU. 


s ul 2" n 
h. EX T. i T. 十 t T, T D Tos. 


问题 1.6e (p.66) 
i. L -8.j a 2.) + -1 Ia y 8 | sin 9 2), 
Or" G sing Auh es. 
与 问题 1.6a 第 3 ge nTa A GRESTE, 
l.dERSEHJdR ER BTE 
Afer t 285, Ch, 
REH R 
d*he P 28" fu, +C h= Ds 
其 中 


+ ids s 


AF = rA + lab + BC, 
B* 一 aCd + (ed + 56) + i C, 
C — eA d 26885 a PC, 
(ERAH Ló 283 omis) 
B" — 4*C* = (sd — be Y(R — AC, 
HI B"—4*c* 的 符号 是 不 贿 线 尾 变 失 改 变 的 ， 二 此 捧 知 ， 
下 面 两 种 情况 是 不 存在 这 样 线性 变换 的 ; 对 于 (ay 加深 
B'—24Cz0; 
Xj—(b),9nHb P — 4C «0, 
(2) 假设 H'— 4C « 0, HEEG 4* —1,8* — 0, C*- 
0, JA 4C —- B'Z- 0 "(HL A I COR FR IRURE RE go RR E 
EER, E- ONE b— e — 0. 2— M n acil c. 如 
BOB x0, WEEB — 0METÉPL mE GLER 
5 


P -x 0, go "= d C 一 一 一 二 = 二 -二 二- 


AM A Af AU AC - 


(b) Biz P- AC >00 JHE 4"—c*t—02,.B5*—!, 
WHE H0. S4ucXEmERS S. IARE Bui E 


o [6 4 ES Vo 
L-4-5. 2 4-&. pew — AC = 13 


PiE 


A 1 I |t 
a—d.b—q—Rm 6i d— 4. 


ing B2 并 且 有 4 和 中 至 省 有 一 个 不 沟 总 比如 说 og, 可 
54 o9 9 — o ht E pma 
|| 


d* -— 4. c-r B —Uu, 


hn 


2-1. 4— uio, co 38 


VE AG y ACE ACY 


E iJTa(p 57) 
1. (a) C& + A)ces fx 十 下 十 ?十 ks 


Myr, k. 
Ch) GAY S RA 


J. a 一 工 ， 
(2) , 
(b) 


ec) 


练习 17b (p. 69) 


L 通过 点 (x.y) 的 铅 直 平面 bCa — y) — RE — x) 5 
BEND a Css y》 丰 交 : 定 义 了 一 条 曲线 ,在 这 条 曲线 的 任 一 段 弧 
上 :存在 一 个 内 点 :该 点 的 切线 乎 行 于 连接 两 喘 点 的 茧 。 


2 《a) 一， 
gE 


B , 
hy 二 
(b) z arcsin 2. 


5.(a) Ž, 


23 
bj —. 
DE 


问题 .7b (p. 70) 
LURE: YEAR REETEE EEE ORAN 


Fu i oai 


n EECIS.]1 BUR IRI —3x (8. 
$57) L7c (p. 72) 


i. x7. - 
2. ERA Wa df TAC, 处 对 于 &— 061, k= —01 等 
T 2 BIST, uU 
f(2.1,2.9) = f(2, 3) + I d'K2,3) = 79.9, 


3. zal f EHE e. —HI RU ENDE D. 
4. (3) 2: — Ay L3! — A( 3e! — Arp) H- b(2y — 222) 
Tr — 13) kitr + R d 68 — 285 
OD G0 o 2p), 
Mo i (mn 1) > 
(o 必须 分 丙种 情形 xL T0 I3 xo RIOIIXBERMBX 
产生 不 司 的 点 的 一 阶 项 : 
ry — Iyer 一 VEES T idey — 2,5 — VEPRE 十 &j) 
T (x! — Ayr) t MG) d. ABE — ix 4- My 
-- Bar" — IE E yag RE. 
Irt x(y — 1) — xe 4- 1) — lr (y — 1X +1} 
b lela ft Di 4d-ox($ — Ds 4- 1Y., 


$ o. 5 
6. (0) y= bay tpit 


ze x Pn " 5 
b) y+ 
S 2 á 12 24 120 


i * i 本 * 
(c) pyt fo Eig Yt... 
之 6 5 b 24 
G) Ua ES Ze Lus, 
2 5 2 
3 2 5 


+ 34335 


QD sy DE XE Gy QUY VQ 2y Q2 
2 2 — 3 + 3 


(g) ltr y 一 二 二 


d 
(h) pé en 


o 1 xy a5 00x zy) cy 
2 2 24 i 12 
) Syd —rfEJISKEM Ya ee 
6 2 2 4 
7. 注意 误差 是 4 UBL ROT SCPIMEGS 
cx, o8 7 Y a E — énty! b Syr y TP 
cosy 2 4 
对 于 这 4 阶 项 我 们 有 
Or t y Cy — xy — x) 
24 24 ' 


对 于 lef E6, yl ela/6 这 网 个 因 三 在 zy m E HER 
GERKE TERIMAIYAÁBIXGE 


[3l ife (p. 73) 


LG XX Jey 5: (tt unns 


Fd" fmf 此 一 性 FE 一口 “ 7 


EBER |x 十 yi 过 1 gm. 
cb) 2 -EX2 E, 
xc rz 0 v fg—H) le. 
2, FEE ALL ELEM xy 和 # 6-5. 
3, dE (5, 27177) 3) 9135 4 EET (24,2705) E5 f(0,0) X] Mp; 


- 39] 


区 和 开除 以 4, 

4, UrgebE HT ERES iR RC TES ER RHET. Xf 
z RRAN 

ipfos um E mew -X p 
Mf LEE RGCRUS BIA CBO, ACRI HG — 1 TARF DR RS 
REH (a). A TRA ChA Ea EIER EE LEE NEP 
TEH CD, FI (b), E (0) hA H 代 共 29H, o BARRAREN 
Hn 一 H, + IH, + H, =Ù, 

最 后 ,在 这 些 结 染 中 用 {b) IE Hn M 208 + DR, 


练习 8b (p. 81) 
1,. 在 用 区 间 a ox mb EH Sx. K) w 2 B) — Pr phat 
Ral ERKE ER. PISTE IX. 
2.(a) €T e= A 5 1—85-x.-l, "5 Rk 3e 4] 
有 
klogz = &(x — 1) t GR 72, 
£c —l-c Oi '5), 
log x 
因此 
= - eter] +o} 
og r 
而 对 于 ire] ae e RIE 
E: 一 1) 一 门 x— 1 ema, 


leg x log r 
BEHE 
ro- fS E e oe 
(b) RRAHE LA 
L 1 


F(= fG 一 lix = i42 $1" 


»39] + 


AH, 
2 


FQ) e p E +e 
而 根据 fa。 这 明 常数 。 ERE O, 
H3) 19b (p. 93) 
1 Ca) bo sini 十 cost + sini) d£ = ir, 
(8) ["C— 29s — hid — P) à — rd 


4 
Tu Oc. 


第 二 Ñ 
$ 2.3 (p.141) 
Liu X. y. 是 直线 上 性 音 一 点 , 那 来 
PX = 4A, 


共 中 4 可 以 是 性 何 实数 。 于 是 
(x2, 9,4 x — 4) = M2. Ls 35, 
uk x 4-2 E — 4 


— —— wm y c . 
z | 3 


1. 设 P9 一 和， 直线 上 任何 一 点 XX 满足 PX — 2A, i B,C 
和 WW 分 别 是 P.O TXGR, N 
PX V —B1À 5 Xx C— B3 
或 
V — — B+C, 
特别 是 , 若 P—(3.—2,2) M Q— (6. —5, 42), wE (3D rRE 
给 定 的 ， 
ka, Po z) = A(3, —3, 2 
或 


302 a 


m— HD A o E = 


3, WE V EEA PODRE LER Aath a, EB 
FERATA PEG ITA RE ti. E 
V — (1 — 3)À + AB. 
于 是 
(1 — AXW — A) — XB — V) —€1 — DaB — A), 
MA ziel, HA V—A, B—V tS B-A rift 
3t H. 
(V — AL/IB — VI =2/(1 — 2), 
4. Xr ELE RECHTE I 
V—A-Fi(B-— A). 
其 中 B— A 是 由 PO 表 杀 的 ,可 见 220, 
5. 设 A, B, C, D, E 分 别 是 点 了, Q, R, 8, M. 的 位 置 向 
B. $13 的 比例 分 M3S 于 口 点 ,并 取 口 点 为 原点 ， 于 是 ， 
D= — 3E. 
因为 
E=1/ XA 4 B4-C), 
所 以 
Tr Be C-4-D)— O0. 
At. EEE” 0 RR RC Ho. ERE EER Fir 3. E PA s TRE ARIA 
Hx. 


6. 设 这 两 条 边 是 PO 和 RS; 用 前 再 解答 的 符号 ,它们 的 中 点 
531 EE ER RE E 


1 1 
P (åA 十 B) 和 C+ D», 


Hs 5128 5 Xu EZ UÉ 
ja eB)——L (C +D); 


iE LE Ar AUS o o dEsa TE HIELO S5 ER, 
7. E P. nes Fea za Jo 40m l, 2,755, dll 
m Y ke HAT 
G (ros yos m) m (ues, un zess), 
Sima4dg = (XEmk(xy — 5), 2ima(yx — Yi) 
Emire 一 ah = (0, 0, 07. 
8. EA BERE SURE 1, "LEE = EXC EP RE EET EEG E 711 
DOR. FE. Raa nu" RHOD SR AROR. M 
AC eE) — (a Y — à - £9 — (Aa) o. 
9, E at 对 应 到 向 县 (a, 83. 
10. 取 办 点 为 球 的 咏 心 并 设 A BOR 分 别 是 P, 0, R 的 位 
FÜR RE, ERARE e. I 
AP = |B]? = [R| p 
a B= 一 点 ， 击 此 ,要 站 【15c 就 得 划 
UR — A) CR—B? = (R—À) - CK 4 A) RI A pen, 
11. (2) 根据 CA — P) - A — 0, 平面 的 方程 是 
r+ žu -- 2E l], 
ER HEEESE Bm C13, —2/3, 2/3), iik 
-ir Ëy PLE 
(h) 173. 
Ke) RE. 
12. (4) $ P= (Cp: scc vx) APR B E PAi A HE. 
d; D e Crs ta in) ERE, EE i Ea EROR X, d] 
A-X—. HB-—-X—2A, 
TE A. (B-14) = c, Ei 1 (A-B-A ' 而且 
X-—-B--A(c—A-BO/|AJ. 
(b) 4398 C—1/9,2/9,2/9) 81(7/9,—13/9,—5/9), 
11, PREE C e0; 因为 香 贡 就 会 有 


* HM. 


A-B 
A= BU 
这 与 及 CSBIRSRISAUETUS. 于 是 有 BC 0. 
14. ARS PAUXAE SENTIRE RES d BIA 


sinp 一 一 -一 一 一 -上 一 一 一 -一 


wI 22(p.1572 


L (a) 直线 r= —1- 41, y —2, xz b 4-343 
(b) PH x — 2o 63g-b v. y= l tp 
z= =A daa nk red pot g—ÓS 

(c) Wü ER rt ly-Bz—d40 5 lyt s LU -——4HB8à 
(x, 9,9.) WERE E, 

L(a). A o A 2 E, + 2E, 

3 4 F E, AH E A/A JRR, 24663 scie: 
AAIR k—tinsviBE D. € E 一 VaVe Ke 

Ci a 


Ve = A = > CA, “ EJE., 


z| 


EE nE E, RHF A. An Aa 2 一 1 D 
E, kT Åi 点 :5 Á;, 

4. Ag (E08 1,2, ^ 1) BER" +L AERA, 
mE ALAL O A, EIER SRL A + t E ERE PRA UE 
相关 的 ;车 呈 不 是 这 样 ,就 要 泥 颖 习 第 3 是 知道 , 向 长 E, --, E, 
WT Au ÀS LÀ, XD ELE 1,2, rg】 可 区 取信 坐 
标 回 量 , 所 以 A. 依赖 于 ES E.c.ES DUE, UE 
于 A,, 由 

5. Hi EE S Sd REDE 

=A: +B, 
其 中 B= (è, d, fh A= {aar 0), VEOXEMUP EEXCT ESBUSE 
EHE X = (n. Yo 890, Ñ = Cra yos) AE Po E 


* 335 5 


E. BI gZ L ATTE: 有 其 Art B. 此外。 
BOR, — A0 A 0 可 知 所 求 的 虐 离 了 由 下 式 秒 定 : 
P-|X-—X|-(X—X)(AD-B-X) 
= (X, — X) -(B— XJ. 
= (x 一 XP — n) n — rd — y 
+ te cf — n). 
Am 
(x, ya zm) m (ar + b, er +d, er + fos 
+ 
ro 二 ben 
gib 
6 不是。 ATERRAR 只 要 证 朋 系 数 府 量 C1, 2, 32, 
2,3,1),0,1,2 E EXEC, PILAE, OTHER 3 题解 答 的 者 
LEA UIS ESSE LEER DUCTOR LU TU E Er PRSE AEH 
成 ， 
2, 13338 UT XE ES 2D. 6: 题 中 和 解 强 性 方程 组 ,在 右边 以 常数 4s* 
ays ; Tul l0, 0: 


r = i {5r 十 e, t 72,2, w 一 1 c Tf ed 


X, 一 E (Ta — 5r 4- a,). 


JEUCEENESUS A IER 

一 本 1 F 
| 1 7 =s} 

r 7 —5 E 

9.3 & EARR. MAAR A, 起, A, Eih AT 
gr K| {rs 3:57 77a X4) 对 每 个 Y (Gub. Se Y NR 
ES 

Y — 4, À, rh) oo LÁ, 
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—4 83 1$ “3 30 
1l. A= ad — be $Ù, 
工人 d ”一 由 
A —r a 


12.14 ae = em =a iH n'e = eama Hu ap 

r, PE 
&'a— Be 6e, 

13. ba, 

14. UR UDEOSE X. dr RE E RERS. A EMAAR E 
HXH. TRGEAUB—4- 91g] ERU DAR XR f PUES EIU ES FE SR 
é&. GEREM. uds p mw— mE SE SCRBORIEXÍ a 一 
1 个 痊 宅 隐 量 的 线 芒 组 舍 。 反 之 ,好 果 象 室 间 的 维 数 小 于 s. 则 起 
阵 的 到 向 量 定 是 线性 相关 的 ;因为 屋 使 它们 线性 无 甘 , 它 何 的 线性 
AAE fI. 

15.12 X ETR (reos, Y n6) 这 个 形式 , 则 对 于 

u ( cos Y — sim T ) 
sin Y cos 7 
有 
aX = (rosti + rr sn 7)); 
因此 , s cT TA AERE 20 I5 RE ea 15) Rt v d fk a b on Ee ES 
-r 的 旋转 ， 对 于 
{=Y “ary 
"anT — tY 
有 
br 一 (Y cos( Y — 8), T sin(*Y 一 835; 
这 可 看 作 高 量 对 与 * hb ROS C1/2) 7 DERE H HEC ERAI 
» $35 5 Bed Si nue XIJREL— T 的 旋转 。 


= 


16. HER (492). XHETIE SE ERU AE REREERO. BINDTDDEe 
APA AmE A 是 a ERU Rom. WÜTREDGE ej E A 
fred. AAEREN aa  — e IRR 

IME-EE MS 
^A cis M jk 
17.4 c= ab. 4 ec (cu), B] e —(en)» Ed 


- "m 
T 
hm 2 Ajib pi m7 > bhag = kba"), 
k= 1 kl 


18. 13K 1652 238 13,17 EL 165 R3, di a 5s b TEE SEE M 
fab) = la? = b'a'-—(ab)", 
对 于 ab 的 正安 恬 上 述 等 式 怕 是 一 个 充分 条 者. 
19 E X mkr tatara) 3D Y — (rus gatito, AIR 
FTH 
(aX) - (a Y) = (x Á, -F rA oon rA) 
Cp, e yA th 
— ny, E agah ter E aF 
20, 一 个 你 长 的 矩阵 a IE ME DEC ER ; OS 
laX + aY|? — |aX |: + jaf]? + 2(aX; - (a Y) 
一 IX'* - Yp-c 202330 * (aY) 
一 |a X +Y = |X T Yi? 
一 |X $+ Yi + ALY | 
(HEATS EREL HERR G7) AAi TEA 
E, xd $0 a FIHI A, 
21.29 55 8 E A, Xo O o Xo CIRR EIE ms 
gutta mas BETAH EM X 一 aX + A, ERAD EE 
2 RU E tr od E 


ER m t Li PE 
X,—( 2, mX, hy D m Yu (3 mK) È tjs 
LE Jo jel r=} i=l 
it E X, = aX, + Å — Y,, 
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B5] 2,3 Cp.173) 


l. (8) U, 
(b) 2, 
(ry 12, 
(3) €x — (y — Xr — XX y +e), 
l.a tem 1b. 
3, (a) 应 用 delea) 一 dala), 
(b) AH dele) 一 dataa 7), 
4. (a) —1, 
(b) 1, 
(c) —1, 
CHER 
5. 3n £1 SUXUEIEPE GLA ARR T 6, MARR, Gub], 
我 们 可 以 健 定 a 去 因为 如 时 24 55 9. 我 们 志 以 调 恬 这 一 行 
与 第 7 行 芝 及 第 1 ASA P Ab sg 位 于 第 1 行 与 第 1 出, 这 样 
WohEReESESPSDKHJBPRE. HOCH o: 装 中 碱 去 由 oora Th 
的 第 ALERS j AHE tAE T h 可 用 类 忆 的 方法 地 尾 
何 一 行 的 第 一 个 元 素 等 于 0。 Ea aa Aa i RERNA 
—1I3E23 1 RTE AILERA FEA 
|æ Ò 0 
| 0 bs bas 
(0 Du bs 
ATHERE T Tf UA 
ba np 


把 它 转变 成 


. 3980 = 


这 个 形式 . BDEYETÓTADAS bxbflB5 IER WRIT S E 
HARFI TAKER I 行 与 第 1 列 的 雷 元 索 ， 这 样 就 得 到 了 所 求 
的 形 起 ，。 

6, dE (663) 加 仪 可 能 有 的 非 界 项 是 出 现在 h— 1, 2er 
Jg — f. 

?在 Bth tana Ha A EIE o 6BS—UWREDEE 
AE, WUE ped WERFF OD, WR a> k MATEA 
F din (EM K mis 上 必定 作为 一 个 行 指 标 出 现 ; Fs ix 
BEAT Lp TE 让 有 让 四 + triga 是 (652) rh ERI RESET EET, 

8. Ca) (x — y Xy 7 8X2 — 5» 

©} —12, 

Cl (1) 31) 410). 

9. r= 3, y —2, x— l, 

1D. EF] dela) - dalb) — der (albh), 

ii H8 D—(4--2BX4— By 

= [fx +y + r)i y e ageya), 

12. RET 3 DAL EA E. LEA nA E aA (3 
à= 4+ Br, ET xk o—a4. PHE TERAPAN xc 
一 b, PRELEZ At HiS 7 EH 

4 +Ea= fa) H d+ Bb — KP). 

15. HZ (572), Æ eom (en) WIRE 


KA, B) 一 D easba 


mL 


一 >a X rube 


iret PEU! 


= A - (CE) 


一 之 | 只 2,0 
kej PFL 
=B (CA). 


-40i « 


14,42. X m (x. y 00. A p. bL i. dE 


a la, — ei 
2 2 
1 1 
a 一 Pu È 51] 
l, 1l, E 
2 2 


肯 反 二 次 发 程 改写 成 吉 下 形式 ， 
X (aX) +t A X--j—5. 


如 果 仿 射 变换 给 定 成 这 样 的 形式 
X — bX +B, 
它 的 逆 变 换 就 其 
X -= CX LC, 


这 里 e= b”, C= iB, qiix 40h dede AE 


CX (acA + C(acX ) T CX - (aB) 
+A- CX -C.(nac)  A- Br i0, 
RÀ FB — 2,21 88) £8 JR ECHTE RR ER BD PES 
Xn] 二 TA XTEE-0, 
其 中 
u = gac, 
A — c'(ae taB + A), 
y -—-C-.ac- A- Bap 
15. 比较 章 次 线性 方程 组 
g t s t ds = i, 
b by F erm i, 
cw ter d fg =D, 
如 果 这 个 方程 组 在 * 一 一 1 时 有 解 ， 罗 虹 是 一 个 非 尘 用 解 ， 于 县 
TAS D SESTE., Bone. 如果 行列 式 等 二老 。 列 癌 量 使 是 
相关 的 。 于 是 ,存在 常数 x, yz, 不 全 为 0, 司 得 


a BI = 


rA, + JĀ, +t:B=0, 
其 中 A, = (a;, b; ti). B — (d, e, f), 不 可 能 2-0, [R28 
则 À, 与 入 ,就 会 是 相关 的 因而 所 有 三 个 2 x 2 行列 式 都 会 等 于 
o RE ANELA: ARAI B 的 邓 数 为 一 ]。 可 见 所 
要 求 的 解 是 在 在 的 。 
16, 度 钱 可 以 写成 向 其 形式 
X — Air B, X — C: - D, 
MB MASS CHET, IXPRZR ER ERGEGE- 57 OX BLU S de A 
An +B- +D 
He RRARHZ. Tko R- ARREA BOR RIT E, e 
A,C,B-D 
为 列 向 量 的 种 阵 具 有 等 于 零 的 行列 式 ,也 就 是 
8, €, b- d, | 
f3 (64 b,— d = 0, 
Q7 (4. Bd, | 
17. 把 ho PEE 排列 成 l, 了 8 的 一 组 对 调 世 殷 1, 2, Ut 
" 排列 成 上 > f. "sd. EDT HT hat" "sfa 与 ja uh ria 或 
首都 是 党 的 ;或 者 都 是 因 的 . 
18. REREH 3À FF SEG Ee MEHE 
AX — AX 
Jp —TdBRRAÉ. 试 把 这 方程 重新 改写 成 齐 次 方程 的 形 
X 
(a — lie) — n, 
共 中 e 是 单位 方 阵 ， 这 个 方程 内 非 平凡 解 , 当 且 仅 当 


det(& 一 ie) = |, 


在 # pa a i a SAS” REB (Conan X 
此 , 当 # JEA AR E Js Ee ERS. 


+ 402 > 


I 24 (p.200) 


L jr 避 是 点 三 的 位 置 向 重 ， 并 且 犯 直 钱 了 表示 成 向 量 形 也 
K= A +B, LPA: HEA: E |K B| in9, 其 中 心 是 
P—B 5A ixi. 

r= [OG B xAI/IA, 

2 速度 全 ro, AE r BAREH e BIG AN 
ARA B ETRA X.— Gy.) RH A — Ca. 8. v. Fl 

ro = a [yy — SY. t (zn orr Y E (38 — yay T", 

3. 48x — ^ Apr EHE ANE Mol. X. 400 其 一 
(za Y» 2) 表示 平面 上任 辣 一 售 点 ,这 三 个 向 量 X -- RA. KK, 
X,— X 就 落 在 一 个 二 给 空间 上 ,因而 是 相关 的 ;所 以 

dX, —X,X, 一 X,X, — 8) — u. 
5.3 X BEI EE E TInEE Rn X-A CBE 
TKE eA] tE, EERE» n MA ARI SOS F8 EX 


T FDA KERNA. EP, WAKAK 59 
PRI P ig fers [E E, Ni] 

X—X-—ArtB—Ar-—EH 

— UA x AU. 
ATHEA HETA CA x ATO dile ag aote mn 
į = (B—B')-CA x AD 
JA x A 

ARAE NE RAA d: 

P= KTI A k A 
B 


4 -. KE- RADI, 
Ax 


5. JU RDEOR AGERE RAUS dE. RAER ARER ES 
Cab) 相当 于 把 每 个 行列 式 


» 403 * 


TA Kk Xp 774 o fg. — 


34 Fa !Yy4— È Pinum t 
EEE ia [3] 
aj Yen 4 
AK 一 Ak 一 ^ zz e |, 
y. È rere È| 


&- T3 Imi fr 9E SATBIBBAPAITHRAGESÓTHS. TUE 
BUDGESRER RYE EOKA. 条 这 形 面积 大 这 些 三 角形 
OPP 看 各 的 总 和 ， 其 中 È wa |, 2, -并 (Pa — P, PA DD 
Ora 的 面积 怡 杂 基 


6. 以 头 琵 行 中 三 去 第 三 行 , 即 何 见 该 行列 式 等 于 
LX x X. 


其 中 
1 一 【一 有 Y,— Fa RO t — n), 

7. n GRISE ERES GERBER. MATR ELEA K 
PIRIRIDGERNE EE, 对 于 具有 边 长 : Bi FGÉBNTULRIE 
ig/3,. Hn 
4 

P m a c a y n Gp 
TAERAA, 

8.(a) ME BSH A MRE 

A-COÀA x AIAJ JA- JA” 

xx m Ae EAS EH ZS 
A! x A” g [A'l A7], 
zt d. 
D= JA CCA x A' | &IAL- LA" A I 

(5) SSRA ADREAN SES UXORI HERR. EH 

jp, A, A' 和 点 "必定 是 互相 垂直 的 。 


r 寺内 本 


9,054) 站 果 想 与 妃 是 相关 的 ， Sm C= aB, RHES 
WE. Sj. BB CQ,B x (Bx C) 三 个 方向 上 的 单 
tHE E En E. NüUÉS-RMiEGER. G8 DB E 
EH A,B, C: 

ÀA — a E, + GE, + wb, 
B = E. C~ ok + 6E, 
便 得 到 B x 一 -—»E, Ifi 
Á x (B x C) — besl aiy — nEn), 
利用 E 一 C1120B 5 E, — 1/c4 € — Ce.f25B]. EHA 
A x (B x C) 2a, T 2 70)B — (n5)C, 
(5) ICE 
rcÓX x Y)-(X' x Y)-— ce KY, X' x Y 
一 de( Y, X x Y', X) 
—[Yx(XxYy-Xx, 
应 月 练 了 各 9 题 (2) mE 
5 人 一人] 
(c) MERJE 9 题 (o 了 改写 左边 表 这 式 为 
U = [CX - 25Y — (X - YE] - V. 


其 白 
V —[(Y - 30Z — CY - IX) x ICZ - YX 
— iZ XY] 
~ (Y-XXY- ZXZ x X) 
+ [YX ZY x Z) 
+ (E -YME .RK x Y), 
TE 


U = (Xx - Z)CY - D)OY -D[Y. (Zx XY 
— OX «YXZ - Z-Z. OX x Y))— 0. 
L0. EE REERCT 1,01) ERS nri x, DA 
/2 V2 
Fox 2 
E -(- h 


AN a 


M 区 一 《rs 四 2) 基 企 一 点 的 位 置 向 星 ; EU DCUESI RE E 
IE En b EE | 
A — (X- EXE— (+ (x 一 ss0， i (r — 2). 


注意 X— À REET ApH, HASAS AHAAA 
FAHA Ex (X -A WENE Gnokii tpw 
象 ,由 X'— À WEEET A jh EA PERS HG 
(X — A) x (X — A) = e'da4E, 
Ep re |X- A| = |X- A| EX tifipm, $ 
X' = 1å i — AY TT v[E x (X — À)]. 
BERNIER SAARES Ih EPIIT LR EE LH 
FEN, 从 ( — A): A —0 得 1 一 1 M 
(X — Aj- X — ÀA) — cos 
我 们 有 ac osp RE RRP S 题 GO, 
站 二 下 人 区 一 【及 — A)x IX — À) 
一 下 (其 一 点) [E x CX —- À) 
= PrE; 
BEDA z = sno. HT 


XK 一 {二 [x 十 erem 22). 
Ex(X—A)—-EÉx X= E tiy + z =y) 


TAH X =X, HH 
Z (cos +1} 一 本 Y 2 deg y Cop + 1) 
a= 173 ing sos g ya sinap 
1 E 1 
TJ (cos — 1} -y sin p u Ccossp + 1) 
11.3518 523 E 9 (20H. 
RRA x B-D C-A x B}. CD 


* 405 . 


—[(C x D): A]JB — KE x D) - BJA. 
因为 d, B, C BAXA, (AX Bo-C0, MERAT Af 
D 求解 . 
12.;j4 Ej, E; E, 是 新 坐标 系 中 的 单位 坐标 向 量 。 我 们 有 
E, E, = rod, E, X (E, x Ej) = sinBeingE,, 
E; x (E, x Ep = — snd sin E; 
还 有 E (E xE) adn 68 coo HH E c (Ex B= dn8cos4. 
于 是 ,从 练习 第 9ta) BER 
(E, ED 一 sind sia p, E; - E, — sind sind, 

DUE, 


E] 


E, = 2 g,; Eins 
其 中 
(2,) — (E; - E) 
AEPATEGERUBBEE. BORTICHEADBU XT BARI 
aa = enÜ ng. dn = Anh sing, da = oo, 


根据 E x E = sinô sin gE: + aW HHE SEHGRGDRCRER 
[EET 

E - (E, x Ej) — sin ensth = sy. 
于 是 

E, — — sinG sin 9E; + sin cos 9E; + cos8E;, 
运用 这 个 对 于 E. 的 展开 式 并 在 如 下 方程 组 中 对 ua 和 x 求解 
E,. E, 2», |El'— 1， 

便 得 到 

fp 7 —— cosÜsind snø + cas f casqr, 

du o coti sin cosi cos dj sind, 
证 关于 ray ea HAEREA EU GE TTE RO ETC n CERE 

E, * CE, x E = anco p 

来 确定 的 , 它 使 得 在 mt 家 达 式 中 职 正 号 ， 而 在 ag EAEN 
号 , 令 E — E, x E, $T 


* 407 = 


— cos sin dj sind — cas P sinipeasdh alng sin d 


T cos coa d — ensp sin d» 
(aj) - | cosScoseos d cash cossbcos di — sinB cos e |. 
Jd: sin qcos dr 一 sin sind 
sin Ë sin d sjn B cos ifs cos 


注 省 这 个 结 时 对 于 日 一 08] s DE. XXJEdE B0 6 EOS 
确定 的 了 时候, 而 这 分 史 在 中 十 由 一 *oxr' E g plr HE 
E, 

A gtd diia. RAAR AAT FIRE DO 
十 1 ARRAES GERE Eu —T4 Ee 0.9 TRECE 
EEA uxÓSESPSDRSSABUM: 

Ü xU Xr, A p oc zm. 0 modb x, 

13. Å = aE, t a E T-eoBGQE. 是 x 上 的 一 个 非 零 

HE EEATT” 上 的 一 茹 向 最 ;比如 说 具有 a 250. B 
E, = lje CA — a, E: — -+ — z,E. 
Hg (854) T4 El 


u = L [À — eye, 一 =.. — "m E, E, E;.--. E] 
p 


i 


mA 4 [À. E,- d E E E.--:. E] =p, 


BUCZ GER p= 0， ME eaufrsfsxms C8) 中 的 列 癌 量 是 线 

EE BERI] HTH- ATENEA 
LE: E + hE: Et +E e Ep = U 
Ck a= 0,2. * * m. 
TE 
E- (LE + 1E BEI 

PRESE TEE r udE—mBiEZE T EET tAE, MUERT a 
中 的 每 一 个 向 年， 


823 25(p.212) 
1. 设 的 坐标 是 (x: Tn x. ORI SS E RR, tF» L9 3 于 是 


- ADE - 


PO EIE U,RD asm. POSOTDEUREUEORID A EE 
(393) IA IBCSPE ESGOR N Em PO 所 伐 表 的 向量 共有 分 量 


n = Y; — jus 
"CAT SR YE (892), 

5. 设 曲 线 由 商量 MC 表示 , JEIEÉS EHE — ss hnti 
jx. 于 是 相应 的 点 表示 为 X a XQ, X, = XO), X;— Xin), 
EHZ AAP R Et F 

(X, — 30 x (G — X), 
E ai= ha heim hn EB EUIS, GELS 


Lex Aytti gt, 


2 dP" 
TRE ae RHET RT 
(X, 一 其 ) X (X, —Xx) 
I dK SX n. 
Tu ye AR KH), 
在 5 与 专 趋 商 于 0 的 极限 情形 下 , ; 趋向 于 韦 ; 密 霹 正 面 在 
X, = Kin) 
BE E 
[5,997 2. 
de dn 
的 方向 ， 于 是 ,密切 平面 上 的 每 一 点 的 亿 置 商量 Y 满足 


6. 根据 前 一 练习 题 的 结果 ,我 们 必需 证 明 x 7X aug 


- DX vu 
T z ge 这 是 直 控 根据 

AX 24K dr q fX (X uo, £X(3-y 

dr dt dr dé diode dí Ng 47 
7. 设 曲线 由 X( SE. Rb or 基隆 长 。 用 素 乐 定理 展开 X. 


ETTEE 


X5) 7 Xle) + X'(& + YOU), 
EH obe-.— s di Y RSS. 于 是 ,内 为 [Nl = L, RI 
有 
d — l = VR CA! 
= |X n OU — 
€ [E {aH t OP) — 15 
RRE d 一 1 一 OQ 一 e(l). 


B. 根据 上 面 第 5 人 灰 的 解答 ,有 
EKI [uod | 
i | ds [s FI +X (2 ) |- 
福 意 到 - 
LESE 
"RE d 
HIE 
Ju 一 = OX K”, 
ds Ix i 
TE 


p= P UP. VIL —(xX z Koy 
Xj + 
"ET EUPE T] S n r3 I 与 E doi 
é. 
DECRE) X) 3en, Wu 要 的 竹 轩 商量 XO REC 
HER. UY RaoSsm. [Y 一 XU0l Sos dete 


4 yy —Xtaliz,— 0 
dr 


这 也 就 是 
[Y — Xc)] - Ct) — D, 
11. iH er BEES T RONC8) Æ, 其 中 ra aet, 
y= ssr, JYER zCfnrchH ogg Es c DUE JE dz y ES 
xtfüog 6. guAHQEDEX 物 w 分量 满足 


= 4 > 


-= oah, 
TOTTE 

Dra 

一 -一 一 b, 

wl 4 a? 
于 是 

z' = aco. 

上 从 而 


zc rtalo sit, 
XCTOGARHESEBU UE E AREE EA SR B ER, 
iz. 根据 X40 二 人 一 sir 8, cos, dinh), ATA 
[X — J0 CUM 
^C me inB, AcoahA 0), 
鲜 演 给 出 对 于 密 区 平面 上 任何 一 点 ohe 


: ‘N SX 
I 


Mri xag GUT: 
I X X = (ON, N.N, 
Ni = d cosDcoshdÜ + sin sinh, 
M = A snÜcosh fü - cosGslabud9, 
y= l, 
EgmRibEHESEBÍAEUX M/N 而 由 于 X. N={4A+1jd} 
cosh4 B E |N — {At 1o0eosb^ 40, E aE BAE, 
13.(a3. 这 AU EE HSZR E dEVGAUPT X =X), H 
ji 24 T8 21 92 是 ,通过 这 三 个 点 的 平面 是 
CX- X)-I(X, — X3 X CX, — X11] - 0, 


EX 
站] ÓGIKXXJ, 


KEERN. 


- 41] * 


(b) 访 三 个 密切 平面 有 方 径 
(X — XO (Xi x XP) -0 
(Bi o m.ESV E EAESBmMP: 
85 L3, — d 
u b £ 
TER Cr, Ys z) 是 三 个 密切 平面 的 一 个 公共 点 。 Wi] ridai 
是 上 述 方 程 的 三 个 根 , 读 方程 的 系数 是 
hth the i, 
ts t fa F f 一 Éy 
B 


3x 
FH mc. 
(d 


14. A ARRE TRA E E REL RATTAN 
四 个 条 性 在 密切 球 上 ;球面 与 曲线 的 密 绪 反 触 是 3 阶 的 ， 设 闫 Cs) 
RaitnAE SL EHE SERENA, 而 4 是 球 的 重心 ， 赣 求 〔 芝 一 碎 ) 
是 3 阶地 趋 于 的 于 是 ,内 X/-—1 5 X. X-—0, 
(X — A)-X-0, 
(X-A): X +1=0, 
(X—A»- X —0. 
从 这 三 个 方程 的 头 一 个 和 最 后 一 个 得 到 
X — A — iX x 3), 
其 中 a EE — ^ PRA ERO. ER 
Amx AAR, 
Š. [Xx XI 
15. 在 上 是 的 解答 中 令 [X — A] = 1. 
16. BRA STIR 6 题 ,因为 总 是 切 平 的 法 线 , 所 以 一 一 |5| ,其 
Dc l5 £, 5 & X EXERERO, 
£, = ghi t 053, 


* Eo- 


Ë. — ËL F dia 
kE 与 一 总 x5, HP 
Id x E) - (E xE) 
= 一 上 — rE, 
因此 a--—1l/o,€—90,. RBE =de, B da tlir: E 
= Xp GE bA Lo (OX ED: 
EX E) — (E; X 5) = — 
因此 ¿= i'r, 
D. (9) 微分 X =E 一 kin SI 
(ay X = RE, 十 KE, = — WE, + bt, 十 E Eza 
(b) REIA 14 题 鬼 结果 ,得 到 


E, 
*o5 Pu $e 


16. HH I/r 一 FH e [, ATA Ë, = p 3t E, AEA 
个 党 向 量 。 于 是 由 0E Em Ñ -E m m (X - E) 可 以 推 知 
X. E, m= TA. 

13, 3p A 5P EEAÓPASEBUSE.  X-—4À-P, 
国 而 X--—P, XT X 

Z \X| 一 一 a È, 
dr 
Eit EHE M Pio AB 
| .¥ = X-X 
dt (3 E^ VX X X)! 
DET a~m X/ |X]. 


20. GO RELENE hRS X= A — P. 根据 上 照 的 
REG 


EE 


—P = k — -4 《|X1a) -= —(a - P)a + [Xi&; 
f 


KoE fI ESI E. 

(b) 在 下 式 中 引进 a XrxEGAGLE b HAEREA: 

P = anā tob tet +da d- ob t uec. 
21. (3) HHA R Koo Sg. Krdam BiekEm SE 
Y — Ke) + iXi2). 

. OY OY & auus nx 
[R] f: Ba x P» xi Bt EO EPI ESSE IB XE 
BY X 9T = X: x [Xt 十 LY] = 1 X Xe» 


CEPHE. 
(b) 4 Y= fr, y, a), X9 = ll, KRO,T(0). TE, 
x Eri: BLBEmEEODERGG 
r ott) + aao), 
y 一 pir) 十 acr), 
用 
ars Y) = rir) HAREA 
通过 对 * 与 1 ARARIRE E mao tei Wasa XS PETRI 
Y = Xn + iXOQ 
得 到 (4 m i3 
Y,—(0.0,u) = (X 1X), XL 
Hu XxY,urxgdgüblbG gd 
Bu, cu. v m itus B) 
其 中 s vyt FEMKE 
CH n) = d$ — Pi, 
于 是 
"E 
sos g) 
ge pa, M X ox Y, 得 到 


(MS 


p mM 
"I ^ Kag) 
注意 wx Eau, Apk F Ar B t E SE 
Hp 上 d x Ë FA hr) 
UO 7o Kap) de Cap)” 
Hay 77 £3 £, Ep = á -2 teerd, 
di Lap) d Co B)" 
H — tT as E L2 CR»). 
" "d — K(a, 8) de (e, B) 
-= nm 二 B E Car) 
dt , sa) d: (ug) 
由 此 直接 得 出 结果 . 


第 三 WR 
HJ 31a (p.213) 


l4 Y. = Y, CH. s. Banc gd. 然后 用 第 一 
AE 6.3189 c & d, TR eG) 一 了 十 Cifay Y. XT REESE, 
我 们 要 求 (D| Sq Ll ERTAGA HRR L. HRE i 
E3s. At ED UE BE C fei d EGER 0,9, 

C £m e 


TO B) 
HERTSI fiia, b) v D, 
EEE, 我 们 取 C = — Ifike, fs 其 中 XdEDT ES 
HJE 5. Peleas 


fsla, X) —bh(a. F 
leti] = [C3 hla: 02 P| LESE 
XI e 8A ERANA v peur. iE f, REFERAR, RD 
PRR 
Ies m) — hie m] X Aim l 
E bART, TEETAR, 设 6 是 某 什 三 许 小 一 些 的 


+415 + 


Ape EE arar YT 0 35 —" HEBES LGD 
h(e,Y)2r t 270; 
ap sb ICE TES oM. EE III D$ 
Jta, 20, 
无 论 初始 选择 怎样 的 v, HUE Kd 
I», — 5i < saxa ee 
gx ios Elia To e, 这 基因 为 
IY. — 4| &- lY 4l. 


173 3Y.Ib (p.220 


1.60 WDXEDEREZGERS. Btünir Vm Tx Ba 

erg ye e 因此 ,在 (ro 3) 3:50,» A8] SEE x 
EJ S, 

(D 曲面 是 母线 平行 于 向 量 i 一 ji 的 壮 面 ,于 是 直线 

ya I] — r, g-—l 

潍 在 曲面 上 并 且 给 出 所 斋 要 的 解 jy 一 1 — x, 

(e) 团 面 是 未 线 平行 于 d—; 的 柱 面 , OR ye1/2 — x. 

(d) HEH Ys 一 0 不 是 水 平 的 ， 因 此 曲线 0,2) — 0 
TEE n EIE v — o 487, 


5&3] 31e. (p.224) 
L JR REC ETES I RERE 
Fiz, 4)—3 
的 有 形式， 定理 的 条件 是 满嘴 的， 等 刑 是 ,每 个 病 外 PC m= 
PSEA EMER IB Fy( 55, Yo EE EARE EPLE (bj— l, 
Cc), (de, 
ix t7 5 
LO Tz a" 


AE TL 


(b) Wish, y x] e Hb som — nl ic, 
Pas COY TT XY. LE 
隐 式 y - cT T 
Éc) RX ye las Baby iaa, 
MAT y 二 pie; md, 
(用 ret, 1 


+ 
十 —42 " 
TOGE EE D -9 20m 
) {z + aF (rB1IS ^ à 


(b) y" — ^ x. 


(o 和 -到 ~ 
o — [13910 — x2 4 201a 3- 33)4- 8a * — 30]. 
-1? 
3 
4. BRAUGEICBHEEBBIES, (0) 与 (cj 
5. 估 设 在 每 一 个 取 极 值 抱 闹 城 主 ， 所 给 方程 确定 了 省 为 * 的 
— 3 oRXEC.N RARI ELE Fi. yem, BKA 了 一 外 极 
JR y 一 —5. 


E F)mr- xl LOL YE HEX 
JODIE CD ET 
TEGER nS Rx 成 立 。 
#3 S.1d( p.227) 


1,4E Q0,0) 附近 Ka, 320 — Y te, 

2, e Hi 5M ER 11 AARE, 

3. Bla Fax. iO = (3p — 2» 十 1) 十 x RET xus 
王 表 这 式 与 一 个 平方 的 各, 次 有 于 sz 1) 2 0E TU soy BOXE, 


[| 


Pise x, Fx») 兹 对? 严格 增加 的 ,内面 Fery) = 0 
对 于 每 一 个 周 定 的 *， 不 可 能 奇 条 于 一 个 的 解 ， 这 样 的 解 必 定 存 
Yt. H4, HFEA e, P CI OH aty 一 60, y) B[fR 
IESABURERERHIE CERCA BEHE HE MEAR B IE REGE, 
可 见 Gs. v) Hum--U]3cHE du. TREDRS, TRA v BEST BE Ee 
Clr, Y) = ph 因此 ,对 每 一 个 * 和 这 个 了 导 , 我 们 有 

ECs, Y) = Gir, D — ex) —0. 


练习 3.1e (p.229) 


1.4 Flr, Psg) a dfc inry, 经 计算 知 
F,C0, 0, 0) — 1 9 0; 
Br _ yecoerys 一 1 Öz 0 sscosrys —] 
Ör ] —zyeozyYa ty L — xToo&zYzr 
2. Box — b B EE RGE UE IU FOr.r. Y.) — 0. 
rn E gts ES EI AAEE e DEDERE ERE. EA 
TEPE E BEA REISTEEE E: A 


(3) F,—1, 

(b) F, = —6, 

(c) 对 于 

Firy yz) =l +x y cohir d 2) — snbty 4- 2), 
F,-— 1l. 

3. 对 于 


Hx.yf.x)—xcRycBmcayY.di,0,0)—155, 
g—mzrEPIERIAJEGXRTD4;: 一 一 *- 一 了 十 ….， 


£& 2] 3.28. (p.234) 


l, Q) JERE i C 0,0 GE TES HE RETE RATE E. 
(b) (E — x)[e* siny -一 er sinx]d- (s — v e*cossy4- e" cos 


(3 一 tIl coy 十 e eost] — (2 — Fb z^ siny 一 ainz] — 0, 
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w AH e 


tc) BEREA (一 1 ,x/12 + 2e) Wy EHE NR aAA 
(d) (E — sX Ir + coss) + (e — yY — 13) — 05 
CE — x2(2y — 12 — Cn — yr cosx) — D. 
(c) CE — 203) + (a — FA — sin) = 0; 
(8 — «)( 1»! 一 sinby) — (4 — 9)(Gx) — 9, 
(D HEREC «hh y AAE. 对 于 ren 90 
Jkt 一 0 MERE 了 一 vr oY— hr > 0 RE re 
MERE 二 x。 


3,771. 
3. 根据 第 一 疮 fp-46 4.1h B5 RJ ELS, 
ue r? Ir) — rr” 


"um Uy M 
EPR RAAH o AAA. (edes. Mit I gd. 
EA r 和 ”的 表达 式 鲁 得 到 
pos EF r res — Helde + REO FY 
Gb ce 6D)? i 
3 HEX Fa m Fyy 6(r-Yy—4)-—0 rty 应 
Fl 3,8182] 
FLF..— 2F.B.,-- FLE, — —54rpP,, —Ób, 
HAEREA xy — 23. 


5, a= Xl, }= 1, 
pi 


6. [US EK, K, K” JEH FUTTER: 
K — rty dar thy te=D, 
K = y- y h aa t yr Id, 
K” = d y -h a"r M 0, 
因此 , HARDA K 十 4K" — 0 给 定 ， 要 贺 
JRKGEXCE K' 5 K" BST AERE 
aa" 4- bi — 2e -- e) — 0, 
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aa" + Bb" — 20e op eU) m 0, 
Riab, 立 潮 可 担 表 达 天 与 KURARU 正 交 性 的 相应 关系 。 


H3] 3.2b (p.237) 


l. (43. 二 重点 ; 

(2 十 个 分 校 切 干 * 88 

(0. —T PARCO ET ox —9* 射 率 是 9, 对 于 x+ 一 信和 鲜 
率 是 1; 

(4) zh 

(e) RA, 

MES 

t psa A o maERYEDEREULIE— DIEA. CAAT 
X Tex — fW. 

4. Hit MEE HAR (x 一 35》 二 co EB EB eB 5643 a 
E. 

5, 对 方程 F —0XT*bPEFBEJRMEH] P, 一 0 这 个 事实 ， 
恒 得 到 


I Fa 一 FF 
Fi. 十 F,, 


p 一 arctan 


TRE 

(2) m/2; (b)n/2. 

6. 广 意 在 看 二 的 辕 强 是 7 了 二 了 与 ary — 0, 分别 在 两 种 
情况 下 展开 到 二 阶 : 


ya eere, 
Z 


y 二 一 二 x+ 十 loy + db 
b 之 
KxdtGkikGACE AJgEDRR S ea, R yg. 于 是 得 到 
— ag — à bf — ale — Ec) 


PF. 
mui a(a By 


' 420 。 


- "rm Wm..L 


EiS 


|" E3vv.onc GEM 


练习 32e (p.240) 


l, (3) 5x + 7y — 212 --9— 0, 
(b) 20x + 139 + 3s = 36, 
(c) x —y — z t fó — 0, 
(d) x +2z— 2— 0, 
(e) 该 曲面 在 原点 没有 切 平 面 ， 
(f) z 一 0。 
2. 每 个 方程 都 有 这 样 一 个 形式 Firs y” xz) 一 常数 。 GEH 
于 各 个 曲面 的 向 量 (fs; Fy，Fs》 给 出 如 下 ; 
25-3) 


F4 3 Li 
(= -二 D 
Vah ex ydo Ep AY! 二 uj 
(=== LL £t 
Af x) 4- a! Va Wu.) A 
这 些 向 量 的 任何 两 个 的 数 景 积 都 等 于 0， 
3. x(9 + 2) — ay, 
4. ELTE ERE E ED BATARE y= 0.39(4, 0, e) 
是 这 曲面 上 的 点 ;因而 € — 61. TEXORINUDE dj 
ar — cg =], 
SR;EdE (2 — eje — (x — a)a = tacy, 
5. 根据 欧 拉 关系 , 团 平面 的 方程 
(E — xMF. T+(y— Y)F, - (E — 2)F, —0 
能 吉成 如 下 形式 : 
EFi tak, HCE, = xF.QT OF, F, = Fx...) 


à à 
D A LL 


6. z, y j-— . 
£ xy 


g— xy i 
7. (a)0, 
(b) src cos V/A 6 , 


(c) arccos 4/5, 
d) x/2, 
( REEN. 


许可 3.3a (p.245) 

1l.(a) Bl E 4- y — 67, 通过 原点 的 直线 E siny— ncosy— 
Ds 

(b) PARIR 4 m iEn, qm Y? 22r | 

(c2 9 — cosx(1 + 1/57), gm cos C1 + 87) 

(d) Pire 

E —a4 —328361 4 6) c0 x a 3xoG |. 
n= £ — 2EV H- 1! -- i; 

(c) Ee r, um yen 

(D ER E= AE, am H a ly 

(g) WAW 

E! — 2Eqo sin Zx + 5! — cos'?x, 
E! -- Ey cin 2x + Ww — cos2y; 
(B) HEEL £ — 6. (e xn Er). qm em, 
fe ex E Re), 

2. 这 方程 只 客 许 在 “一 ?一 四 RE. THEA RAH, TERM 
RE i PHP SER. 

3. C EF RH B] F t p m8. Eo a - 3 DEBSX 
dud P— £€4—2,8—3y-—6 gm. 

4.2R AE. AE Eg SETEDRJIG EE FE 8] — 1-50 R, 


f$ z] 3.3b (p.249) 
1, rp, RAIHA ERS EB UR JL E let) mr E LEX 
£0, aet BAAGA HP 
a= { drèl; {e — L), d = atanb, 
RITE cod 


«4215 


dz o (0 — Doro. 
y sin 
对 于 4 一 有 
E 017782 
d coc b sinb” 
TE, RITA cos5 二 #11 — e) 的 点 外 ， 曲 反华 标 对 一 团 点 
lt nll. 
1 MER AEREO QUE ARUHE ELE Qa 8). 
TCR AM E — eR" — fA RT ER BOL T uA 
点 车 45” EHE" b= ka E, 


5k 5] 3-3c (5.252) 


1. 用 
E oy H E e x ur 35 ug) 
PESE 


pomme 


5 


Oe, F 
E -+ P 十 如 


" 
ml a —M———M—— a 
PHERI? Pepy 
2. r y a HR ue a, 
V ay 


由 = arcian Eabb b d 
Ts b = ean . 


B8 = amang Y. 
BH m AAETH APOE HIRED £o PRE 
EHEHE, 也 经 运 口 并 与 台 贡 成 名 前 的 一切 直线 产生 的 ; ym 常数 
的 集合 是 通过 ww 辆 并 与 * füpkgpk e maTHDAGETBG4 E: 8 一 常 
TRESE AS «$, e pG y dob AHAA $E Begg 
E, 
hz] 3.3d (p.255) 
— br 1d. 
l. (a) ad — bc, (d) Da y 


村 4235 


(hy ISP (0X 
(e) try (£D 927 4 IL 
2.3; ad 一 Br 一 0， 所 有 点 ;车 ad — be v6 0, EB. 
(b) AAT cm v0 PARAE). 
tt) nt, 
(d) 和 没有、 可 是 ,因为 所 有 点 《zy 十 2xx》 有 同一 的 象 所 也 
BUR SEUERU SEE, 
(e) LEM. 
H RA. 
3. Ca) D = £655 n — 9*- ENE t 
tr 二 一 J 
xg m Yis nO Oo 
Ya re T oc + Y. 
(5) D — AP trh WE P — E 4 s 0 arctang/ë; 


1 B l. 
= y —3 — a/ f cos — A; 
ET Ys ? "i c 2 
1 Jr in Lg: 
PO n 7 3 
= yn = s= cl pi cos 28/2; 
Wn E TUE cos 3 


pas = — ai Ya ar ain 38/2, 
(c) D= 2sin(x — XM cos(x + Y)» x, 71/21 + E 
X, = Ya 1j2 4/1 一 Ww iore cnc Ej TES 
FLLSFLLIESLL d) 
(d) D = cash(x + Y); x; = (Ceoshr2/[D; x,—-—(dinhy)/D; 
pa — (sinhx)/ D; y, — (cosha2/D. 
ze = 一 [eeshzysnhfx +7) 十 sinb'x]/ D^; 


Sin — gy — 0 + 


Sig = = [siph2ysinhíx + Y) — sinh2x]/ D; 


* 424 + 


YQ 一 — [inh rin x + y 十 coshz ]; D: 
Yig 一 [cosy 一 dinh'rsnh(zx + y3])/ Di: 


$m = lsinh2y + sinh2xsinh(e + Y 1/D' 


Fen = [sintfy 一 coshirsinhtr -H yI D. 

C) D= 56 — $95, rm 2x] OS — Y), 
r= — V (28 — 9 Ja = —yi X22 y'a 
3X, c» gSfy( 26 — 3); 


dj. 一 ELS + SPI R -F 


xi, — IPC + PS — yy, 
xao rr dy Mri 一 及 大 
Ya = Or 十 y»3QS-- yy. 
Ya = — rx -p Ay) f De =- P 
yq, — 225 十 3x? — x) (2x! — yy, 
4 (2) Ut m F m e xs ?平面 上 通过 点 es 02 BTE EUER 
fix. Wagn e dE 5.92 ETE ED UABUXSMISPEE. Jd 


gom D uus dn fd 8y ar} mt dy) 
dE dildr  (OE/Ory) + m(0g/0y) 


5! — a! 一 Ima 
得 


fold. 00m 
LI 1 十 thm, 


基 此 :两 个 曲 比 癌 的 洋基 数量 上 企 持 一 更 而 转向 相反 ， 
(b) 证 总 £^ dns! 1/08 e Y). 将 国 
(x 一 a» cb(y—b64)€- 
RRA 
l= 


EE E di 
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1 ag — bv 


Lolo a4 £48 00 LY a jig. pi 
可 十 证 E 十 本 B y! 
或 
(E + a (6? -— a] — B) 4 2aE + 268 l, 

除非 原来 的 回 遂 过 原点 ,这 就 表示 ,1 SEDE EJ — T EIS 此 外 ,如 
F 于 一 下 一 晴 一 0 则 象 是 一 条 直 钱 ， 

(c) 一 区 和 十 yy, 

5. 根 匈 练习 4 Cb) AURE, HAER teb, 为 对 应 角 指 等 的 通常 
的 三 角形 . 

6. 设 mw 和 mw, 是 通过 点 Cas8) obs E ao a EEEN 
得 的 对 应 和 斜率， 根据 

duíde ha máy dy — ms. 

立即 得 出 


7 ERE 
B—*,.,—* 
SH OX rs, ys, 0 Eri x58. Bx WERE B SIJET 
HERE e fue» Ap esr tyr AE, H 二 党 
WH wo KREA., HERE (r, p}— Qw, s) EEE 
ABTA ERE, 


dí w z) 一 人 
d(x.y) 


x F 0 


He Hy 


(b) WERA Firs Y, 1) 表示 定义 8E 23 HJ REI TEXAS, 
WARR n BRM a HEU DARADE 
F(x,y,n)—]1 种 Fiz; Y; hd] 


A TA 


EE. Bam,vTpEXE Mei 
0 一 Fir, F, 53E a, JEDE + Falrs Ye Fr TEN, 
_ NE MN 
(a — n Xa) (5 — aX n) 
HERR RSE Fin) 一 FG Y 65) — 0 HARRA, 
(c) FIXES n An RJ —ÓBTRODEERSAA fr ET n.n 和 
LESE XA hu EU EE AGES PEN 


[Ca — nMa — 16) (pt) 
ai 0.42. 7*4 7.47343 
á dtt, , rn) 
G) rg 


{0) —— PE MEE, QN 
(o —nXh—3n) (a—5nXé-—tu) 

9. (32 设 定 又 上 的 方程 的 去 过 是 Ft 中， FE'E EM 
(—9 < c), HH F(—22]) — 0, Fc — 0) — m: 所以 
TEgk^REEGgBU MED — tAE F1. RAR HT 
E "X [Bl , 

(b) RAES NEC). 
【ce) 参看 练习 第 8 NICE 
Mamrn Kamt) Ca — 4) 
r= ty GGe c 
对 于 了 和 和 z= AEA. 

i6. (4) ERAT 6 MUAA, 

(hb) Hb z= poud, =r dn EHA: 0 idee del 


Wis duis Cmm cas, WIN] + 一 常 的 被 变 次 汉 区 能 财 温 
1 = = i [r+ Ct H 


LL, Fi C244). dr s 


gii a 
ipee i 


VES ECHES ES USE 
H5) 3:3e(p.251) 
L (01, (24s. Cc) 121, 
2. Ca), e), ZECBO S lia, a. 二 6 — 1 AERA Mni dE 
HAA, 
3, EE RICSIb). 
4. Kt XR 
xc PE, ns YT, n) 
EE, RT HO ERR Eid ESGBNMSOGERUR A 
LSICOECOREI CIESP 
5 = n — PE, 0. 


Mif 
d(z,u) den), d(x.9) dio n)]dCn. Y). 
é(E,-) Ke Kë) Enda Y 
HE 
Ox Üz 
Kand -| 全 Saj 9n. 
dEn) 1 | öt 


PES) 3.3E (p.267) 
L Caj {bj TESI RU (c) pan E EAE E. 


8657] 3.3g( p.273) 
LE e—v-—1 情况 下 ， 


XI uc oae) LG — Tue 一 ah 
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-q(-lp- le, w — at 
mel 7 (a 一 w} + z fa 十 ix J. 
2. tH FI. 
WES) 33h (p.275) 


Lima 二 +=|z|; q—)Y. 
2.5 EIE M B051 n DUC. T) m ug — Bor - 3, 


$873 3.31 (p.27?) 
1. (a3)— c" ens f, 


(5) D, 

(c) — E — cons — (coshz JY * "sin hr I, 
coa Y l 

(d) —r' sinf, 

(c) x. 


2 存在 这 样 一 个 区 城 ,在 长 上 5。 ERREA TE 
RE ac. LE] PO, F3 2] = i, 
3k H3 1 b kHH 
Et en o p EY H ET m a( + pF, 

! 1 1 1 

4, 9C, 0 =| 2. zy 2g | 0; £!-— «4—26—0, 

Ox, y.) i 

Iy +a r+ ytor 


5. 《a) BIA Bor 2c Ds 3 CIERRA, t 
我 们 只 需 证 果 性 位 隔 个 方向 之 问 的 夹 角 是 不 变 的 。 设 ， dE Qs 
y;z) 空 倍 中 芍 任 何 一 条 曲线 的 邸 长 ,又 rm p D n X E 
单位 切 向 量 , REINO KMA. BA: 的 方向 映 朱 到 上 
的 性， 
r= irib ui, 
(E p 十 下 
ilH ELT 通辽 + 与 天 dC FRE 
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2t: X)X 
IX|^ ' 
E EHE HS TE X ERI I A aes FRI C Tt de Sic 
To t bi. 
(b) 仿效 第 256 页 练习 第 4 题 (by 的 解答 的 做 法 . 
(6 —1/ y! 4 x), 


T—i1-— 


£&5) 34a (p.287) 


1.(a) di! — sin'edu! + di, 
(b) dé — caoshedu 十 【1 + ?sinh!z)dz^, 
(c) ds! — CLE fuz d- PIS, 
(4) dg oe (^ Z 5) - ^) du 
Ka 一 ni 一 Ne 一 t) | 
(0 (6 — tS — 5) i 
dii, 
+ anc o 一 X —5Xe-nu) 
3. E = G æ cosh (t/a), F — 0, 
3. X, — (cos sn Vya); X, 7 (sin VsscosV,0)5 因此 ， 
X, ^ X, Ù), 
4. df — (1 + a) dst Zuuz,dzdy + (1 + s, Ydy’. 


| ye AE Fa a Eai raf 


Ys 8$ Za X, i#y Fel 


5. EG- 下 :一 


Foi Itc ode. 

6. SIE o. ys x HER P ROS IU , PUABJEDETIRUS ty 
SEP, t pelg x 44. AE S A EEE e = fey), 
其 中 0,0) 一 ft0, 0) — 0, 经 过 上 的 一 个 平面 之 恒 由 方程 


z 一 0y $E, 现在 我 们 引进 一 Vy 十 # is£HxvE Le 
PMES S 的 交 由 陷 式 方程 给 出 如 下 


lr 一 一 -| 
vu 1c Al cae 
Wit, RREA + — 0. 7 一 0 HAEATA E (SERN 


» A30 


nar 

14 
pap Vite 
于 是 ,这 眉 的 胆 率 中 心 的 坐标 是 


7 m 站， y" I ------- E ra- m ------- 


"x . 


4x nnd 


UU). det 
DRE, CETAK jy 十 #*) 一 z= 二 0 E. 
7. 取 在 P 点 苇 切 平面 作 涛 (ns y) 平面 , 则 3 的 方程 可 以 子 为 
zd. })， 而 法 平面 则 由 方程 + 一 ey 丛 定 .在 这 个 平面 上 了 妇 
raf ai boy! 5 r POSEE LET TE 


Lbs 2 7. ], 
i "tmi 1 zz 

FEAE ”> 一 0 处 的 曲率 是 
k 10.9) 


P1 QE 
1T 十 sf. DE Har 
1 ., 
+ ltt 0 14 v 
Eg "E org gem d ps + 移动 ,于 是 有 些 标 


tula ym Pauls reb; 
Vm Ve t 
这 就 是 说 , 它 落 在 如 下 二 被 曲线 上 : 
ij. ixyfry + ph el, 
8. (3) 对 上 曝 强 的 参量 :将 两 个 方程 向 商 , 我 们 得 到 
rrot yy t sg = 0, axx + byy + ocer m Ù, 
ELE E RETRE pA eip ias IATA BeA) ER m, 
d.n. 0) Eiin HERA EE 


(E — ao yilga) m ETDE ift, 


(b) EBREN ORRA Q0 BAR, RUG 
到 
A 

-a GY y emey oe), 
Lo r p x 
axra” cr Puy" + eza” 
S! ale — BY 十 2 一 人 +E elm n 
L T y E 

EHI 是 比 俩 因子 ， 铺 安 1， 我 们 有 


【ge 二 +a) [+ m 2 


— 1 
= Caxz" 4- bpp” + caa") [e 21 十 fa 2) 
T 3 


| (b—ac 
eM ou 
TUER oyaa 代替 x". anc zn, 这 个 基于 zw BS 
EUH BHCHR Mie Sn CLR CES ee ERU 

lx 十 rr Ry + uy". Az doux 
DIRE x". y" 27. CEDTMDBIR SUE. MEME (52: DD RE 
平面 上 ， Hj £r. oy &— 2 IEEE IX EE— o ERES CR 
看 练习 第 6 是 ,第 213 页 )， 

Hpt. w SE FEIER] A e 

S qon (oy) 


9.x HOS EEHE B EASE. MAESE e= 0 se 一 
pi JPE dejdr e defdv = l, dejdt = —1. dejar — 1E = o's 
G = ant, BARRA EDERA bj k 给 定 如 下 : 
= XX, = alcol espt sin & sin d )i 
十 a( cos sin pF gn B eos pij — a sin ak, 
SH IX P= s 十 sim9》 丰 这 两 种 情况 下 都 一 发 ;还 有 


X = Ialt cos din 6 — sin 8 cos dH 


"T 


(t£ 一 si =D, 


c B 


u 432 + 


十 lal F eos Ü cosi — sin sin $) 3 — acosck, 
应 用 第 2.5 节 练 习 第 9 EX CERE, 


2&2] 34b (p.290) 

| 这 了 驶 象 除了 在 s= r 二 0 其 到 处 是 共 形 的 ， 困 为 相 西 - 歼 
THERE drE RGBUH CE HEPERADAET ERE 

u = rcosüd, p = y sing 

PERRE x — r'car20, y 一 sin 28; TE ERATA MI 
TREES ra. 

2. TRA ERA EXE YA d RE EE ER THE a 一 0 名 外 到 
处 都 可 kl， 

AED pci yu. 9 一 xm 十 站 验证 柯 瑟 - 黎 学 方程 


dr ~ 8» 
Ön * Ön 日 Or " bn 
T 5 lar 5 Bn 1 
_ Be 
S. 


4, fa) A C401) FEET 
K,-A,—7 X,c A, rm tru! a! E £0, 
KX X, =t, 
人 在 449) 中 他 EC OU F = GUSSIBDECKH]Ó 
(00 Em EPI SL Fe XR SEES S nR, wR 
ii P d te bii ELSE) $IS|PE y F. E 
BE, R rA IE or + by tered, WAR C40f) 用 
(e — ddla t w) -H lare + Briy — rier 4-2), 
这 在 c d KEDERE ME ecd 所 其 一 个 加 方程 . 
(0 HH 1402), 
2 / 


对 赤道 平面 的 反射 产生 变换 (a. 00 CE, 1. 这 里 


x Y 
$ l4 sfr T 1 — "m 
M (40£) ISE- TC 与 Es 我 们 和 福 到 
Bees T r'o 
二 elt 


这 是 对 半径 为 dg ESL PCI fE. 
(d) 根据 分 是 (a) 的 结 采 ， 


di? 一 ir 


3. Fx C48 DOSE RJ PREE LE. OL ie E 


mss — duidt » duídr 4- ded: dojdr EN 
X [Gluldry 4- (de (dry | [duntdr} + Cod c Y] 


REFR mW (dujdr. de] = (0. 1) 5 (dujdr, dvídri— 
(L. MRH F — 0, PP EZH CELL CT71) S818. E — 6, 
TP EUGOREEC,SE X 
E-—G, F—b, 
NM IC SERE C EOTES RES 3 
E - dn =A C=, 
Wb. 一 dae, XT 


s — log ian 2 Bb od = Zartane*, 


Cdi) + die), 


8 21 3.5 a( p 222) 
1. Gi) — ZHE RE Lo Hai E roD EE Ks oer ed es Seb 
HR, 
(b) 中心 在 + 轴 上 并 与 * AARAA. 
(c) ^de MES e Hug RIOT E sai afir E 
guy cl, 


2, ER 26 1 TUE RUF ELE E RA: 


AM a 


pde 1) 


EZ] 3,5b (p.296) 


Le. 例如 ,可 考虑 一 隶 直 线 或 -- 个 圆周 的 全 部 法 线 ， 
2. 一 个 包 络 , 它 满足 参量 方程 
xc o. Fo cbr T). 
WE Qro ME $ RAJTAS plx) = (907 一 站 并 利用 
e- Anr) 米 得 到 非 郑 县 方程 
y = zó( —x) + elhar. 
据 此 ， 
y = pir) —x'W(—2) 一 M(8C-))4(—x) 
= dx). 
在 ?的 表示 式 中 写 人 “一 (72) y, RAAN KHAR. 


1&7] 35e (p.302) 
MORET ZEE 


y 7 rtana — E x1 + tana, 
" 


H oem tana EA TRASE TF: 


menige : 
LEE E pal: 
y=% 2 EY. 
ag l 


《ty 对 一 个 固定 的 x 有 
dy/de 9 x — egx'l ol, d']dc! = gile c0, 
HJERM E. dy/de 一 0， 我 们 由 此 得 出 绪论 : 对 性 何 一 个 给 

ERJ x, 包 络 虐 的 点 是 所 能 和 到达 的 目标 的 最 高 点 ， 
COUTE 9 BR T EC EBUAR (x. y), — PER Qa 对 于 < 有 
两 个 解 ， 


a 125 = 


2.(a) Mi y — tri 
(b) Hik r= tly; 
1 


(c) WRR xy 一 t 


2 
(d) 直线 p= tar. 
3 HRR ERI S 最 形式 x — plr y= pir fx. 
RRELA d E 
[r — HTF + ly — eG)P — z. 
[r —- &CO à (2 十 D» — 6CO Wr Go) -- 9. 
BETAN (e: p BERADA H 055 m Cet, 6000 FB. ai 28 
PEUT. 
4. XE p ER ERAT HSH c Feo SS EC LEES 1 ETE DRE 
r= rir pe yit), mo zie) 
iE. 而 且 舍 得 在 具有 矢 明 :的 点 处 的 切线 落 在 对 应 于 + 的 两 个 
平面 上 ;这 就 给 出 这 样 丙 个 关系 : 
ax dc by do ea! — 9, dx d ey tir — 0, 
通过 对 上 WOBDALIEEBIEG; E, 
aax Hby t ce, d'r + e'r tfen, 
区 由 关系 
ax + èy + er = dx bey t fz, 

我 们 就 有 有 三 沾 关于 *，yrg 的 齐 次 方程 而 且 系 狐 行 列 式 长 须 是 0. 
5.62 以 # ASR C 的 矢量 方 架 给 由 如 下 方程 组 定义 
Exc. nv =l, ixr ty mld 
在 第 一 个 方程 币 , 采 + BAR, 再 用 到 第 二 个 方程 ,我们 就 得 

到 
Ex 十 TYy 一 省 
这 与 第 一 个 上 方程 站 全 起 来 ; BEI CAREN. T EH 
£c. 
(b) EE — 6) H q(1—0) —2eb£q ad t 269 71. 
(c) a +y Mel, 


6. REUS BUS End 
x sinB + «oos = pl sin + cos — 1). 

7.4 (Ga) xp) 一 1 ERBAA, 
t C) Ry! y — Qoa s EP) 
EunD. WE, UR A mE EE ERTA E ZUR B 
REYRE (H yy — 4s — y). 

B.{a) 若是 被 参量 形式 X= 90) fm, MEER LESS 
Y Wu TIAME: 

(Y—X)-Y—90, Y. X' —(0. 

EX LL Z aX 


(a-i»-ixx morae 


TEROXJGUONSLTEZJIoHNRE E OX —0, BRE ZEEE 
RERE. 

(b) METE PERO DE X Hd DER -= oll + cosg), 
Bet e XSEDUEDRUCESE. D mR T 0 AE bhm A LR. 

9. SURIBDBUS AR (na) - (i87) — 1, WERE 
AE s H RE 


a a3 


LL -LE 
Ba t pY 


= | 


8S) 3.5d (p.345) 
L, RE- (80 n PIE) E eU) 一 1, dE 
abc 5, 
koH. HoH 
xyz = ps5 27, 

2, xk I ER ELEC ACIER EE) SÉ TIT 3 oS RE BR 
u x +y tz], 

3.(a3) V X p 3 Rf xci, 

(b) x9* 4e y? p a um 1, 


a dE? a 


A. STERER LETS IT 27 P8 
rcos? + y sin ? t z 9 t, 
—z Sin! H- rcos = 1. 

3s PT Jj5EÉSSBDL S BERRAR; WURLUXTDEJE SR 
"E V £RET BER XE YE , Ld AH SRSETEE Oc EEMITU 
HB. 

(n) rsin[z «SI — 8| +l =d, 

(b) MRSE mp el rml, 

5- 设 Pin y. 2). EGER E EI AL MESES 
ETPA- RHEE TES ÓRIdEPZIBIBERNSDESN, 这 也 就 
是 说 在 这 个 点 ora v. sa meo s, 有 四 的 的 值 。 因此 ， 只 喜 证 明 ， 
对 于 性 何 一 个 半径 为 1 而 中 心 在 x, 平面 上 的 球面 《也 就 圣 充 于 
elast) = y I—(x—aY) — (5 —RY 这 拌 的 关系 成 卫 ， 

SEERE. AH 5.5.5, XE, TIRER: 
PARTIR ARR A -EE EIER. ARM II TED 
UEL Sp n 8) RIAT REAR 

Qa cb y! sy! o 265 a d EWx y a) 

—3(x! H y! d- s? — 2xy — 2x& — 3ys) — 0, 

TG) PRR D EE T EREET TEF E 
HEA OP 29 LEG E— A e XE a Fo ck sf) i] rp 
*ES f iaa. ' 

(b) ROME (4) 与 第 3.5 dre 3537] (52 的 解答 ， 

3. 这 是 一 禾 平 面 (aj d Cyb) d uc). JAE abe 
K; EMEA Sil) PAIGE TIPEÓOKSSE: 

x 4 aK y iK 


-一 = l; ~> t =Ñ, 
g’ t'a ? P) cab 


xx 85 p SS — 75 SETA HA 
1 
xja =e yf h — sfe 3" 


a 138 5 


处 而 


xyz rd K 
27 


9, c FE —" T SÉ RPSL EJ 3B — 26 10 050 42 TE A las 24,0) 处 的 
BEER T,= (2.1.0), EESHA Uh fA dv ER (E .0, 25) 
处 的 切 税 量 T,= (5.0. 1). DHERA B — as 以 
Ein (—42,0,9). Hi] T, X T;— (1. 一 as —2) 作 汶 平面 的 
ERR, TECINL SPEM TE r— aly t) teami, VU 二 作为 
ZEE IDEAS 4 一 Cy 十 z 作为 包 络 ， 


1& 3] X.Ga( p.310) 
l. (a) 一 sint, 


Eb) Co! + en 9) 4- Saber, 
(c) fur. 


f$ 5) 3.6 b(p.312) 
1. (3) 一 2xydxdy; 
(b) (x! — Ac + yardy; 
(c) (a! 十 BOdxdydz, 
2.[N35 o — ddr + Bey + Cde, 我们 有 
w — Adrdx -+ Bldydy + C'dadz AB (dedy t dydx) 
十 EC(aydz + ázdy) cC A(dsdx + dadz), 
而 在 e 四 的 每 一 项 帮 等 于 霍 。 换 司 话说， 因为 我 们 知道 对 干 性 
WATR ww m — cuo, BID w — — ws 所 以 
w zx i, 
3. MARTE? REESE. 
4. BUE ESRB. FEA 
LC 十 X) + C, H o) le de) — (o, 十 ws 
[PAL A s E, 


» dba. 


S4 [Esa] — [Aids + Buy + Cide) 


xi Ea c + je € 


I4, A 
ora 十 | dray| 
BOB. 


C: C4 [d A 
B, Bu C; €, A, 
mali ci 4 sis 2 + ef B hs 
其 中 drdyds 的 素数 是 对 于 行 沪 工 
L4, B, Ci 
ds Ë; ^ 
Ls B, C, 


按 第 一 行 的 子 式 展 间 式 。 
练习 3.6e(p.3161 


» 
Le 一 rf 十 
(hb) Zéxdj, 
(c) d, 
(d) z(eosy — 13 sina, 
(e) t, 
LA er 一 -了 dx 十 Bady + Crdsti = 1,2), 我 们 有 


ag Bc Bc D 
E = (ÊB o a p Bia BC g, o 989. 
(ane) J ( Br i i Dx «x F 1 Br ) 


(BC 04, DA Bc 

路 一 一 上 A 十 C 一 二 -人 - Boninin € -— I. 
bay O * By ov ^7 ^ 6» 
/ 84, OB, ƏB 

十 B, 十 4, V4 — Ui 4 
‘Bp g T 


- S5 
JH, as) dxayasz 


E 


ay Br oj ^ Bs Ox 
(88, 
Ox 


- (BE = 25... (84. -ac 


84,3, 
- A e | Hedy ds 


让 


OB, 8C; p (0C, | DA ) 
* {4 y ay ww * at Cx fa ) 


TATUM 
T OU 5i ER 1} drdya 

- (do, Jen + to (dum), 
3. mE? 4.25 du, 77 dun — 0. bi dicen) 77 0, 


1 2) 3. 6dt p.326) 


LAE FK) 一 fe. d. 5) — gn vs x TEDE RRD xL 
ERE V NL RECS ERDE GAL RE E CTI 118 


AF = dg = Dax DE dy + dla = TE » dX 
. 8! 


8p af 
3 dpa. 9E. g 48, 
8p ^ " gu ^? T as 


vF 一 人 二 DE ee aM i, 9f 


w) aX, 
ap POS e sing O8 


45 3 7h(p.331) 
1. Ka) Bord 


y 9 D, x — z/3 d lor} 
概 小 点 在 
y 70. YY 中 一 区 1 iow, 

(b) RKE re nft + ers y= eft d ua 3H x 一 3214 十 


28r. y = Sw 4r nmi HPE t= wid 十 inm. y= 3er 2 
F re 3x4 dem. y c9 ctt E oium. 


(0 Wok = 一 0， yel, 
(D AA MEM. 


ETIE 


(e) RAE * 一 6，y 一 0， 
2 HRAdE r=h y tl 极 小 在 xc 90. 

3 ,被 小 在 rel, y=; EXE x — —1. y m 2. 
5. a/20. ef 16, «/10, 

5, YES O0 E SEITE HE RUE 


x-Ó0,p-—l.&g—— 


Es | 一 


6. SR Ade TV um xy[102 — Z(x + 93] H omm y 2 50/3,2 
e100/3 ErEEX&TTEUCN , Vuurm(25/27» X 1038 55 4 ERU, 
?EK—.p p) itr TAE Caps ba cj 一 Ll 
ah ATRE Blir — «Y t i A ime l 4 
DR) 0 
B xf). y = (l/a) e = {a Ee BARE 
8 A RIER RR a 


3& 73 X 76(p.336) 

l. F(x,yo8) = xyz + Alžír + r) +e — 100], 
E F, yz oA. Fr sr 42A. F, =y 
知 航 信 出 现时 有 


F = rya = — Ily = — 2ir= —às. 
Aij s= 2r = 3y, EEH AH E H sR] 
2 == 100/3, z = y= 人 13， 这 与 前 面 一 样 . 


1 1 

ry z= de 

3 x-——y-lf2,5-l, 

4, Ht a T VESTE SOS IE e E EI EARE Qu. 5. WE 
X — (7,1) 并 设 这 直线 由 dz B, C WE SARDRBS E 
S ss xe Hi 

Dr a a Cy bY] + CE Ar— By). 

我 们 就 得 到 


-jie 


lag — Ad = ny — AB = Ù; 


从而 
l= 2C 
A + BU 
TER 
Cua 7 gnlg) 


AAEH- A RtfEEE dX. 

3.1 S Xe dE fix. Y) —— C. S RRA den ec. 
34555 dE (a8) FRA, EE ER AXE fürs y)—C 
TE 5 RANEE ME s 85H — WERA ANT 6S9) — C 
b S BERG. piam, A5 i(..2) 是 + 的 极 大 值 出 在 ”上 
fix, v)— C &0, 也 就 是 5 整个 地 在 5 前 一 边 上 ,于 是 也 就 是 
在 s 的 一 过 上 。 RREH., e y)— C0” 在 上 有 不 变 的 符 
ERACE Qa.) 等 于 0 时 , 它 就 在 该 点 处 有 一 个 极 术 或 一 个 极 


jl z 


E 3.Te( p. 342) 

Bx HOC F 5 d, ZU CREASE Hry) = C 
与 曲面 tiry 9,23 — 0 TRE, 

2. 0t E Um vir.) 一 小 > TETES = 小 mj3s£ td 
HKx.vr.2) Mp RHUBAA. de T REM UE GERE E R di 
线 , 那 末 这 点 就 出现 在 了 的 等 量 茵 与 曲线 福 切 处 ， 


€ 5] LTE (5.3461 
1 .对 下 式 求 极 值 
(z — ay t (y — 53 t (2 — eY t A(D — 4e — By — Cao) 
得 到 索性 
2(r — a) — 14 = 2(y — b) — AE = 202 — C) — AC ~ D; 
以 出 


JIULLER 


20D — at—BB — cc) 


& cc 
BGB 


AUR 
(D 一 a4 —bB—cC 
pua p AD mad BBC) uuu, 


4g x 
Erg S bs sguur: 


1.04 VS X 2, x SY 2. 
3. I ACE IEDCT EAD. na! 十 2bry + # YES ZR ER 
ee! d 2p gy d 

ZOGURGEBNEBETIU, | 
004.8 BUS, 

(2) 14/3 + 2/67/53, 

(b) HAEARN Ki Cp. 325948 1.95.34. yf 
0.54 m. 

5. ARLTRLEEL S SRL 22; CRER Sx PAPAE ERGAB 9 8 te 
EG. Gb EM 

dib eb A=, be31, 

aeli li, 2t, —31/ 14). GECIEBUREAGE ELS 
gb EO E. 

T.A malls, BE C6, VUE T AAA- 
Qaia) — (07 (1D) - M, 


(a) r = ——————M—Á ttt, 


C a E E 


3. RAET re Hajy 3, y — EA 3, amc] 3, 
9 ,顶点 给 定 于 ccm ava! 4 P, p mm PIA a! p Bf, 


r AH a 


10. 2 1. y= 1, ' moo 
11 ,最 长 轴 通过 vrty te QOBXusE. Apine 
FER. y. x) FERRE. Git, 更 们 有 这 翌 三 个 点 二:， 


x »" | 
J dy bet). ves 
分 别 用 r.v.s SEXE EX RRI REE 
1 yx - i, 
SAH. ROTA RE EA ELIT rli. c2 HERE 
Ar EIRETAT E, 
12. (a) REFIT ERA 
alogr + log y + celoga + 4&1 — xt — y* — e^), 


& £ 
iet = o, Api m A, lstm 
Toa 7g! i 
Mif 
1 
à => n-th +e) 
& 
a 
SÉ x tæ 255 
> 
a d- 6c a tót 
+ E 
m'u —--- —y 
a +t tere 
ES ACBGAITI BST 


| a" b*c* 
FLETES 
CE) ib xt ajia k oso). yt ef E v po). gt m 
wilu b m t ws BRA 
abe" 
(a*y Du eee 


13. RA 329 W. Ec AER RAIER. 极 小 点 0 确实 
Fa. 首先 正 前 :0 PERA, PIE APERTA EA. 


acu 


果 这 样 一 个 事实 , ERA O BI 5 TB ARR RUE I, — 710 
3E. APER 34 £528 25 5 Erf fur — 7- Tot EL, EAMAN 
之 和 是 较 小 的 . 
1 RH a. 5 这 一 -对 与 <，& AIER, 324 Rh 55 
之 间 的 来 和 朋 , 中 是 :与 4 之 间 的 夹 衣 ， 问 题 是 要 在 条 件 
lp} -+ E Jab cosg) {ts 


之 下 使 
dlp, p) 一 HO, 十 ed sin) 


ARX. XETMHSEOJOSXA--aiD 5 (ologs) a x aD 等 于 


0 ,我 们 得 到 
| im— I.i 
{dtan p Atand 
A= PIC + ed)sing, 
iX Hi 
cos — + (a! +E — e llab + cd), 
HE p RIP ESI n CES 
得 一 x v Ab + ocd) — (ai 4 83 — e-— ay) 


一 $v Babed — (a? 4 B c dy, 
AE SESWT8g ERE EAA. 
EX [f Em doas rfAYeREJLI ExRERTY), AAE 
f] —3 f AE A Se Pato 4 SE e TAN, 
BES] À.16n.553) 


1. (4). Ropa. 
(b) HWEL EREE # 一 +z 十 ys r—:—vy. R 


"156 = 


(DE FAI: 
Kau, v) = cosu + sine 十 " (a 十 vy, 


条 件 f, f. 0 给 出 


(i)cosr = — sinu = — i Cu 十 n). 


我 们 必须 分 下 列 机 种 可 能 情况 : 

1) dine = — cosu, 在 这 种 情况 下 fe 一 ff 一 cosu BH 
8812 S4 ER 3 

1) sine 一 cosu, TEX EB E, G) 式 给 出 


n 
3 十 一 一 本， 
我 们 可 以 有 e — —a 或 # 二 Bo. 在 前 一 种 情 柄 下， 


fi. — fuufes — cosak l — coss) 


SER A m ERI A te — PE I. EE TBI S AL ror T 


1 
Mx L— m mun (E J- 一 -一 
he =] cor 2 


$4728 8I — ES. CELER ELLEN DE 127-0 外 处 成 立 。 
2, fx) + FD + f — 3I(a) t Tv — a) t Cy 7 2) 
L 


Flat e Gaek 


其 中 p = fe aF piyaa tmay BA AA 
人 性 给 出 
(x —a)-F(y — a) FE (z — a) 
(o v0) EE 4C). rn —a 
lp ERG T)0G-29 
4r x — «Xs — a) Cy — 5X2 — 2] 
-(- pCa) " p'le) + s)" 


2e Ca) Zeka) 
其 外 lim emn. 
3.3 P; = (xj, y) r; 一 PP;， 则 我 们 有 


» 472 


3 4 
df= Dy Pry 加 21 rg ~ ydr + (x — xjdsl, 


BEEE. 

LEARI. PERSE P- nnd n XS pRoESE 
的 ,但 在 点 Ps PnP, CRT REOR AEA RE 

ec Al (n — n FU — 30^. 

UXEJLALEXGR-— PRESE) FAD BARATTE TARE 
KERR f R. 

NON NE 

]P— ir my d nga dom a ar y — I. FIF e 

Vi) 35 5p d TEE 

(1) 1 — prf. src apy, so pet, 

E <， yr 分 其 鞘 这 些 方程 然后 相 加 ,我 们 有 

(23 Ix my + n8 — Ape", 

FRUNTA x, y. 7 HRAS d 0 0 mE Set 

Ap — (75 bom poat )s T. 
将 7 了 第 这 个 表达 式 代入 L227, 忠 给 出 稳定 值 ， 
(5) 参看 妹 习 第 6 题 ， 这 里 我 们 有 
F e App Nxt 7x Ty dp de sh Id; 

当 pl AAT RAR EENE ERR pal e. 

6. 这 证 明光 位 于 在 wn 一 2 情形 《2.3483。 一 个 正定 二 次 型 
Zaari, 在 行列 汇丰 等 于 韦 的 情况 下 ,通过 适当 的 变换 


m; » caya 《一 1,2, 778) 


能 被 葡 化 成 形状 
a 
其 中 灌 钙 一 个 适 兴 的 正常 斤 ， 对 于 应 用 来 将 , 记 住 这 样 一 个 结论 
TERP; 一 个 二 次 型 9 — Domn AE ERTI URRE, 

它 的 如 下 所 示 的 1,2, n ADETA 


T4454 


1 I ! LII 

gu | Dag tA ds | 

-一 = | 
l LI 


| 

En lp (Out! : 
aa nmen ! 

t 

I 

1 


Qu å Hy Um 


Emi 和 
部 应当 是 正 的 ;而 中 是 负 定 的 ,如 采 一 更 是 正定 的 ， 
7 RRF TE RIERA (3) 计算 a7. fup (12 RA 
dr Pryt ra ADRA A 
Ppa = Dres duds, d Daad 十 -二 
Cw — 1,2, ** n), 
如 果 这 式 乘 已 ia.,2 34 H ^ B2 1ELES COUTE IR GE LUE 
dF = DF rad 
HWAT), d'rtnn RHET. 
LAT B — 400i (EAA T RAAS] 
PF = $) dnde (dọ = dxi t te + des = D, 


irkml 


消去 dro RAE EADE, A3 
一 PF = drn tort t dts) ded 


HkzZíe.m-l 


ual 
= * dr; 十 > dxdt 
Eum nn 


EEN. 

9, d = mdy — dz 有 

FF = chlis — sy! + ls — x Mydz + (e — p)ar], 
X =y [e 轩 PF 的 判别 式 是 正 的 ,而 AF EAER. 


9&2] A. 2( p.362) 


l.(c) BREE x — recol, y= ranp, HX 
irap) = rt sin(a + 1)8, 
对 此 有 


Zr 


Wf sd" inet, cong), 

3. 妇 果 不 存在 不 动 贞 ,由 本 民 中 到 处 都 有 ete, 因为 
UE RAEeBVEXSEJ.SE SERE 358 Aep EA, EE cT 
EDER] ERL !8— 5g. APRI B EFSBEXIT C 
Es — dà CRLRE Quen) BRAR AWA. KAA 

ims] 40 一 I, 
HRe RARATAN BIB. 


HRS] A3 (p.363) 


1.(2) FREH, REHE x — ty, 
(b? A 
f, 2r Et 十 ry — 0, 
f = 3y —6y'4- 4y — 0 
HAER 


(0,0), (1. m (2.41 和 (1,1)， 


其 中 只 村 第 一 个 与 最 后 一 个 是 扫 线 上 多 点 。 宪 人 0,00; 于 点 是 一 个 
MLE: 在 和 ,1), je =j = H jomi JER TA, 
长 有 切线 一 5 pyel, 

(c) EPAR REHE y — x. ERSA RH: 准确 
到 二 阶 — xx. 

GD 7E(0, 00 AARE. BRATA. WRES 
31b 5,552138 5 ER F]— k. 
H2] A d( p.355) 

01.2) IR SCUEduEÉftu His. UEHARA 
AMR IUREEdEBAUE R RER, MENERA Gp a —T 
w. infGk RAER EGS ER. MEURT A PEE ELE, 
EA EHALA tA hR WR FE s — 0 XIT HE 
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TCI E 


z^ 4 Yn — a7 

在 ta020 欠 一 个 线 型 天 点 为 如 象 

a= x -yY 
TE(0,0, 6 C PPTP TELE RS A EO. EET EUER ERI AR do 
FERLEPCR— RHG MKHS x — y — D 对 于 前 一 个 曲面 
$E(0,0,4)— F5, SpB x USE MGB GEI ELK SE RO ; MER E 
在 两 个 平面 上 ,如 象 平 百 a- ty 在 (0,0 ,全 对 于 

证 一 人 十 =n 


那样 。 


Ez) À.5(p. 367) 


1. 这 个 流动 是 稳定 的 ,也 就 是 冲 , 在 空间 的 每 一 个 点 奸 注 冲 对 
Ex [ae Ss Rr, 
LE U —(u, pa) 基 这 质点 在 上 时刻: 经 过 点 
X = (xs. y a) 


ETERA a M ERI TES RE e 


dr dt dt Or 
BU 
== - 一 一 。 
U-vU- A, 


HI A6 (p.369) 


E. (a) x = — 2—2cosz, y= — 2sine HE 
Ce +27 +y 4 
L = dm». A- ix, 
(b) £ = — iine, y — — ewa M x^ p ^0 —]1, 


L-i| | sin 2e ds 6| 
T 


7 dn teda = 6, 
ù 
A= — (3/8)r, REHE KT BE S e PRESE inj. 

2 E. 对 于 大 的 e. EIB ELER — SÉ REUS 239800 ,90, (0. 72, 
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Sees "—— AIDE RE E 
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第 四 章 $ ERa 


案 欧 函数 散人 务 和 导数 的 运算 可 以 直 阅 化 为 一 元 画 儿 的 类 似 微 
HAPATI ARARE ENREABXSG BO. 
HAFSA AS EARHART. Alm T cc 
TK f(x, v, 22, RIAR EA de S RIDE ERE r8) ROREM ES zm 
曲面 积分 ， 上 曲线 积分 。 不 过 多 元 函数 积分 的 一 切 问 题 还 是 和 一 泡 
ER TRES EA HEEL AS E RUE, 

JAAA TE SEE SE Bi EXER PII CRUPNAT- ES 2E EE, PR 
而 , 兵 需 改变 一 下 术语 《用 体积 (CER ER, A EHA RE E 
方形 “等 等 ), 所 有 的 论断 对 于 高 纵情 形 岂 衬 适用 ， 

41 下面 上 的 面积 
a- 面积 的 著 当 没 度 的 定义 

在 第 一 卷 里 , 我 们 把 x, y 弟 面 上 的 一 个 区 域 的 面积 用- 一 元 栈 
数 的 条 分 来 表示 。 共 基本 苇 想 ! 客 把 我 们 首先 引 向 积分 禹 念 ) 是 用 
图 有 有 限 个 现形 组 威 的 较 简 单 的 区 怒 来 进 近 所 求 的 区 域 。 为 了 便于 
fs Pa EL di IL — RR HE GIO PESE D RADR MARKAH 
—"EBREEX. ETERRA ARA M E, 
而 应 更 密切 地 与 一 个 区 域 的 面积 的 直 疯 概念 相 适 应 ， 那 就 是 把 区 
域 的 面积 看 成 包 省 在 这 区 城内 的 单位 正方 形 的 个 装 、 同 午 ， 这 个 
HEID A RNE M peih ERAT MARTAREN 
PERS JEK ELIT Fer TR 2 RTT LP IU [BEES (25 AR E 
WERE nR. mw r4. PUDE Wn fRIERENE 
WEE. 3peunrdigodb due LE BxXAgBA 
&1HRBJEERJAELERRL ET TE po Ae DP p, 25 EB EY T ERI dis P8 3 EREMU e i HUC 
Aj. 

xz X IBI UR, BIRAM UO — 1 0R Er 3 BRE CS) 应 
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当 是 和 8 有 关 的 一 个 非 负 闭 , 具 有 下 列 伺 所 ; 

1. 老 3 是 一 个 这 长 为 万 的 正方 形 ; 则 一刀 
EGHETESQN SA. WAR AMEND AG) 
Aia) WS RERE 

A(S) = ACS) F -- AS), 


基于 这 些 简单 要 求 ， 我 们 将 能 对 实 臣 中 届 到 的 大 多 数 的 一 维 
FA SREMA 4(5)， 员 然 不 能 对 平面 上 一 切 相 以 想象 的 从 
合 部 这 样 做 . 

对 于 一 个 有 给 集 S, 为了 得 到 一 个 唯一 确定 的 值 AS), RN 
用 一 种 非常 特定 的 方法 招 平 下 划分 为 正方 形 ;后 年 交 迹 明 , 伺 一 种 
MERIDA ETE OREA OH EAE BRE SEURA, 
全 入 的 下 方形 寓 供 起 盖 平 面 的 最 便 彻 的 方式 ， 旗 之 不 留 空 聊 也 不 
砚台 .我 们 使 用 附 闭 于 我 们 的 坐标 系 的 由 直线 x 一 n, +1,4 
?~ 0, Ele 给 出 的 网 格 。 这 些 直线 抬 全 平 画 划分 为 边 长 为 | 
的 闭 正方 形 ， 我 们 用 -好 (5) 表示 与 9 有 公共 点 的 下 方形 的 个 数 ， 
并 用 As C5) 表示 完全 也 含 企 5 内 的 那些 直方 形 的 个 数 ,然后 再 
把 每 个 正方 形 分 为 四 个 边 长 鸭 = MRA RESH, W AIC) 
为 那些 有 5 中 点 的 子 正方 形 的 个 数 物 四 分 之 一 ,而 记 4c) 为 
那些 完 伯 包 合 丰 5 内 的 子 正方 疹 的 个 数 的 四 分 之 一 。 办 为 经 个 
so dele S EAE TE TE RC eno UA TI S AFE 
X. 所 以 有 ASE ACS), PBA ACS) >AS) DAR 
我 们 进一步 表 拱 每 个 边 长 为 二 的 正方 形 分 为 四 个 边 长 为 | ME 
FE. WESS 有 公共 点 的 下 方形 的 十 六 分 之 一 和 内 此 包含 在 
内 的 正方 形 的 十 天 分 之 一 分 别 用 A) 与 如 (8) SUR. 按 此 
方式 进行 下 去 , EM AHS) S AAS) 和 平 这 划分 为 过 民 为 2 
的 正方 形 的 分 划 聊 系 起 来 (参看 网 41)， 显 然 , GE 44(3) uh 
个 单调 减少 的 有 办 序列 , 它 收 项 到 一 个 二 AS), 同时 Az) 单 


+454. 


py^"^7---- qom rii i ril m 


E 


aucem à m Mia kim HER bum Emi RA 


-e = — m 


K4 I sei l, FIIEREEREE r t sel RHA P ACE. 
这 时 da — 0, di — 1, Ap 2, 4f at di =é, d} =l 


H -a C5), EAS 代 天 内 面积 (inner area), 
ESERE SAHLE ESEN TIRE SHERNI IKE] 
ERE BEICAA A QE. (outer area) AHS) 代表 用 全 同 正方 形 到 

诊所 能 得到 的 肥大 下 办 如果 这 两 个 作 相 寺 ， 我 们 就 说 5 A 
人 我 们 将 用 较为 简单 的 说 六 ge 
AEETIS dS) BAS ERR RELER EMHI "S 
EESHA MAR 47(5) 一 465) ix REG T dn 
H SLE UE Bor doen x PR RON, 

温 ARLS) — 4:08) RREA CT Bip pes 5 s drj 
BOCIEXGRSURDT SARRIESERBIR. BODEN 
&& sPHAN S BIUI 

AT(S) = ALS) A AS), 
其 中 08 ESMA DAS XD FEIELBUS 0, RORI 


* 2535 


AC (5) — A (5) — Em[ 4703) 一 SI] 
一 lim A+(85) — 0, 


取 ，s 是 有 面积 的 内 龙 ,如 果 5 多 过 办 5 而 可 汐 0, SPEY 
西 积 的 (这 个 条 件 也 基 必 要 的 ;参看 第 602 TD, 

为 了 验证 一 个 匣 定 的 集合 有 面积 ,或 是 B3 mmy, 
们 就 应 当 去 证 阴 : 兴 二 充分 大 了 时。 在 第 王 饮 子 务 划 中 与 08 有 公共 
点 的 正方 形 的 总 面 妨 任 意 小 ,实际 上 ;为 了 作 这 个 分 煌 并 不 一 定 恤 
用 边 长 为 T WEDE. METEYY e>0, RIRERIS 
那么 集合 5 就-- 定 有 面 职 ， 于 是 ， 对 任意 s SIMA 

ARS) & AT(SO F c b ARCA. 
EX EE OS 有 公关 点 的 正方 形 至 峭 与 S, cr, Sw 中 的 一 
个 有 公共 点 ， 当 reo, HWAT S 的 面积 之 和 各， 而 它 是 小 
Ts Bb (05) 5; 区 因为 是 一 个 任意 正 数 ， 所 以 
At aS) = 0, 

y TALEH PESAS EREA A, iX 
HERET. HAERE S 的 边界 是 由 有 穷 个 号 绎 成 的 
就 占 了 ， 其 中 每 个 弧 有 -一 个 连 纹 的 非 大 数 表示 y 一 蕊 X 一 
rG), m fma GNET tA SARREREN, HA A 
PRIX [RI E f e SE p ERI — Er re UE RE TE (PTT IERI LC oT k, 
RAST REER FE XETSLAEUUORURE H", 


b. 一 个 没有 面积 的 集合 
在 单位 正方 形 内 藤 GE AE, HMH r y 都 是 0 与 1 之 
间 的 有 理 数 的 所 旨 ， 是 在 我 们 瘟 妆 下 的 一 个 没有 面积 的 或 是 若 当 
不 可 测 的 集合 的 鲍 子 。 从 有 理 数 和 无 得 数 的 乎 密 性 质 , 显 然 可 殉 ， 
对 一 切 2 
LU) freak o ded uE RH EE TTEA 3 HAR aE 的 定名) 并 
HB 3r ER SET PR Een Ap I E Pa. 
*4356 25 


died, 4d, 
所 以 了 的 外 面积 党 1 而 内 面积 党 和。 inis 5 ud 05 由 整个 闭 
单位 正方 形 姐 成 。 其 面积 为 rik— BARON). Anf XQ 
XO XH 337 Sot, Sy. RERS Aarte Al Sas 
Hm 8 PA 
ARE ob AS 21, 

因为 5, dub sme: Bex 6, Ri MEN 
ERk.mRSAVIDUBREDALBIERSIEXEGRÉSOESRAOE RS, um os 我 
HRAPAR o y) 构成 一 全 可 济 集 这 个 事实 《 风 弟 一 
EP, Arts WE HERI E F (x. 0. (x. Yoda 
Cr BeB—S TEREN. HETE m9. H 
Sa AR BRA r 中 心 在 《zey Ya) BEHE. 风 sw iol 
AtS S, m E41 5m EB 


三 十 上 十 三 十 二 于 -一刀 
2 4 8 16 


TR. AEI PASHE PERR RESEAL EFE 
R OAO 的 5 的“ 面积"。 BAER ERETARHAR ANE 
RFSRR EE". TeS RANA e Mets R 30 6 
d, HRAL- ELEIO I HCAHIGANROESE XOXBESEOUIEE C 
SAGRXCHPAHEZHERIEE AIMERCACEER, XETORA MERO: 
35， 其 盘 由 格外 面积 为 0，3 的 内 面积 也 是 0. #5, 对 对 一 个 有 
FX HIR S 来 党, 两 种 外 可 积 的 定义 是 一 歌 的 。 困 为 由 海 浊 - 波 瑞 尔 
REGES DD, SIDIARESUREBAERT—TEAS 
s. ` 


1) Boradlito RAR ta hkm HAREE EA AER EAR 
LER Burn 


Q Bs D. 0 De (2 2) Q9 
(KG DG DG DH pe 
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c. Bis EAN 


ied IBOUBS SEXUS E,. SUTEEESSXIERS S Eby 
AT HXEG ES NERIS USER, RE EARE 
在 人 性、 由 此 , STRE uAE AR IMixEHERDBI VLA EE p s. 
Ain. HAR. KHH ABEE e mi Bs EE f 
aE Y. DIL dEPRHIAOR DA R E RA ie: De MS 
Tif eedgi SR. TE Tia PUB t V EAE 8 XC ef RR RETE 
TUESEER ST XETCOECEOE AT BUT E 68 BE BT 43 ERI, OUT uS 
TERKETA SP WERE EEA R Enh UR 
(UETEARgH. — R RA Ae E LEIE A RR 
的 。 甘 鞋 可 以 是 由 击 穷 多 个 财 曲 线 册 成 的 ， 民 村 能 够 证 明 田 边 甸 
PERA T Ak IE Aun. IAR R E REA EUER LAE PE 
i. 

ATARAR J—MGHEERSEGRJLTCTKRUEIBILTRESGS 
FRATRER, BERRE EZAR TAH 
xxu E RI UR M EARRA REH, RIIA AH 


"ox hh F ad d d 


AARM REAR TERRE: SUT ESATA 
5 EE S HET 8 ARARA, AHA HR 09 (LE 604 m). 
WCTBPBTSCREBGABNESGS.T.BDUH:I —-A48 eB AA 
|TB-—T5EEREURCPUESUXISR, £p mE DIRE GE HH 
ACSU T) = ACS) + HT), 
更 一 般 些 ， ToS RT E $8 jat tty Sy. pRESEGOE 
A. SKRA 
UU SIm 3142. TV 


DARRE: weld BTE WEDaEL-TBSNIUBE I NE ota 
ATARE Ek, 


» 458 E 


根据 不 等 式 
x 


S) 3 aso, 


i= 


a 


z ic 


(Ù s) $49. 


EE 


(1) 的 证 三 是 平凡 的 ， 而 其 由 第 - 一 个 不 等 式 尾 从 下 夯 这 不 事 实 
简单 地 得 到 的 : md 个 与 U 5 有 公共 点 的 正方 形 必 S 其 中 至 


(2 —^ 5 有 公共 此， 看 第 二 沾 不 等 式 则 由 这 祥 的 事实 得 到: 任 
THE ZEE idR t e TRE, 内 ,就 不 能 包 合 在 任何 款 它 的 如 
内 ! 民 为 这 两 个 是 互 不 重 莉 的 ) Dipenendp e EDUIEUA. $ 
uro, HER 


ixi 


IDE Y 453. 


"Fen Peg 


^(U s, «e »ESJO 
r(Y 


由 5, ARERR, B 

AS — AT LS — d 5), 
XASH SEIPRR EEUU EE d. MCA) f oL, E ID t (1), 

Hiep ftiEruE, IRSE X85" ER ER AREE F m LLGUÉ— 

AS IBS. ELS Gd. un, Us ER s xk -— 
TESE 了 (OD) BUIEDE SO" ig eR RR HUE E 

GX xb. Ücys ix) 
lm (x.») HERR.  CEIBCRBOBORE Da, 5] Deant 
为 Arn ATEH $ m 及 村 ,为 fx) 在 第 i 个 子 区 同上 的 时 
小 信和 和 最 大 入， 以 Ar, 20 lS n, CO LAE RERO ELATI, 
JF BL EGGEIEB E TES 内 ,所 以 

3 mx, ALS], 


2s iuh ds 
"T3. 


` - x^ 
ACS) X > M Ax, 
t=] 


对 于 连续 的 了 ,下 和 与 上 和 部 趋 于 了 的 积分 ,于 是 我 们 得 出 基于 3 
的 面积 和 的 经 典 表 达 式 


AC) 一 [ i604. (2) 


" "S5 dl 
LZESssTHHBE.2tHSEARIETPQ 求证: 4C) < 
ACT), 
2? H LDAÉUBWF.EHBT—SIE.KHT-sRT 
PERET S ARRS. 
3,2; 5 Ej T JEU REST RIE 
(a) ASUT) + LCS DU T) E AE UUCT), 
(b) ASUT) t A (SOT) zm ACC) H- (T), 
4. US IT EHEUR T8 3e ET SEE IBCPUTU SE Rr SR UE 
A" (5) + ACT) = ASUT) 
35, (a) ERA 5 XE" peeb XR TU ELS D ETE GE TERI 
^r tfe JRE ES EHR IA TEA D 
(b) WEBB S E Ad EE AUS AHAA. 
6.1& 5 MAARE 3 Sr Id ag. ADAERO 
XE ISHISI OS 


7, 设 与 9 REESE. d (1. 1) HRADE S HERE? 


42 — € WA 
m 作为 体积 的 二 重 积分 

上 一 节 关 于 面积 所 说 的 每 一 性 事 在 三 维 或 高 eli TE 部 可 以 
EOEHOSIE Ede. TEL syr 空间 中 的 一 个 有 界 集 8 的 体 
H ARREA ARARA ri MERA S fi 


+ tål + 


TJR BUT SLOS B PIPTR as if OR IR. AEE , 9D 
ARS SRA MEE. XP XATUE. HAREHA S ME 
[EHEERU, AARE EY mA LA-A ERE CR 
示 s= jr, 四， 成 了 一 以 rz) Ex À(xQ.y), AA R E 
就 是 有 体积 的 集合 . 

为 把 体积 分 析 地 涝 过 出 米 拘 这 种 企图 直接 导致 儿 重 积分 的 猎 
念 , 它 有 着 太 量 的 应 用 ， 

设 中 是 *, y 平面 的 -- 个 车 当 训 测 的 洒 有 界 尝 , 它 是 正 导 国 
XE r fir, y) 的 定 多 域 。 我 们 着 刻 求 出 在 曲面 = 一 (x. y) 下 
A BS ACER, RE S Rt 

(x, YJE R, Ü& z& f(x, y) 
的 点 (x, y, v) 的 集 台 3 的 体积 VCSS, 29) de R A XIDAUEOR SE 
AARE uM Roe, Ky iom RD M. dk f R, 上 的 最 
ABARA PADA R, DRE, DL m, Dy TURA AN DD 
m,AQRO, AH ARO 是 OR, 的 面积 (图 G2) BAE A 
TA. RMEL R, 为 底 ; 以 M , HARHA AR MAR; 
LATES, BUTS ID 


XDmAUD S Y(S) & PMALR), (32) 


在 这 不 等 式 中 由 现 的 和 区， 我 们 分 别称 之 为 下 和 了 或 上 和。 
HEREDIA E, AREA h HAEA P, 09 
JRAARBXRT 0. ERAR f(r, 加 ERR R Ei- RESM, 
HURAE M. m IPRS XII RARA HEUS T €m 
TF. BUS 、 
S M ALR) — $ om AIRG) 


4-1 i=; 


— Y (M; — m)A(G,) 


ef Eos)". ERAR E, IRBARRMEEUDE,. HARG na GT i. 
1) —bt Hg SET ERRA hE ANERE E. 


+ 151 » 


€ [Maxt M, — m] 3 ACRI 
+ kr- 1 
—[Max(M, — m] 4i E), 


序 忆 上 和 与 下 和 的 差 也 赵 于 和 雪 -. h (33) (GB. 5 ERW R 
HARAN. ESTARA IR EOS m$. RE 
和 式 中 用 m, 与 M; ZERERA, Mind SOSA R, 上 一 点 
Gi. 9, 的 值 Cn. y,» ÆRE ms il Mo PAZE GI T ER 
PR. RERE FG) 称 为 在 撕 和 令 民 上 的 二 禹 积分。 并 
记 作 


VCI) = ILS y)dR, (3b) 


b. £urtt— B er ES 
ML fa E58 E SS BUD ARE R LE 57A 


- Tog ^ 


fir EbR ES, WFRP MAE. HENAN 
duae RR; 它 的 面积 汶 ALR) m AR, 3-A RR 上 {包括 
地界 } 处 处 连 强 的 区 数 ray) AEM, ERDEN THERA 
BHA SaN TÆ RB. Rs Rr, HAHAE 六 RR ARN, 
在 B, E, EXE Ra t5, 3,). EK EBD A= Eoy) HET 
X 


N x 
Ye 一 DfAR = D ARG 


REFE ETAM: 

MEAN ERE uM ExESKG-C3 4E ATE, M Fa t 
T—RIR F, xd epR ESSE R AIDER EA, 也 与 在 
RPA (Em) MAREX. Xe TIOIXGRIR V. EROS BERE In, Y) 
ép R ERJCI E HR HTE 

CLA 


Web. XUERGKRURIDSHREAMUICP E 内 部 的 子 区 域 上 表 。 NI 
dp RORE DR RIO DUR EX. HARRA- 
ge. 


D ANTE d AEA ERa TrA dr DX N-TUN 的 
5r xf tE zB CIR PEE PE (x. n) EEFE REA DES ow) 
BribBizgqeuit wes w»gBaÉmaun-—-sxE9)rlXw |. B 
Hiat EAR Kippi 我 19120 7S REC 

1 æ Es q as 


ETH [tuul =bn, MEE mL, GOLA REGRIEREEYISD AE Bn 一 各 
HETH, AtA 


N N 
D kár + uBR, 
L I 


ZRUJEBXMBSG.— EAR MERAN AA PAR ZER £005 
HE ie, yi = z, pyi Y} 可 其 取 fh 之 Pas Hu 5s5Sgm4rPrs3j 
E XE EYMAXdH. —EeegGREI TIAE TEES — AR, 

2) A$ FE [RR duin e OR. MAWE ON 3EXHSEMLEURINIEEG KE 
EdgipiEdGuEEEB aX. 由 此 得 基 排 论 . 


aa 一- . 


* 


ATES ARTA D CE XEUEXEEE HAA A IB ek 
TERM- SEES EUR rauERA AA. CIS SACER SEED S h 
《第 609 Bj). 

3U cg 9 1T 1t C TERRENAE ESRB BOUE m. TRIES 
FUEREROSSEM rrah, eyd, FEAR E ieu 
ChE x KAS FAE Y iTe AAR RKA 

h ma 56—25 PET d— eE 


人 区划 的 点 记 作 n a, qo Xatt, 0,9 5 UIR yc, Yis 
Yetta 9. md, EJA ELA HS y pi ox AAEE. TE 
N= nm。 手 区 式 挟 面积 为 AUR) = AR, = ik = AxA3 MA 
ARE, Eh h Ar, km Ax. EIERE R FERRA 
y) ERE XI RJ AE 

22 Kio )AvAs, 


WAA HHE” 5r wR, xqGumicBX gr TEER E 
的 积分 ， 

REPETAR TIRE S e AE, PAA v ia 
BEnSXEBETEBUSERE x — t oh, yer t ak, 其 中 > 
Hi 025 (a D ARR. 而 4# 取 从 4 到 km —1) E 
H. 通 忆 用 下 标 上 和 vv ADR x JE gE, RAE T HE 
AA S AE AA" 


n-i *vT— 


Di D KGum)ArAy, (ic) 


RER PREA AKARA E TEE R; GHA 
EHER. Jib ERY ai Linha 
x= vyk (r= 0, 11, tiy- 


y= uk Cp m, £l; +27,- -) 


i) mb SC SET JUUCC AIE A Som) BOTE RCGK 
乎 的 剧 些 直线 上 ， 


+ 


TaERHUERJEBU, h E k ETERS. GNUZEJRÉDINCOÓEGEDI 
育 那些 整个 便于 让 中 的 分 划 后 的 是 形 。 这 些 短 形 记 作 R. a. 
ENE- REAR ARR AM, TREE ZA REH 
BESRA Ro EIT- AE Eh A A 85 — 
Ma EAR AMA REAA. AAE 463 AERE, AY Ff 
ERIR LD39$84 SAATANA EE EHR, RARER 
rM 

男 一 种 经 常用 到 的 分 划 类 型 是 用 巾 坐 标 网 作 分 划 CRE 5:3). 
把 整个 2m füdpIO mdi AG 2m/n &, IBIEERSB BD OE £o 
Ar, 通过 原点 秆 直线 8 cb(p e 0, 1, 2, (0 — 19) HHE 
EB rum ek 1.2, 整个 在 及 内 部 的 那些 小 区 域 ， 
记 作 Ra MEDIERE AR, TARIE EN Kux.») 在 区 
束 六 上 的 积分 看 成 是 和 

XE DAR; 


图 4.3 FH se SPESE YI 


的 概 限 ,其 中 (51 n) E R, AEEA. SuctfomIrRINS- 
JTA Koe 而 向 慨 限 的 过 渡 在 于 让 5k AHATE. 
报 据 初等 几何 学 ,面积 AR, 由 等 式 


AR, 一 > (ri 一 ri) A (29 + 1) 


S.A EESROE £, 位 于 由 半径 为 e£ MS (ck 10k AAA 


465. 


内 . 


| 


em f, y) 一 1。 Æ., TORRETA 
HUOPAA., HARKEST R M Jg, on 
Kry =l 在 这 区 域 上 的 积 俘 也 就 等 于 这 区 域 航 面积 。 椒 中 所 
料 , 国 为 这 个 积分 正 是 以 区 域 R 为 底 高 度 为 1 的 柱 休 的 体积 ， 

HAPT, FBEAR f(x, y)-— x 在 正方 形 Dx 之 |， 
eral 上 的 积分 ， 把 积分 看 成 是 体积 的 直观 解释 硼 阴 ， 我 们 


的 积分 信 必 是 =, 我 们 可 以 用 春分 的 分 析 定 广 来 验证 这 点 把 


这 正方 水分 划 成 辽 长 为 à 二 的 正方 形 。 并 对 每 个 小 正方 形 取 
点 G;, n) 为 其 在 下 角 ， 于 是 在 其 左边 誉 适 为 vh 的 级 列 中 的 每 
个 正方 形 对 总 和 的 贡献 最? 如。 这 个 表达 式 出 现 5 w. RE. AERA 
正方 形 的 黄 献 是 nri me vk, HA, Ah r e p Al mca 一 1 ER, 
得 到 


村 
2 2' 


正如 所 和 料 , 妆 天 一 0 时 ， 这 个 式 子 的 极限 是 于。 


HAREJ, ATRA A H EAA EIT T EPRA AE , 例 
A asira h,e y d, TETEE RH RR R xy ED: 
或 者 ,更 一 般 臣 ,我 们 能 各 出 作为 * Aer 9 ip EDO 
小 得 到 的 区 如 fx. v) plek) BIETER SX Kx,y) 的 积 
4, PE Go A-E. feRCTCT SIE BIR EORR 29 
EFEMERA. Y RS 


M SS S divi) 
GER. CDXÍDUDHAPUIURDAVESEGRR 
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SC hoà) F kolak), 
以 警 焉 积分 的 定 炎 看 出 ， 当 4—0XE4—oid, XOSERTONG 
TR LESE, e H BE B e dame. TGEGHEOB E 
Wj: 车 f(x. 0 可 以 表 成 两 个 熙 数 g(x) E di) DER, IE 
EEE acm rem b.ceyed 上 的 积分 就 可 以 分 解 成 两 个 积分 
HER: 


il (xs y)dxdy == | da) : lotpay, 


这 个 法 则 与 求 和 法 则 ( 寡 看 (4b)。 第 469 70 A ile t 
其 边 平行 于 坐标 轴 的 乱 形 上 任意 多 项 式 的 积分 . 

BUS NE, BUE IE M MUR RE UREA 
划 更 汐 便 利 的 情形 . 设 忌 基 出 te Yee 工 给 出 的 ;中心 在 原点 的 
gr X 

fx, 0) m1 —2£—y, 

! YER 上 的 积分 无 非 是 一 个 半径 为 1 EREA. 

SATIRE LR, EA ruek Tj ran GeFDR 
为 半 答 的 回 以 及 直线 8 = vk 与 6 Ot 1) ZEB ICI 
出 的 页 献 是 : 

i | | - (E5748 ons mm TT nb 
ip b = afa, 我 们 把 在 以 ps m (ren 0/2 为 半径 的 一 个 
中 间 贺 上 的 地 数 偿 取 失 在 于 区 减 R LARE, VERLA 
SSH TORIS REID XDDO 4. am Ih ABEK 
Bs BEA EA AU RCM 

2a Ml pl pk, 

rim | 


S, 2x vl pi p 


AJAR PR EI E DU. 


+ 487 ^ 


Sure eue. ddl gis 
wb Vi Vr - 
所 以 得 到 
[vry — æ — y’ R=”, 


n 


这 与 球体 积 的 已 如 公 起 是 一 至 的 ， 


d. 记号 .推广 .基本 法 则 


区 城 丸 的 现形 分 划 使 人 联想 从 莱 布 尼 兹 时 代 妃 就 使 用 了 的 二 
重 积 分 符号 ， 从 矩形 上 的 和 式 的 记号 


n—i me - 


2; 2 f£, n) A 


BRINS., LUBGERISA ARIE, FE ERRARE AS 
双重 和 号 ,并 用 符号 ddp VOERRQURUR AxAy, jb, BUD 
BESE 

fi jx, )dzdy 


R 


的 形式 ;而 不 用 
fi fix, AR 


的 形式 ， 这 里 符号 GR EREN AR, dExXÜPER. WIR2R dedy 
AERAR e— 90 M omo co 8] [3B am 项 和 的 极限 过 程 ， 
A ATAR NAR RB, 在 二 重税 分 中 , $45 de iR 
前 记号 是 不 重要 的 ， 我 们 认为 
人 Ke aaa 和 {| IE, ad5an 


是 同样 的 东西 
在 引进 积分 概念 时 , 我 们 知道 一 个 正 函 数 Ka, y) 的 积分 民 


* 68 - 


Xd s Gs.) 下 方 的 体积 .然而 在 积分 的 分 析 定义 中 , 函 儿 
Kx, y) 完全 没有 必要 必须 处 处 是 正 的 ; 它 可 已 是 负 的 。 REEN 
面 与 区 域 相 交 衣 情形 , 它 政 变 符 号 。 于 是 ， 在 一 艇 情况 下 , 积分 表 
示 囊 确定 符号 的 体积 , 对 于 在 v, y SEE Eug s mita d Dit — 
部 分 来 悦 它 的 符号 是 正 的 如 果 歼 个 曲 南 由 好 几 个 这 样 的 部 分 绝 
成 ,那么 基 积 分 就 末 示 对 应 的 体积 过 后 它们 特定 的 符号 的 总 和 . 转 
别 她 ,尽管 积分 号 下 的 函数 可 以 处 处 在 为 零 , 但 它 的 二 重 积分 却 仍 
THAF. 
A BERA—EB.XCPILGESUS AA T UE ALTUS ENE 
ViRGE Ep REIS HE RU MIROR. de 是 一 个 常数 , 则 
|| efie nan = e i|, par, (42) 


FR TEREE); 
j [fx + CHO = j Ia, y)dR 
+ || eG dn, (4b) 


JS. ERER ANTES R 5 RUIBE URB TRAE 
'H XILSP B Sr RES kA, UI 


| Kx, yMR 一 ID paR 十 i f(z,y)dR: Gey 


R Rr RI 


“积分 估计 与 中 慎 定 理 


和 和 普通 积分 一 样 ， 二 重 积分 有 几 个 非常 套用 的 估计 。 因 为 证 
明 实 际 上 分 第 一 卷 里 的 一 样 ,万 以 我 们 具 把 这 些 事 实 询 出 采 ， 
着 在 中 中 Hrs y) 20, I 
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IL fx, y) R zm 0, (54) 


LEEA Hx. y) m, Kl 


[iG YR « 0, (5h) 
由 此 导 世 下 列 半 论 : 车 在 中 处处 有 不 等 式 
fx. y) 2 plr, ps (5e) 
Ri 
[T ices aR > || str, yan. (5d) 
BUG HER THE REA ZAR 
|| fs ars [| Lits, tan (Se) 
以 及 
[i Dar > = fI ite, jar, GE) 
还 可 以 招 这 两 个 不 等 式 合成 一 个 簿 单 公式 
MEO i< jÍ IKa, PIR, Gg) 


MERER Re, 上 ER PARA RR m. REB M, 
pA 


K 


其 中 AR EZR IHN, PIERSGLSD LE 
| JG, y)4R = waR (7a) 


E 


EDEA RA fpei M ehh ARRE ^ gAn 


1» Wi e A a A l E E EmEARo.n Fes Y 3 AER M A P 
Ru Kayl dank LEE—AIERS, 
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RÁAYE GIAO US HS RRA c CERE 
ix HRGIEDNCAD PR. XP pu, 2 1k bf cEYXRRE S 
FAN 


[V ots, ya, y = nf pCx, aR, (76) 
RAe ARIF Psi SS)BIEIHE TC TXE USE 
-E T. 

Mad- EUEN Aie RU RUCEEDSTIGESUS EIE. 18 
HHEH MATAA Kx, ] X er, dESE TIAGER Sài 
等 式 | 

HEF y)-— eir, 7M DR, 


藉 中 上 是 一 个 国定 的 正 数 ， 若 ARRERA ADS [| 1G 


由 


aR 5 || eis, na ESSE eA&R， 即 小 于 一 个 随 5 Ma 
"E 

PHIHEERG RARE, "UTE JI 1 E35 SUD BR e SR o 所， 
IRE, R^ 与 RU QE ARE AU Er i MV Fes xcix 
fles y) ERIGI DOR IE p ERABE Ges v) EM, 
ub M Rat IUsR, naue |] Go aR L| Fs DR 之 


Xi Me, Afir s tar eRiF ME 9b 
IJ S (30) 让 二 推出 。 

Bec TARAR LRD: RIALA RE — i TD 
ERRIAN poji TEMAS AARE AETA 
daR IRMOA A ho PARR R, REAR E 2 fa 
É, Mz RiBeHgEGH RE DES. Trax AE e aA 
SORIC Bg E ERA Ie x AAA y MRITA A, AE EE AA E 
UG SUPE a air e ACE, 


. 421^ 


45 三维 及 高 维 区 域 上 的 积分 


对 于 *, y PARE E Ay rA Sm) — Ter BE RT EE SE E 
RETRASE RET HE SR RKA EE, DE LE 
HEEK REARS. RAJE R 4r k[2S — 881 R 39 REIS 
EREEREER Re Ro, Ra CHünIH Ass 8T 
XESURÉSECRORIUHRTEIEDRED. WP f, yr) 是 在 闭 区 域 RR 上 
HERRAR, KE f.m. CO 表示 区 域 Ri 上 任意 一 后 ， 再 次 
fem 


N 
21s PY AR,, 


其 中 AR, ARER R 的 体积 。 这 个 和 是 对 一 切 区 起 R A, 或 
省 只 对 尺 的 卉 些 与 边界 不 连接 的 区 域 订 和， 如 果 这 样 改 更 方便 的 
话 .现在 : 妇 果 证 子 区域 的 个 数 无 限 增 长 ， 使 它们 的 最 太 直 径 趋 于 
尝 。 我 们 又 求 得 一 个 被 中 , 它 与 分 划 的 特定 方式 无 美 ， 也 关 IP 筒 点 
的 选取 无 关 ， 这 个 报 限 拒 们 称 之 为 fs y. 3) ERR REH 
分 * 片 记 和 丰 


M jlx, y, #)dR. Uc) 
特别 地 ， 如 果 把 区 域 分 划 成 过 长 为 Az. Ay, Ar 的 长 方 水 区 域 ， 
内 部 区 域 R E BLADE Araras, MS 468 页 一 样 ,我 们 周记 伟 


| f(x, v, gaxd yd 


吉明 极限 的 过 滚 方式， 际 了 志 竺 上 必要 的 变化 而 外 ， 对 二 童 积分 
所 到 过 的 所 有 事 卖 在 三 重 积分 中 仍然 保持 成 也 。 

对 于 高 于 三 维 的 区 域 。 一 且 我 们 适当 地 定义 了 这 和 神 区 域 的 体 
积 概念 ， 重 积分 就 可 以 完 完 余 金 同样 地 定 多 了 ， 如 津 我 们 限制 十 
TO E TE: 


gw, € x, Sa, b de, Qi -1,2,-: 5,8) 


Arr 


3-5 URDU RR Ae he 积分 定义 就 没 千 去 新 未 疝 了 ; 用 
j s- 1 fx 33.77, Ta) xidxy sida 


Eie ADRESSES. DOTEM ECRE —HMrioo tI, 
PAE ETEM st E25 HIIS EIS qb o PT. 
4 ji, RZS VT ved Len Eun, 


44 空间 微分 .质量 与 密度 


HEARN, RSUBREECTEIBDOO EO. KERE 
XCDHGpPSEASECNUEMCKEUR. XCT xb UC WEbÉRA) Ge 
DOARREN CRRUESUL JUGE BEER BS AGERT , 

AGBDDERB bdSIJ6HLILGOGE AR RÉEL DEL RED 

(j ies 028. x (fi rss rs s. 


BA HERE. Har REEL. YO HL (x ms cn. UH 
HERRAR, RH ABSURZULEUS.gEXXUCOWdEID EB SURE 
Rj—^ rng, ROJO P BOUES SES DOR EOgELA E SEG M a 
[fgg — E abis P AZS 8 HERETER, IBAE AE 
dri 2. MR | HRA hH GTT? AnA E. TEE 
UE liti oL Tr IARA: 
im i j x, MB 一 dass vv) 

[4 R. 


im li f(x, y 2)aB = xy Ya ta). (8) 


eese TARDA ORO RURATUDNUDIE, RINH DR 

UA RUREE Aa A AAA RIONEEZEREET 
MORUBSCSRABRUEGA, SOIPS—T- ET R ELO TEZE 
ESI GARE. EAR EDITAE S ERU 
B. TE GE APER RENE. HUS PUSISTA 
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AER B ELILTEROS AB.OTIUDUBGECABAGEGXADAASA DR E. R 
HRES TRR FARE. AU S BERETE, DUAL 
EG 8 Sg RRR RIFE -AR RIRA (E P 点 
HCE. RE TERRE E EREN SEAR AEREE, 
FILERE ax. 9.2) 并 设 其 连续 RART BERAE 
TEST DE R ERR 

| [| alr, y, z)dV 


ARRERA GRO ESCHHDCS, Uo. MUCRA 
PERIE R ERO K PERKU E. 

从 物理 学 观 虑 看 ,这 样 开 术 --- 个 物体 的 质量 当然 是 理想 化 的 . 
然而 这 种 理想 化 秃 是 何 理 的 ， 邯 它 在 足够 东 殉 的 范围 内 有 逼近 真实 
情况 ,而 这 是 物理 学 的 慨 定 之 一 . 

ILE cu IRL, PETE A 不 是 处 处 为 正 的 情形 ,让 就 淮 上 还 是 
有 其 电 要 性 的 ， 负 密度 和 人 负 质 量 也 自 物理 解释 ， 例 如 电 究 电车 的 
分 布 就 是 这 样 ， 

4.5 化 重 积分 为 果 次 单 积分 

每 个 重 积分 可 以 化 到 单 积分 去 ， 这 件 事 对 重 积分 的 计算 有 大 
术 的 重要 性 ， 亿 使 我 们 能 够 所 以前 发 展 的 求 术 写 和 分 的 所 及 法 
XU BEBU, 


a. 在 矩形 上 上 的 积分 


首先 取 x, y SP iii ILES RAHE a soe b nx TE, 
HERR LIB-—MYESOEERE Ar, y), TEREM 


12 RATE RER T hE p A Ero A Hehe E EG AT eE zs Rl 
Wat. AFETE A TA i iE EmA a i s e 
ABRE a" uc wi ECREB E INAR, W ER 
RR. THER Dore De Sa AE S TRES B h EHE T. RE HLA 中 4E 
RREH E hni R GR EMARE, 


em 


ADRAUER bo. y] ECER Rpa y EGET A 

T TE 与 RNR (x, p) RIRS 
ety) -| f(x, yx 
是 参数 vr 的 函数 EUN cUpe -a RARRS -MELER M 
符号 写成 
TEC y)aR = | eiyddy, piy) ~ [ics y)dx, 
zer Bd uE X 
|| Gs IR = i dy | Kx, y)de, (91) 


A TERA AAR ESERSE e) Hi 


上 o, ÜB—u 
- 此 和 一 -— p 
rH fri 


h 一 - 


dit 


fics, wan = im 31 F fa + ak, ot vt 


uaj Ma] 


TERRE RFE S 寺村 事 千 规 十 的 任意 小 欧 正 数 6。 仅 当 
gom £35 EYX"P-—TÓXIEENCT s DARN, £p xsRohis4R4 
ALERT e, SAFER” 

全。 一 > A HP a. oc rk)h, 


5E RISE XX 0 ES gk; 
EMEN: 


的 形式 。 今 荐 选取 生意 区 定 的 8, HR 为 大 于 NN 的 -~ 沾 固 定数 . 
拒 们 知道 ,不 论 教 二 次 栏 ,只 要 它 大 于 N, 总 让 


I? FARAR RERE FURUT SE m snum Xue Fe ck 
Wri mem, Rb sx DQESGUE RRR, 
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DE x o| «s, 
"PTS 
BRAD Ms YEAR IRR Orb da d, 趋 于 积分 

| Kes at vkjda = He o£), 

所 以 便 得 到 
[res nen -E e eva |a, 
quei. DOPTOBROHCPIUEBCE RENNE” 


EGL ES» BTG BrE) WARA EXA 
ER 


| fx, yis = d) 
Iae T 页 }, 得 到 
im L1 ot + ok} = bygs 
LX d u= j -可 


这 时 
NOD ECOL [< 


Tx 28 63525 2E NECI ERA E cR 


j Kx, dR = | dy j f(x, y)dx, 


SES IDT SEREUAEXR, 


因为 z Rv BC RES TLEAN, TERE WE 


Jj Gs PAR = | ds | Kz, d. (9b) 


» Hh 


TES ~ 


b， 积 分 交 挠 次 序 ， 积 分 号 下 求知 分 
Bi 0a) (b) 给 出 关系 了 
(ey p fa, es = [n fos Pay, e) 
《在 第 82 TR E ELÉE FRE AEA RA AH: 
gi. "c a 4 o A y h € à a -* b 
BuatiAik HGEXEHYFPA MA. alt SAGE RDRELX. 
地 计算 那些 不 具 求 答 苇 不 定 积分 的 单 重 定 积分 
FA BLT CR A I DET ECT 30.75 ERAT 
】 = | 一 二 一 di, 
Sjaz0,blc0 B EGGS. GT.LBITEm$sSOBmME 
F 
- ^ 
1 一 上 da | ed y, 
这 是 一 个 广 立 黑 这 积分 ,我 们 下 能 马上 应 用 积分 交换 次 序 定 理 , 然 
[p 1-35 


T h 
i = dim | dx [ egy, 
I-- J3) d 
HEDRE A 
b -t C 
I= lim {lo 4y-deg * bm| Yay (10) 
Tm ge y a rem ja y 


en HEEKEREATBUDTSE Nk 


Tm. X. 4, PX 
本 = | LP P ing E (112) 
G x r1 


Apani Ri TBEUESR T $0— tE RE Hl 
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E n0 E> RBIXEDEBEI. KERJ 


TE HUMIEREG x5 
|! uL dr= {tag 5, (11b) 


在 此 我 们 还 是 能 色 音 重 株 分 类 成 累 次 积分 
i | 'Gxy)4) 
FE R$ EH». 


e 在 更 一 盘 的 区 域 上 佬 二 重 积 分 为 单 重 积分 


我 们 把 已 至 得 到 的 结果 诈 简 单 的 扩 宗 。 通 各 得 到 在 比 拒 形 更 
ARRA E. M EA RIP. DOO R 
i FREE R E AE e A Aa. aR AAE 
E TREE Sae A A,  GüeDUEZJRTCEJEGE r= 
3. rek G yem =p ZERRE GS, C2 RDA 
TA BARIA R PERRA). [505 RAEAN = 坐标 在 
KE x S £c E, HIRE narar b ETSER 


图 4.4 -RACAR AX 


E i c 


E 


NÁ f(x. dk 
LAT 
HR 


LATE 
[ HET ydr, 


CUSIP SEREANTE y= NECI: NECUREORELER 
Bodo 与 gty) RES y= CENSURE E eJ AR SÉ 
b.m duin) Lm ode) FAH r= WR SARDARA A R 
PER TERI 

m fUr, y)ax 

TTE 
是 参数 ?的 函数 ,其 中 参数 v pod PUO S AS XCTE ERI DB 
TEE p. 

MEC 
作为 * 的 函 歼 所 有 类 似 的 结 褒 ， 寺 是 霉 式 


Ite. Per = Ko fe, ns (12) 


$a 
zi TEE 
- ^ dx m f(x. yhdy, 
£t nS DIETnu:SSR;. 

AERAR, Gad ASYESA » e 和 fx》 PERRA M 
EB EDICP—À1EÉR 5, MERGE RON hk E e EHE 
线段 组 成 的 路 径 把 卉 名 点 连接 起 求 ， 类 似 地 在 下 边 红 yy 一 pla) 
ALHS ux AE, AHEHE RE EAR, TERR Au 
—BUESSTHBEÉXgaESEEEA R. R3YC E. Rih5IPREHEDE GU 
ZEAR y» (6) Roy dx) AALA 4.320. BATE 
fpa RES UE 


i Ax. y)dk s 六 dx | Nx, yjdy, 
4 it 
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E 65 


E d 06 与 dO) ERER M 6 T0 9, IR 由 i) 
Ej dx) 分 别 一 数据 趋 于 由 (wr? DS du. Mi 
Tt [eurn 
lim lice Kx. yy 一 jos fex, yMy 
zie 是 一 至 的 。 由 此 淮 得 
La da [ Ta vul 
lim Y dz | iira idy = | dy | Tix, pidr, 
$= 1 Il Tit) -Ty dcr: 


5- 5-0 KARET KE, Wt 


lim Jj IG, MR = | f(x, y)£R, 


把 这 三 个 等 式 侣 起 来 ,就 有 
| Kx, y)4R 一 » dx " f(x, 5M y, 
月 染 位 的 水 法 柯 以 建立 另 一 个 命题 。 
inf e 12:38 Php: BLUE, SE IECI mE 4.6 Bx e, e EE EROS 
BESE, AASER OREA EGEA ECC edat aee UU 
及 平行 二 vBSEO BAS IXBL 这 时 用 | (s, y)dy S 


zB x. 函数 x. yl 在 这 闵 区 城 与 告 线 r= 常数 的 公共 部 分 
ARAA EATA. a ERKA RAFTER 


DE i UR SAATA, DLE | fx, ydy 


r SB » 


cG 


ELE 非 凸 的 积分 区 域 


有 一 个 妥 族 不 连续 点 ， 著 而 在 证 明 中 无 须 作 实 硕 性 的 改变 ， 二 重 
BLA AGIS RE AIO: 
Te aR = Fs | Gs ay 


下 
其 中 关于 z 的 积分 是 在 区 域 R 所 位 于 的 整个 区 闻 xo XXE 
EA ARDEN ODE 


[enm ~ | dp | Kas Jax, 


EE ox oyul1sEXS)BBLETEOSNH 
il jlx, y)dR 一 , det Kx, y My. 


如 全 区 域 趾 疝 局 zt 二 一 1 与 有 十 六 一 车 之 间 的 辐 环 (图 4.2) 
则 


(is dts ~ Com C tos yay 


x 


* | dx m f(x, y)dy 


* i d |n x, y)dy 
Lev 


i 


Kx, yJdy, 


= 4381 = 


M47 CEXxIRSGEGIGnB Xp4.8 — fECDRERSOGEDARUT AE 
fe36 B E. AUTARA m y, pm O AE 
too te 的 HERLLHX Cu4i GG 积分 或 者 先 
ERA. 
li ix, Y)dR 一 | dx M ydy (134) 


- | d PG, yids, 
特别 地 , 若 a) REAT y， 我们 的 公式 给 出 
pde | fGnés 一 OIC 一 y)dy, (13b) 


由 此 可 见 如 果 对 年 数 Fy) HRERS gon dy ERKA 
£5 RTDUREL -83ER CERE EFH. 
d 在 多 维 区 域 中 的 推广 

高 于 二 接 区 域 中 的 对 袜 的 定理 与 二 先 素 域 的 定 环 是 如 此 之 相 
羽 ， 我 们 内 要 把 它们 不 斩 汪 明 地 写 出 来 就 够 了 。 如 有 吴 先 考 虚 长 方 
EIR Er as «Yo ne m, 和 在 这 区 域 上 


rm [fite ea 
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化 成 半 重 积分 成 一 重 积分 ,例如 
f Kes ys eu e s [LG ys iMi, (14a) 


B 


其 中 
LODS 


是 由 onc orson. wm oy xy. DEDAEEGE B LANIER 
参数 x BER, RAISES CR Y EXP RTEUEIRIEERE Z2 EU 
挑 出 来 。 
红外 三 睾 积 分 了 也 可 志和 通过 逐次 作 三 个 单 重 积 分 隐 果 次 积分 
AORDBDE. AibA 25 YN 
KOUD 
其 中 x* 各 Y Reise 7. E BS 
MINCEUR 
其 中 x 是 周 定 多 ;最 后 得 到 
y= » dx " ZIN I, y re, (14b) 
EXT OXEEEURAMB.SSETSDREEFIDLA*S x 44. HEXO wv. RAN 
z; Wn Hm "DE EX EH ENSE XE SED EUBO  ES 
TxttÉikmPb. EUA FFE: 
广阔 长 市 体 上 上旬 了 个 连续 苦 RUER 积分 与 其 积分 次 序 无 
x. 
JLF ELTE AF AAEE, (ETAEESIBHESBOE TX Es 
LAAL ATINE ERKA rtr orn cl X 
下 这 种 分 解 : 
|l f(z, y, x Mxdjdz 
L) —É&EBRSA LH CR 914 页 。 
+ ii: 


J(x, y. 2)da, 15) 


= [7 (* ^ g WE 


一 Wi 一 一 77 
46 重 积分 的 变换 
a. 平面 上 的 积分 的 变换 


这 化 和 篇 化 剃 积分 的 主要 方 汪 之 一 是 引进 一 个 新 的 积分 变 
量 ， 对 多 重 积 分 六 说 ， 新 变量 的 引进 也 是 非常 重要 的 。 REER 
分 可 以 北 成 单 积分 ， 然 而 要 时 确 地 计算 出 重 积分 一 般 来 说 比 一 元 
函数 的 问题 要 困难 得 多 。 笛 且 可 能 有 的 骨 初 屎 范 数 未 达 的 积分 是 
很 少见 的 ， 我 们 经 常用 在 积分 号 下 引进 新 变 起 代 其 旧 变 量 的 办 法 
计算 这 种 了 积分， 然而 手 开 明 稿 计算 二 堆积 分 的 目的 ， 变 换 埋 论 对 
于 膏 全 掌权 本 分 宏 念 秃 是 十 分 重要 的 ， 

在 46^ 页 上 已 经 朱 出 的 到 极 坐 标的 变换 是 -种 重要 的 特效 败 
换 ， 现 在 我 们 马上 进行 一 般 的 变换 ， 先 考虑 y PERAR ER 
二 重 积分 情形 

(te Dak = || Kz, yis. 


RE 


BFA 

z= bluse), y= dlu, v) 
S IHRER Fle, > PHAR R HA-A 1-1 9853. RA 
BPERRR RASA — BI ds S m HH RE RT EG 30 2. 
Pu d 
e. 0. 
(ER LDiLAOSu:. EAJK., WERE r= Aue), y= 
plur) RAHE— HIE s= gles y). vom b(x, y) CIR 262 页) 
此 外 ,两 族 曲 线 “一 常数 与 y ERORAR bd6-- T ERIS 
m. 


D = m du (07 Dub. 


从 直观 启发 式 的 考 赛 ,容易 合 人 想起 应 当 怎 冬 把 积分 || f(x 


AR 表 成 关于 和” 的 积分 ， 昌 然 地 会 想到 为 了 计算 (es3) 


= 484» 


iR uDDDRJEDH UR R FESPOE PX RE ES moi v — 党 
BARRED GEL  HILLUSIBMÉ # 二 上 站 X # 一 uk. AE 
k= An, fi k= Ae 家 给 定 的 数 而 » NOR Bagai fe ide 
scm ov 5 re ah E R RAOR A CER LAR XX 
ERRARTE HERET R ARpA SEEXTECT IM 
域 R (图 +9 Al MERTA R G A aA A, 


E 435 e 4. 
JR xx Uo DRE PEL S ELSE RELIER a PI Ks Pela (n. 十 Asy 
pa) Un, euo X), Tm ha pa T KO BAE IMATA IB USE 1108 20 
JE. WrRREHTJLje cp AX BEITE x BHEHJIDE BL EE 
行列 式 
Hs H hs eh s eu) (sss v, c £) — dU s tug 
dlm H ha m) — dins Pel diss Pa d RI — dim, vu] 
HUESXHRL S S rA ET 
dut. vL) des v.) 
Ww» Pal Opli; Fas 
WELA fa A LA A A HeT R A 
HE R, 相 加 ,然后 让 下 -0 E R-i, RR HA 
[| iot, 9, bns 23D Mna, 


xk dE E 2E ut FEET) 3A A 
Rs, LRI EEA SO RU. HA RR AEA STER HE TTER A 
XA CERELDIUN HRA TUAEREA st, — euo LER TUE X E 


下 38334 


Ak 一 5&D, 


-—d PS EHE ILiUR. e AUER NIRE 0B, 
EA AG ERRE RRR. 找 们 不 淮 备 用 误差 估计 的 
廊 法 来 把 证 明 汪 完 这 痢 在 附录 中 做 }。 市 浴 甸 用 一 种 稍 袜 不 同 
HIJRIA AAEE Ao qx R o A A RE Xe 
E. 

Ab. SCRI RISE ERU IE SERERE y 到 新 变量 w,v 
Hiio A. iE Sei 

x= y, ym Do, v), 

EEE r e [UE SEE e. y, 在 此 假设 表达 起 C, XE kx DUE 
ERAR Pad 0, ERECTAE, MEIKAR IER L-0 8977 
3L ERE), v 平面 的 区 城 所 ki RART 


xco(u,s), s, 


B nl Eos 
站 
y | 
E^, TT 
B tdd 
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eno sdi-ig RS «o PRAZA R LXsEu med 
进一步 但 定 凝 达 式 m,XXERMDEUARBIEHRGES. 现在 我 仁 按 两 步 
KIRDE. MERRE GURAK Ar oh H Ae—k 
ÉD.HA REGE com W =t 和 0 一 ERE Tv. AER ox e EE 
(NTCEEJE- GE Epig, satik TRR xXx T DA ku RR, 
SeoTEBWGHBERIETTÉR &— 720b ox x,Q-- À pL EON AG 
y= Qs) An ys Do t 4, s) RE 4.1138 4.12), — 由 
BEL EEG SERERE 3X TCI] Er $4 fs 


AR, “~ M Ples + £, *) — Pirus £) Mz, 


AA PEE, PELIS RR 
AR, = Alir, + 而， x.) mu Dir, ralla 
Fon ox, EiT a5 ont ziat. Dm BDMPUDEGR. 
REFR 
AR, = hP, C es Eu), 
其 中 s, WORT n 5 ntk LLIREJ— DE. ME B.E 
是 南 论 了 中 子 区 部 中 一 点 的 举 标 ， 于 是 站 上 上 的 现 分 尼 当 4-0, 
& -- 0 时 ,和 和 
ELAR, = EhkHx,, D(v.. x,))0,(9,, F) 
的 极限 、 拒 们 立 由 可 见 右 边 的 表述 式 趋 十 区 减 8 URBS 
f Ix, gdzde (y= Qv, x)). 
WrLJ 
| fx. yjdxdiy 一 li iir, y) dade 


SUPER, 我们 器 刚才 对 || Gs ?9745ay ARTE 


HEHEA se plu, pj, s e EDGE B HRE, 
TEF EHEMAGd E FEX fla, nig, JERE M 
$4 tr RU 
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f Hars, yht, ar, 
T 


EE RA? EXüet DIBBETGEÉE IB E wr 表示 出 来 的 ， 
所 以 找 们 证 明了 变换 全 站 
fi Ix, yjdrd y *a | jir, vb ap ade, (16a) 


S A BHEE HE r piu, v0), y ois 0), x7 AU RG 
FEX RU ci Dr i a JE S s A29 
diz t) 


gx. v) = p. r 2L == 
dixa ") i dis, 2) T. 
EFL S EECTR. 259 DO), i 
Bx, eR. gl 


D == = È Ta, 
diu, o g) 4 


Brill. HFH r= bls, rl, y= d(u.2) TEUEIESREDMEOY JE 
W re g, y= Ejea) UR sot, xc pi e) ETARA 
FRRO EI THA. 

AIDER TE R 255 pE RIEA., S D 0 B. 
Xu IE DEDE ER ARTES.: AAR A eR E RTT 
P.I R RAE, R e Rom A e E, a OT e a e 
HB. TEES FA —AHER E 

AEREN Ans YT LA ERAT I EA 


r è k ù dd ^ 3 p b 


" 


+ 


desy) od — 
Jiu, r) Pepe bad 


EETAS, W 


H EHOESHBGET SH. 对 m REDMAR GHARE IAR. ij 
TARTH HIERA Ub PA RV. MARARA Br. ga 
T. 


ji Flaa Tad = jJ Ku, tla (n, eJ) Eel jt 


(16b! 
X;SEEERLRLLRTITEIE Bd. WRTA dx. ydlan? 
ikikEGABApETGGEBEXRÉAEEUS SMS. WART 
AE HLAMOS S GEORFEE XS d BE po FE EC: FERRE IEUXCES UR HER T1] 
BETY e Lb AR nta, ATAT ETSI ERE A 
HSRBJ,SARISLE e ATF, ID EDE BPO MEE MEER YES, Mla 
dEYCAGRXEBOER HARARY. IEEE SH ERRUIBENE CLER S 
29 F3 AGE Bg LA GR SES XL LE SET n. ARANE. 
TEn eeka, [rhum 
SX ENJESEITIEJII. Chg Ekia EARRA ur 
法 ， 


b. ATHER 


HA, EERS AR pR PEA RE A FA 
THERE: 
着 oym FARANE AWE R 由 一 个 1-1 
PREBI ws re ws RTTA R Ea ETIE 
d(x, yazl. | 
di, tp Watte) 
TRAE, MEE AA 


jh Hrs ya 2, -7n Jdrdydz. - - 


一 fi . Zu JÉrs ya 2. 7 77] 
,| FETEESA. 


BT P" ERES 


feo — RERE Jj. PLEYRE SERERE SE Sr RR de Edd E 


本 7p y 0x 8 I 


Ax. OD oEBPEBGESR, Hbri Rë u 与 WR ERE 


[auaed es, [17) 
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OCx, y) -- ; à M # [E 
HT . SARAB EH E 


xæ rgossinÜ, yc rsndsimB, z= rcost 
Esh e M 05$] 2»,0 Mo zgSIx. in eJ o 3$] 十 op, 我 
们 让 r. B.o SAF nars w, Tt 
dix, Y, z) n C08 sin rcosd cos — —r sin p sind 


dir ,0, p) | sin d sin Ó r sin pens — reosdain 8 


cos B —r sin 2 ü 
m Flipind 
(EHHA Hp TARRA IRE ”si 的。 所 以 空间 中 三 下 可 
3r p xk SE fe dd n o 
i f(x, y, t)dadydz 一 ul f(x, y, z)r'sinüdrdüdg, (18) 


RO: d pt RI XE 6 A fo FE — cri TE fo 1838] 3 0 AL. 
我 们 只 须 以 由 球面 + 一 HR iE 上 一 第 数 以 及 平 而 由 一 X 
绍 定 的 空间 的 一 个 子 分 划 出 发 ， 这 个 初等 方 庄 的 羯 节 留 给 读者 去 
fF. 

对 于 球 坐标 ; 当 r 一 了 小 8 一 0, 时 ,因为 对 应 的 雅 可 比 为 
零 , 所 以 我 们 的 假定 是 不 满足 的 。 然 而 和 在 平面 情形 一 样 ,我 们 哮 
at fee na as cS v EG RJ. 


& 3 46 
1, 计 算 下 列 积分 : 

a hs — yas, 

o) C ees G + avos, 


hs 


(d) i | xe? dydz, 


= 490 » 


(e) f Ke yydz, 
(f) | " yd dix, 
LEA xd y'nd dE fi x'y'dxdw, 


LEA etyl LË jf zcby It F) Vu 


(rc yy 
4. Jt TP a. y Fi Spa x—2— a uy ZBTUAES. 
5. V Ee dr 
i drd 
lü Tim! 
Nut 


(2) BER (at c y — G6 — 9) 0 的 一 时 上 ， 
(b) EL (0, 0, Q2, 09, [1, 3 ) 26 USBUE EXE LE 
6. deo RR DE ria + y p de! s 1 内 计算 身分 
jii tya|drdydz, 


RETIER fte 之 1 ytri 公共 部 分 的 体 
积 . 


6. 用 秋分 求 仁 积 。 它 是 半 和 皮 为 *? 前 祭 被 一 个 到 中 心 EE 4 
& Cr) 菏 平 面 折 载 得 的 商 部 分 中 雯 小 的 一 部 分 。 


o. Ek zy ERO TI 

10. GAREA r+ yar, doy dang 请 定 的 区 域 
上 求 " 2dxdyedz, 

11.1E [E ZÀ r++: l, x20, 080, I0, BOX 
lii (x +y + ziryrdxdyaz, 


; d 
LER xbv dr x DA M "m VTL EA TS 


* 49] = 


LÆR tyta] 4x (0 ——. 
py -i| 


MEESE BEESIEURIMS AIL 
在 正方 t re 

15. AE. T Kx, y) Er, y EHEER D HS —b1EO[BRE. 
XUBAHpAMECTESEE ML ALI CUR Ru] Gs yjardy 一 W 
fs y) EH 0. 

18. HÆ e + r— word. yeo 证 明 


i et gedy = a — - du, 
"yg 


yo 二 wu 


Au REGROPOE H x 2a 0, 
17. 证 明 


WOES 


是 及 演 不 变 的 . 
IB. ERR Ete CR TR RR 


l 一 ji eos(xE + yv + ze MEdadt, 
19. 交换 下 列 各 分 次 育 
4 LF x^ 
z 一 | 2 (y—3)dy 


NE IC S. 


AT TASIR? 
E—GEERNUE, UTER A ESI EUM APR EC 
IW EESRGESGNMEL. CPNDEOTRIAEORCT SEC e SEERRCÉ IS A 
AXES MORUM: 我们 适 考 曲 了 无 穷 区 发 上 的 称 伪 ， 现 在 对 
FARRER AEAEE.. 
象 第 463 DL EE RE BUB AAZ A RER DAT 
F 


ECCE, NEART RE t ERIR CER 
8E. EUER SIDLE SET R ARo ES Wl Se RES) ERIS 
TOL. SUPER f RERE EADARRA ,如 果 关 中 的 分 
利 下 限 哲 组 时 。 这 些 上 和 与 下 李 况 于 同一 极 环 ， 本 质 上 这 就 妃 我 
(185 Zo at HR HR LER E P. MRE, HOHER EUR EA 
Fi, CH STIR ARAETA ER RU. 

Boo. dc 38, PRAE DOBLES RAA, 积分 
JLF. Ak EE FPES ERROE AHHA RET 
PHARA THHOTEE, BD BOGUMOCSOGAGE SCHO RS 
A t AR Ca RRIPS C30 = FAAR ERRA UR st 
& — B Ug* eda d Ex EA EAR TE 0r. 


a. ARELA Xp 


ERE HRE, RAIBEROR SUEHENGESETER LEZ 
H3. TEAG UL ERRA HEA BAA AEA 
RADA, HLSS Mu SA f A BD A E GET 18 
Ek. gEfeAegwi x5 gg .XCEERDS 0 CEU — ud 
HEHEA TEMEER), TUEGETDAAR hik m—— BIB 
is py ALBEN SR s, C$] S HBOGRIR 1, 并 让 5 FIGIT 
HRR- s E Ent EOHREB Lux E, NOE UE. f 
ER BEIC XU. AAR Aa ARRATERA R ITI 8 
HIFR FER TXR A a a: Af mE d 也 
A D XB SISSE RU EA a r AH, ZAA 
HET. 


à XE + y & E č h à + ^ s č k E č k: €—" B oam 30 _ žE 


HHT EREA] Ex CBE ROGER sut R IP tiet B, L HER y) "3 


Ue EXE PIINE A CUA AEREE EY, 
2 RERE Ra TO WILRSOR4EGG RCÀSULION YI 


dl. 
3) STAMSUR ER. HOPGESLLORRIES-IEGSTONIEDHR. ix x-xR 3d Rare 
Sins s. 


=。 493 - 


EXSIDERS über bug AGRO ATEM AO 站 
[EE 

| [flr y) | dxdy (19a) 
Bn ERER, ND UU 
T Y Ix, y)dxdy (19b) 


i= | Fx, lade, (1c) 


TEUEBH XU EE ai, 3 4]R]—23585 82 (I-T- 33 JU jx to 083. 
函数 
iix, y} = bgy x dy 
在 r THRA EA E. PEU e FEDES Ei MERE 
BR OPE -ty al EAH D R BRE aA SES 
imu ony—4 DE. GARIEMNCETEERTTRÓUGROER — s 上 
RORIS ÉCARME. RERE BAR HER MRE 
去 HRES. R EHS TARAA, e pR, dri 
FE BEER UR 
i| [f| dedy = fi TS <Í; dr N dar | ln | 
— ly f^ rMinrlzr, 
TEX aEBERSP—BEFOOGMOSDORXEK rlar, EAEE A ma 
ETH, AET? = 0 起 定义 为 0。 内 此 对 一 切 # mE 
| | f| dedy — 2a MI ln r|dr, 


Ea 


FOX EDS 


-oHM r 


jj log 4^ x coy dady = lim li log APT NE 
E LA 
EDITX A d EIEONMEEOEUPE R Efir P E S: 
| log Vr + Ydrdy ~ fár N dêr ig r (204) 
zt. 
m= Py | rlogrdr 
RETE 
~ P ) 
Ew — 3。 
PE X B —^ ET AA a AR 
T o Hady O (205) 


EEH RH 
jte « " dr NM jirdrdð 


a 
— 224] pO - 
E ! 


JB RUTREISEUS |" rd cR BLOCS c 3. 所 以 得 到 站 
ib: m BU Ib SREE 4a <2 Hia. xx ibl EH 
P TETT E RERE Rp E RES P SC URBE — T 38 p 
gi CBE E a0, 

BERI A) GRAR SR TIC AMEER, frs 


[Hr PIE (31a) 
Vi ty 
XEPEPSTRGDH] (x, y) (0,0) iek, in 
Jj lx, y jdauy (21h) 


r 二 时 


irap. 
HHH prie S E E 
" dadudg 
2 yi 十 E 十 se 
REE US DUAL OI BERN 
uj (77 dnfdrdad8. 
HAm ERTH EE S e — 3 pama, m, $94] 
EAE. (x. y. 2) TER Aia T RANES, HAR M 此 一 


p 


B ix cid 


HET J., £j| &— M _ —_ (212) 
EE i y! d zy 


Wi gi 
Te y. z)draydz (22h) 


IR. MESE T rb ub xESESSEESR (x. 9.:) Da caki, e 
pe . 
ij MEUS Cf o dudsde (22e) 
ER 
dede. XETUBOBUEDBOR GUAE 08 trm ELS E STR SE S EA 
INI RART RETE., qv ERR epa BAG HAE E 
S g—1- Bb. TUE y t R SE VIXCOUS, YEXXUBTÉ.n 
Re ARAR AE HRA 
Kx, y) m . (23) 
zt 


HM RE—BPBEREmEHUal. WR Dm fap Rem. 
X FWEBIE BODEN GgEIE3 S WR -A0 T.ctiburE 
57 ü, 
* 
dxdt 


| l^» 


+ 486 


HADER TAMITXT fefta dol], EE IER FERRETUR 
WU SERE SE XUL EIE BUHECHSEUT 20 RUBGEE PORTAS S, Mi. 
ik HE) TMERR JUR "nagd d v HR S T A R IER 
SRR. FEE EG ZI CRT OS Hb IB d EL E SCERUM 
分 值 ， 

b. 广 乏 积分 一 般 收效 定理 的 证 明 


HEER AR) DRA OR, ALPERRA AR.) 的 闭 
FTH Re Hn ccol]. AR o AT AR) AER AERA 
H WEE EE: 

R,CRQICNS4I LK, (24a) 

HER f(x, 了) 在 每 个 Re LEESE, 此 外 存在 一 个 常数 
a, 宽 得 对 一 切 # 有 

|| fts Widsdy o (24b) 


E. 


HT (2425, RT 
|f] dedy 


gi EUER d Ej, TS o ok, 
AHR AE. Xe €» 0, AR ED -— v Wo NR), 
Ej om 4v) Bj. 


M ih axey — Files ~ (| ilardy «8. — (24c) 


* 
f. f Rx. yMady, 
z 


TA h EH THTBAIK ADH Ge 对 于 m> r> Na) 有 
|j! fdzdy — |] fend» — Ji jazy | 


s i METET P 
E ma 


"TE 


由 此 推出 | 
! lim H KG, y Mady 


"s 


fU. 

AFEA TOT PBIRIDPEEERUEENDETUE,. us 
ERBAA iF, F 35 EREI. dM AGE 
8 rEJ— ES. air RIERRUE 471 Rl), 


[i fdxdy 一 Hi ldxdy| 一 | fdsd$ 


"c | |?| dxdy «2 M ACS — R,) 


Sa M CR — R3 — M| (EY — HR. 
由 假设 Hm AR.) 一 ACR) 推出 


Jj Mzdy = m Jj id edy, (248? 
ime ut 
用 Ub ES EAn Aap AA (2459, LI 
| Mare -到 | |f dxdy (246) 
«lim | fladrdy & a, 
TETAP 0m) EE AR URRE AS. 
Eile THARE (240, FE (244) 5 s> Ne) 时 ,有 
| [idea — f fdrdy | (241) 
F iili, 


~ nim | (| jizdy 一 M Id dy 
SISR,,. $ 


一 im | | jardy| S lim J |f ed 


ap cm 


Ha Aal y EQ-ÉR. 


i) RREA SOR, OX R Ad AIYiTERUGR SE. di 5— R, Hinr 
ETSER T R AAEL Air E) s- A -5—30nRE. wH 
A$ 一 R,) BRA 3 — aiM. 


+ +J r 


= lim nu - i |} dzdy ) <», 
35 kl 
E ERD NEST HER S. 


43 5, 3,7 ER- RATE, fT ERE EE 


站 且 有 

ecc - OR 
HE 

lim A Sa) 一 AR), 
国 为 者 (240) 


| ladsdy & o, 


rF 
EI 


我 们 知道 
tim) fon 


T 


在 在 。 于 是 对 充分 大 的 亚 
i- [irens 


< Ea 


由 (2445) ER m. n 部 充分 大 有 时 ， 
"E jÍ faxdy| «28. 
FUR. 


交换 REPERI, 对 一 切 充 分 太 的 m. n 还 高 


| — j fdxdy | «7 PB. 
RIA, 


S ED 


(24g) 


(24h) 


X], HEEE s, | 一 站 之 4c 十 是 DJ, KERERE 


证 明 的 ， 
c 无 办 区 域 上 的 积分 


JERAR p ES, [HER D DUESOENULTRMPBSADS. eh 
AIBUICXURAS. DRDDBBRACPBiMEUE Riv. Aiit 


EIE 


XS UBI ACE AEEA AERA, ARERR 
ü*BNEEST. 

Xg—dTXxJUBR, HEEICEERERGEM. M-AR 
& tabe Tr AO 

E CRCR C'R 

KERER 其 中 每 一 个 集合 是 闭 的 ,有 界 的 ASTAR. TAN 
前 的 条 忻 im ARA = AR), BDOR EER, CERA E 
ER. 我 要求 钓 每 个 盯 的 有 异 子 华 至 消食 二 一 个 染 夺 Re 之 中 
(Plin, ERARE, TUAI Roo dub URGE GO » 的 加 
SO. Egi 


lim |} Has yazdy 
J 


FEHR HR ege T T ERBEN R, PAR, EIEDEVESR m F 
ER EARS H iE 
ji faxdy, 


于 是 有 下 列 关于 入 分 存在 性 的 充分 条 忻 : 

VUEHET o PARIDE Z) RARE UT QUO, MEER. 
LIA» RER, AAI a 

M unes < ms 

BAXRERLO IOT LEPEH. 

BIÈRES AACA E TEN ik etn e ERRA 
ER E — EAS, D gl ri EH 4623, 

用 积分 


i e t dy 


来 说 于 这 个 定理 , 共 中 积分 区 域 尺 足 整个 r, € 平面 。 选择 了 区 域 
序列 R. Sc AAE S n HUIUS. Toip$hdh REDE 
SUK. HE. FRA LS nz 


Zy + 


ffen dray — j et dady 
aa 


"n 


n in ra " 
-— | dr | dre" = Zur | re dF 
a ù n 


- caen | nsa ety 
这 证 明了 R。 上 的 积分 的 有 界 性 ， 因 此 在 只 上 的 次 分 存在 。 当 
sc 00, GERIT ERU f 

j 777 eds = lim a1 — p") m y 


35 — 4H jf, 5b FOE 7E FIERI] Sn 

-m mro Som, —msy dene 
代替 Rs 时 ,我 们 必然 得 到 同一 极限 . EE RETETDURI ETUR DEL 
是 * 的 站 数 与 ?的 范 数 的 慰 积 的 事实 { 见 第 467 页 为 求 得 


, - 
f [armas - lj e er duy 
$e 


=- 


四 此 推出 EN 
lim | e-r dydy = uM e ds) . 


H R, 5 Sa HAR EBHECTTESXRB,?TE/AREG 

- | edi Vix, (25a) 
FE, AHA GDIDEGUEIBBDTIEmESEEES— 
个 广义 单 各 分， HA et AREPA RDS AE, H 
HR dok CENAH. 

我 们 可 以 利用 这 个 销 果 去 计算 Tr EROE- E) 

Per 一 e ride (25b) 

& nc I MEM feit o r ERI 


= 9) 


5. 一 | gT dr Vn. (25c) 
用 与 x t y! IORESEERSAME ESSERE ICE. HP AR 


rS Ti FHGIBCASCRTON ER. IX ERCA[SUIE 537 494 D] D AAE ER RUM 
近 无 界 的 判别 法 类 似 。 如 果 在 R 上 ， 人 


~ MG yx (26) 
es n 


iip M 和 HATEAN, H ecl 22, 那么 在 无 界 区 城 R 上 的 连续 
AR f(x. v) 的 广 闵 积分 存在 . 


3 z] 4. 
i (a2) 用 变换 到 极 誉 奈 , 证 明 积 分 
K= NE Md log (a^ 十 ys iy (0 «g« z) 


的 信 是 eg (loga 一 一》 
(b) 交换 上 述 积 分 小 的 积分 次 序 ， 
2. 求 以 下 的 积分 


Cb) esr o E yr RE, 


higer] 


1) Peia ld AL e 02 Haze f AERAR ES M EXE XEREBIEX 
SELF 113 STE: I £38 4329 JE" EA H SIR ECCE d e E A 


li TG jt 


CUTTELOE 


= 502 * 


中 的 积分 次 序 不 能 交换 。 
| 4.8 3EJL EI PLA 
e, sump A | 


HP RESET ALTI RA ENHA. EEE, RII 
放 用 多 重 积 分 来 计算 一 些 立体 的 体积 . 
例如 ,为 了 计算 旋转 梢 球 
a E RE E 
e Pd 


E ER LPLTTAECE BOR S ` 
gl 之 Vi, 


A, EF *，? 平面 之 上 部 的 半 个 帮 球 的 体积 由 二 重 怠 分 给 出 
LM, C35)], 


E -b (i V a! - ib y dedy, 
2 a 


RIERREN 十 六 «a, iu EXSABSROEdS, — HEESD 
变 为 


(fr VPT drdð, 
maat p. DAE RH 
Y 5^ ^ /a T Dg, '. SI, a 
o|r d ntu dr, 
Ext dut BEC ASIE E 


二 
3 


为 计算 一 般 情 球 
£OY Ya 
rai”) (279) 


ER RIER 


» 405» 


am apco, y = &pünd, 


Ce. 
EARR f od% 
VC TEN "* py e — 
5 ~ ri mb — gr dady = abe fi py — p! dede, 
E KR 
寺中 区 域 R' REE (€pec1,0s07x2x TE 
Fr i. rL LO 3 - 
Y = gbe) dô — p' dp =a — wab t 
4 2 ucl Lev! p dp be, 


RI - 
: r 

已 = Žabe, (2755 

盟 后 ， 我 们 来 计 咎 由 三 个 上 坐标 平面 各 乎 击 os 十 了 十 cg 一 


1 e D ARR ERIE EP o, d Ae 假定 是 正 的 。 我 们 禅 
到 体积 


V æ l J [1 — as — by)dxdy, 
- È 


其 中 积分 区 域 是 CER ESEAROMAMO Xx er 


Cl 一 arj756， 因 比 ， 
"ie "EET 
y - Lp IN UU — ex bdy. 
E oiu ru 
X] v Aara 


{Le m 
(1 一 上 和 一 之 ”| le ox}, 
1 n ib 


WI SCEUL MEER HR 工 一 sz 一 E- E 


Fd 全 (1 — exa 
be h * 


Hh. K-ART RE RERA Re 9 
= 54 * 


一 的 公式 是 一 禾 的 . 

为 了 计算 更 汶 揽 染 的 袜 体 的 体积 ,我 们 可 以 焰 了 体 分 所, 这 此 
块 的 林强 可 前 汉 未 为 二 重 在 分 .。 但 基 ， 在 后 面 [特别 是 在 下 一 章 
11), 3€ d TERRE ARS t d Ro ER SE PE EE Eri E o HEURE JR a 


b. 体积 计算 的 一 般 性 限 注 。 旋 转 情 在 球 坐 标 夭 电 的 体积 
正如 我 们 能 将 平面 区 域 足 向 面 天 表 为 二 重 积分 
dR = ad rd 
PE 


B RIETER =h RRR 2o HR TEX RR FAIR 
分 


P = ||| ned, 
EAE IE A U o en ERTE ETE E 600 
ED, ECOL ALS S RRL RE: 我 们 可 以 寞 空间 划分 成 
HERMIE RUEDA Ek p AE E ERARA, i 
HubinudkügdkeErY i, MTIIRAHKH, VREE 


Jp (az) [xay Lyn 483 OW ,关爱 示 一 个 我 们 在 初等 几 司 中 
HER EHE SE P CR CH ie REAA 
Bn, RETER det DEMAY. EEA TTC DER (CERO 
—BRRGESAER D EE E IE RO SUE ELRGR OVE RANG, 为 此 ,在 
积分 中 引信 白 的 自 变 芋 民警 +, y, PEU REC. 

hk RU DAR dere DE SS RD. DEA, DERI 
计算 由 此 线 z 一 eC) £z 油 摊 续 而 符 划 的 旋转 体 低 积 ， 我 们 假 
定 由 线 不 与 SUAE UD ELRERHEU 2 0 TAPAS IH # mS 
所 界 住 。 因 比 这 个 立体 田 不 等 式 # 志 2 BRI « V yx 
eC) WE. GRRR E LERRA Ai ETERA 


-3057 


Ep Va dy, dm arccos ， se» arcsin Z, 


Wc zUE 9 
"R Ja eiat 
V- n drdydr = | r | dû | pip, 


413 2 4| 168 HI ARH EI ES] 


Vez | pis dr, (78a) 


&dIrHAE—ACINEI ERBEN. IDHS ET 
e hts ap Dee E DAHIN 
Ea EF C pepa 
ER P pA AZ] s SOE CX). REMETEA dic 2 9I d 2U 
m UMa WANDER E FAS 
Ar m t m Fy 
MEA m d M. BH" ERE RBS HE RA, A A 
i 
ER TEC, A HARIEN 


| ” VICE TR 


iD NER EARE i (0.0.20 HEA D. mDEGGSR 
Hs 3 pei 73 i iH 
r= Ha, d] 
AE Horn pA TEA, e) AL PARE, Ebr A A R a 
(x, y. x) ARES IER. WREE RATIS pRA Ht AEST eT 
FAAYE 
dx. Yar} 
dir, 8, d) 
RIERREN RE ERA 
FE 


F j|] rsin bdrdoey =); do r iodo | 
JL 


a y und 


dr. 


-" 5 = 


了 Tn r ， in < 
V AT dé | FC. 43 5n 848, (28b) 


ERREF, (6.0) R REX, AR (6/3) 
eR. 


r. 曲面 的 面积 

fue EE SUCUS ELE (S — om, 第 372 五 ) . 
ARARAT EP ATA nO ERIPERS EUST 22 3s. TX 
TEE v di EE SU e rro rd dw EUER RH REM RE E 
BEE. KARRE AER Pio EHE EX 
i d — ^ RESET I FRE E RETI d BL HIC EO k 85, LE P Td 
4 BEES qegE*hT m. (Rl MACERASEHEGBEUE, DLE 
HARGS THARE. IO —aM SIE xLSIXCBR 20 ER EET 8 
F., (E. Potes IDEOGEB NES. HAMARE BE 
EJDRIÉBMESUIGHIS. IX ELS aA Ps ABTA 
曲线 的 多 演 形 总 有 如 下 的 【由 党 积分 革 的 中 和 家 定理 开 开 示 近 ) 性 
Dh. GOERE, SD E. XA A ER ES ra HTC TE 
EET. gage eEDXRGHERR. 158 [E P OSInAU 4e Dm GERE] Sp 
F AL peA A EEE poer A TERREA E. 
Erau, HE, 2H 2 Ttk RER BEGE RE DB m aR a 
B. tHRPRIR m He KR ERA RT. 

A, ER R EEA T: RIITA RE aAA 
HE., Büuzagde— aS ht EnA EA A Ee. 3 
RHA FEE: H ye e GERREN F, E 
标 介 于 5 Z0 HiT a 与 二 之 间 的 区 间 用 局 a F tt, xà 
划分 为 5 个 相等 起 不 等 的 部 分 ， 在 第 sy 小子 六 闻 上 任 选 一 点 下;， 
ESEA EEI EERIRGEBUSE' DT REIR y E S y 
(E 3.14] rp— EHE de LE AUR RMA ST A CER RE DC R] 
FETE, AH 


€" 5 0 


t-t l 
Zh 
vx 


ghe TEBFRRUACHELPIEV T US 
[! 


| EFTE) de, 


这 一 结 早 是 从 
Lm (xi — ed vl + SY 

3k -— EHE HREL BA R ERU A EOS 22D ELSE T TE 25 dir 
HEERES fA EREE hg. 

现在, 我 们 美 位 地 来 定 广 曲面 的 面积 我们 党 圭 噶 在 ,3 平 
FAKER 人 有 连续 导数 的 函 煞 3 二 f(a.v) 所 汇 示 的 曲面 ， 我 
THAKAR EIAS aq RnB AR, AR, TKR, 
R., ERETTA ERA (roam2.7. (Ens 2.0. PEVLDA ROS 
is Ta 5. — CE. 0). TIR ER za, ETESOUSE TE DOE S SEE f 
EE Ry LBJES—EÉbA MO mE 415). vB, Rum 

E — 5, 7 ÉL pO — E E fo Ers ma) CY — 92 

Ej x, Y ÉD] XE AUR Av, EREET R. EIRAN 


1 5B 


PWR R, dE c, Æ xcti GE EHE EET. Hi 
AR, m AI, C05, 


比 外 (参看 第 三 章 第 239 H) 
i 
CUM y ETE e y 
TETTERE + PES, ne) 


Em 


我 们 求 所 有 这 些 面 积 的 和 
3 ÉT ys 


LE | 


cem. HNSSISUCKOBISECTOE. HERTE 


T ASEM ANRA R 
"m |v FE BR, 


e—a 


12 Sd rmmldrBEESGGpEES.ESSE PRIX a aE E 
这 一 事实 是 一 般 积 分 珍 欣 公式 的 挫 沱 。 我 们 可 已 在 再 小 年 析 上 引信 直 衣 尘 标 其 
zyrt XQ V. (EY A CYGmÓ. A CX) Y? 到 Pun ugue 


HE xo xoa. y— Y. Hag 


I dedy = rem; 2 ENY = Jazda, 


E — EUST DURER BOARDS SR, SUERITSURTOIGE X4 
EBEPR. Adm EEE, AESi EIER X — 


豆 , 例 如 ,蔬果 s = f(x.) 0, JEDE 
FEET 
] 
把 符号 NENNEN 
do c Al fuk PAR yt RoHS fdrdy 

RRT = r, y) 的 面积 元 素 有 时 是 方 使 的 。 GP 2 RUE 
符号 记 为 

ff dg 


的 形式 。 

如 果 我 们 设想 用 方程 lr, y, 5) 一 0 HIE z= fa, X 
BrE ER TET RITISH RRR a RERO, 如果 我 们 假定 e. O, 
EEF 


Os 04$. 02 2 4 
ax "m ay da 
XEROE E ERES RR 2 
| fva es d] i | dxdy, (195) 


其 中 区 域 尺 还 是 曲面 在 x. 平 而 上 的 投影 ， 
让 我 们 运用 面积 公式 求 祭 夯 的 面积 。 方 程 
PARE p 
ABGckBOUR KHER RIS 


Qs a- | _ _ Oz d 
er "qe gy ROT A 
A CET ETERBSIB ER UAR 
一 er 
4c iR jį "4: Log — y! 


Edi. ARRABA t, Y Pu E Das Apoc 61275 R RUE, 


-510% 


PAREREA RAEHAN REA 
A= IR [ 46 | tL 

=l n Af R? -一 ;' 

和 | 用 替换 R'— &'-— 5. 容易 算出 右 沁 的 党 实 积 分 ;我 们 林 


一 


F 
4 VR? MEM 


E 
= AxR*, 
4 


这 和 说 基 洲 馈 的 结果 是 一 致 时 ， 
HSE Ab. Æ UNDC AE Xo, RAE tbi 5 ERAS BN 
E, (Eg, mE gh n AE HR dg 1 = x(y,z) 或 r= yi, zl EE 38 
R, 天 已 地 而 用 积分 
ji aL KI dyd: x | A/ 3 e y, o yl drede 
SER UL ER , mE I8] HL 8 LEA 


fiv CEDE (29v) 
r "m | asas. (29d) 


TP EE UE EF EUER HACA EP nS E E CFR IOS E 
i, S EUEIDLIE Sed 


xi l5 ge — 
ye t$ ons 
、 Te 
gE, EH z= riy, s) EMARE dz. y,2) 7 0 NEU xORGS 


RT, E r [EGO 


deda 


d(x, Y3 a d 
dy 532. de 
HE, 
IEELET ETET 
) ie io j ol P 


TRBUSSVERD BR EENIEy,: ELSE, 
WERNE ED EEDA TP AEE ERE SE, 
TUTO ZUEEHCRUE AES EUE S 
xc past), Yam pla, t), o X(a, a)y 
MEHHREPASSARR LARS., BAs, ?年 区 的 一 个 
确定 的 区 域 R 与 曲面 相对 应， 为 了 在 (294) RAER ee, 我 
NiF Rl] n dE — PR CL ROHIG — E34. XEDECGS RETE v IDE 
dis, Y) = f) 
dis, p) 
PATE. AA-AAA REE € F e PEN « Dy AA, 
从 市 得 到 tt 所 第 262 页) 它们 的 二 导数 


中 +$ 
We m E, Fe 一 7, 


D 五 
2 1, ,Ph 
Hy p' Hy D' 
通过 方程 
E z E 
一 UA P p 
Üx Oa 9, n 
Ör Je 
Ur 205, Op, 
Dy Br ð ^ 
TR418E ET ER 


JR ey 


d 


-i A Lue — ddeY F (dul, — Xu + ub — dut). 


PRIERDORTRSISDÁAGPRSEBIZRER «D e. MAE I TRU nix UU 
(165), 第 189 Bi, RR DRfSOM ML ÉRGRDOIX KR" 的 曲面 的 那 一 部 
分 的 面积 f 


A- jjv a. 一 dabo) + (dX, — Xu6,)* t {Lube eXe) 


= ud 
* 941: 


在 这 个 崇 玉 式 中 举 标 x, y 和 = 之 闻 不 下 出 珊 差 别 。 因为 不 管 队 
那 一 个 特殊 的 非 参 独 表示 出 过 部 得 出 面积 的 同样 的 积分 坊 运 式 ， 
Ed EI IX S BL RR S DES BST EL EB AR or Hir 3L, 

2E EP VOCAR jT iat E— ARRETE A 38e 28 RS — 88 
fr. e, — T E RTEG EUR EET TORRE A RAMEE 
结果 。 那 么 ， 如 果 我 们 假定 曲面 上 每 一 点 至 少 有 一 个 雅 可 比 不 等 
于 零 ,我 们 就 能 够 将 束 个 曲面 划分 汶 如 上 述 的 一 些 部 分 ,于 基 发 现 
同一 沾 积分 仍然 绍 出 整个 曲面 的 面积 Ar 
a m J| GR Ite Gl ee Ce 


dudo, (30a) 
n5 er pe07) 42 cR EO A EECIBOEEE Se 98.284 DO) 
di! ma Edw + 2Fdndo + Gdr, 
BITS] FE S 
E = gite t X, Fo— pupe + helhe XQ, 
Gagi Hp HX, 
Fd RC FECISI ER ER HEC P EP e A 5 aaae fr f de KC 
X. AA e AREA LA 285 W) 
EG 一 F! — (pup, — dub, t bK, 一 Xap) 


cL. — 6X y, (30b) 
EE PRUVBEE- lub EE prae 
A= | |V EG — Fdudy, (30c) 
RIETI TC XR BIO 
de — y EG — Fdudo, (30d) 


TES PUT, WULTBEUCS RERA R BUXRBAEERA, RAAM 
参数 方程 
rf Reoawanv, Y — Rsihitsihv, 
z = Écosv, 


RRM Aa RI» EK En e 2m, Ü sio e x EEE, 


ER. 


区 简单 计算 可 证 明 
da = R sie vdude, (30e; 
T; BE— OB uLER Sr Bg e iA 
R? | au f sin edo = 4rR?, 
EA, RAJT HEARD AT RE «cm (e) 56 
z Aiete A E E., WRR TIE x, y EDRI EE 
BiAA (uw, rh RINFE 


Xm coar, fe natnr, 


gm p(y P y) n), 


m 
E =] + s) Fal, Ow, 
MARARA 
MN x1 + (uu = Ze N uy 1 4- ds, 
(314) 


如果 我 们 引信 于 二线 x 一 (00 DWE iE EA S M. 
zx iB apu us 


D» r ndi, (31b) 


其 中 ge HAR EAMT SBSy— HgdstmueCOSf4sEG:E 
看 第 一 着 第 i199). 

RUMA ZEA p H Cr aj h tm or aa DhE 
i rfe sS RR BUE ER GPA LAE 26, RRi 
AAR EARR, 我们 有 =g + reolsjr)s HiH HA 


- PF ier £O 
ix uds m 2a f (s -t reos Z} ds m 2wa dny, 
ü "o5 r 


Pin. AHHAR T REDE ES A bn EE RETI XE 
M, 


= 3137 


练 3 — 48 
1, 计算 由 


34 y- LT] r 
1 *gkl (a I) 


所 确定 的 立体 的 体积 . 

2,3 E] lo) 十 C / 0/9) — z 被 平面 > — AERIS 
体 的 体积 ， 

3 ORRE Ga t E RC) m CEESEGE 此 十 
my 十 oz 一 请 蕉 由 的 立体 的 体积 ， 

4a) ini 8 — (4) ERSA r m 620320 (7,0, $ 
是 空间 球 尝 标 ) 上 的 尾 一 封闭 里 线 ERR dE HE E FRE Bor ET dn CS 
于 此 曲线 在 球面 > 一 上 的 投影 图 成 的 面积 , 淮 标 原点 是 投影 的 顺 
H. 

(b) HERROU IBS, 

(c) 求 整个 曲面 的 面积 ， 

5, 求 二 角形 ABC HD AB 旋转 所 生成 的 世 体 的 体积 和 老 面 
iR. 

1. RRDA s! = n r TEE X y—amm 和 十 二 
立 疝 的 曲面 的 面积 ,其 中 

ae [m -1* — 1), è =. (22 — 1y--I1, mds 


EEAEOH mom, 

7. Eug +r — e 被 柱 面 x5 4- y (c 56^ 4&4 SHE dn I 
1H, 

8, TRESEN 

rc roef, T-—ridnÜ, + = 0) 
包含 在 过 > 轴 的 丁 个 平面 和 母线 平行 于 * 可 而 茂 瘦 为 r= IO) 
的 柱 面 之 癌 的 商 积 限 它 在 = 一 0 的 正 变 投影 的 面积 之 玮 为 
[v 2 -F log (1 + V/ 2 )]:1, 
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49 在 物理 中 的 应 用 


在 44 JC 473 页 ] dep AG SIE CE EEEREN 
d gc SOME ABOT AR. 


a. ESO 


质量 为 m 的 质点 关于 e, y PHREN iMm b e BER 
SEA mE, Z, XT y, 5 XC BLOG emori Pan 平面 的 
WE my, Jut MURBIACE UNES GJ AEA m. Mittes Mn 
而 华 祝 为 (m. Yrs ms (n, Ye s ttt. Ge Yas 2a) 的 质点 组 
HO — 7- AE dB. TERRA AS HH 


T, 一 M my. T, 一 M mj, T. Mme, ( 322) 
nari "Tri r= 


inem d WEBS EDPITEBR(UASER g= ulr, y, Ae oT 
空 得 区 城 或 曲面 或 曲线 ， 则 象 财 一 那样 ， 用 极 恨 了 过程 定 交 分 布 质 
BAE, HEARS UB. BIA, Eza tA E-A, UII 
EKRI xD n PES BRA- ITER e M E RT SE 
它 的 尾 一 点 上 ， 然 后 形成 由 这 3 MNECHBEUESAPIE. Ei 
TAAR RES 同时 子 区 域 的 最 天 直径 挡 于 零 时 ,和 数 赵 了 撤 
i 

T, Wl pxdxdydg, T, = u pyd xdyds, 


T, = if prd xdydz, (32b) 


E 


A PCS, 3038 Pf EET, ne, p) 分 布 在 出 方程 x Pu, v), 
y 一 (we v), zm X, v) FUEREN S E, RATELE DEN 
PETES 


il 


r.- [| HR 一 | usa FG — Fdadz, 


T. -|| yig 一 k uyy EG — Fade, 


| pado 一 | us X EG 一 F'dude, (32c) 


4 | 


最 后 ,质量 密度 为 etg AA sh G0. sts) EYDAR 
EN 
T. = | PELER T, = f pydr, T,= N EFA, (324) 


Hh ENK, 
GARY M eti ORE IER oae X05 — 1 B 
BEX 
TRE pua a (32e) 
M M M 


Bir sf 8 [3] E Vt y FR 6 8 SS B Ze 3 rl 28 


E Tu jt xd xd yds str 


其 中 M - i udxdydz, 

Lu E rS CENTERS MESE E MEUS MERE: 
XOU. 

CHRL- A eama RE Al ASAP 
H: 

pyp Sl, rd, 
HTE 
T, = ji rdxdydr, T, = (i yd ed 4d 


n 


U Abri AAEE CARARE. Ib. EPI ROLEE EE 
ÈR BEER a S i COR S JL e. 


= W17? s» 


AFP AAH r 或 对 ?各 自 的 积分 值 为 零 。 对 于 第 三 个 
T,— Ji sdxdyéz, 


RTE AHE (7,2, 6), ADTA 


=z, xm ron, y= runi, 


得 到 
r,-| zdz | ves rdr |" 46 — 2 f 一 于 xd 
n 让 * ü ri 
之 4 7 le +° 


因为 总 质量 是 2/3, o9 e ER r= 0, y — 0, s= 3/8, 
其 次 ， RUCTEECBUSERE DS 1 355529 1 的 均匀 的 半球 面 的 质 
D. HERATA 
xr coSHsiRpp, Fo unmsssn, z-50088, 


从 第 514 RB Z5 (306) 计算 曲面 元 素 求 得 


dg = y! EG — Fdudo = sin edudv, (372) 
BRI SCE— TB SEU 


t 2. 
T,= [ sin'vdy | cos dH - D, 
g 9 


Ir 
T,= | sinipdy | sin vds = ll, 
9 a 
A Tx iniy [|Z 
rT sin vcosede | du = 2 sn 上 一 
u 2 上 


医 为 总 岳 量 显 热切 2a, 我 们 网 道 ,质心 位 于 坐标 为 > 一 0 y — 0, 
> 一 " 的 点 上 ， 


b. 惯性 短 
惯性 短 的 概念 推广 到 生 量 连续 分 布 的 物质 同样 是 明显 前 一 


产品 六 十 加 的 乘积 。 用 同样 的 方法 我 们 定义 质 景 密度 为 p(x， 
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y 2) XP T EXER AT e dll XU S A 
" uly + dad yde, (332) 


86 Lc WU T RUE, t CURL 


ji ux? y + iz Madyds, (33b) 
ETSI EEEF 9。 平面 的 ,定义 为 
jij uy d edyás, (33c) 
JEDE maA ET x RUE I 
T py! + cde (31d) 


ib. Mb es o) ER B Ho MERES 
BREA Gn) o) MISETTE RR OA CETUR AR 
(E, ns O 而 平行 于 * SREORRIS (LEES cb c 
(lato — PG — Dr Melvin (33e) 
给 由， 
FERME, oS Coa, D DENTATION SEREA 
A (326), RINGES 
fI atom menia: 


= {ii aly — gY + 2i — CY dra 
站 


+i ty) 1j pd zdsdz, (331) 


pavo s (I EEXE— P de EA x 86. X — ELI TES 
SO] Y 
Wig XC AES C EC PREEOE S T EROR TREO ELE 


3719” 


RECEN GERD, 

FERRATE RE Y^ FR 35 — 565. 399 LUTUEBS So e fH 
同 : 

ig RITAREITA EZE S T Ro as quete 
m. 

ETE E epist ER. 

A PHEA Eir Fira gi m Bx Y. my RE 
BIS XT E A SEE (0 OE 


i — Jj (x Loy irdydi — jij [x + dra yd 


一 (i (5 + Jdrdyde, 


F 
如 果 拒 三 个 积分 相册 ,我 们 得 到 
3 me Ji acr + v d og4rdyds, 


v 


TERR PIRAT, 
i 一 二 f rdr | sin do [" du 


Bx 
15" 
对 于 楼 a, b, e 分 别 平行 于 x 轴 ; v 轴 ,# ah REESE OS RETE 
质心 在 原点 的 梁 ,我 们 求 出 它 关 于 r, 全 和 
| dz [, dy |. sdg gb. 
一 Ma Zr -e T 


c ESR 


TERESE E A ENA AE RRA T RUE BUSESTE 
EARE, CEHA bi aE EEA. 
我 们 考虑 一 平面 A T AEG 0» G du Hose ELT eR: i 


* $2 * 


此 平面 交加 于 点 0 图 4.5;。 财 体 的 运动 白 作 为 时 间 的 函 雪 的 
AB p= AOA Hei rib oc 5t orate B EC RI 
HEA. ATRE o FEH a A 
W. RAEE REAA cC EE T 
(网 第 三 分 到 768 $0. Sd EE 
TEER EERME, NP iRZBRET 
ba S88 forie aoa fe Pros, fev LL] 
BEY ERI Mri, EAM EAR 
F. e Ru VISUS. ibaa 
KERRE a, GRIS. ec rp goa ST 
RITER RR DER BE. Loo T THO ENT 
PupEC BUE E OG XS V—Mg: 


(1 — cose), HE 520 两, 动能 为 了 一 i fr 其 中 了 是 刚体 关 


Tk PRESE, EEEE Sx». Bik, 能量 守恒 定 


律 络 出 方程 
2 I$ 一 M gscosó — HIC, (342) 


ic e (13 [e RII 2 m jM, RARR ARU ENIR B k 
方程 "着 一， 第 “3 页 ,43+ 页 ) 是 完全 相 司 的 。、 因此 ， i0 
— 

CLMETDLPETIIT DEEST LIO e EE MIT 
XL ep DE iz 9. 


T em b. 
Js r VU -— £05 d 
fib, Kp dA auTO RR ROBERT To AR LU B 
13 ICH opum, CURIETUIEERDERAE) = lanp, y ca pov, BH 
EFE Le ATHAR D SHRAOLAE 
jeY - gone = ROB. 


^ $i- 


当然 , 单 摆 的 公式 年 为 一 入 特殊 佬 彩 和 包含 在 此 公式 中 , 国 为 当 深 可 
小 质量 都 牺 中 在 质 记 对 ;有 De Ms, M tor 

JTE SEAR, BUDA- PATEA MEE 
BETHADH THA AAEE 1 是 通过 关系 式 
CR. 336) 


] =j d- M? 
TE AR ERI F1 UE 

i 一 :十 ut 
WRR aee hM, b] 

Ls 二 


AMARE UFR GET AAT TAIDEASSSSIEES 
EA TR EM Bp T i aAA BEAS H. eth, ATH 
"H fa Bobo « BPETTdDREUSRDBIESRIEBU. IXIEDE 20 92 AR 
EHE HARAT «3n a — KM XXE BE. HEBES UE EXER 
FALTER ORAE ER ES DA PRIZE S 

RA 


| 一 一 一 


T =x Al : TE 


RA Up o ETER LAH AAT AEREI, D MDOWIE IG n. T 
bER hE. wmm en 


eid 


—P ES CRUS EL s m V/IJ M TR ET TES UE E RE 
453 M tb BOR ERES ARARE E 4d 了 /ds 29. 和 区 s 
前 一 阶 政 变 仅 仅 引 起 RIT WEAR. KRR ERF 
AERARMEA f. 

: 542^ 


d. 9s m Wes 


在 第 二 章 [ 第 206 页 我 们 已 经 知音 牛 怖 的 引力 定 样 给 型 了 一 
ils ipn (Es na C PAE HLS OED T t jE A 
ipni (x. v, a) EIE AWERI GE SITEXUCRES AUI 
HA 


EMADE PHE. JBUCRIRDEÉBHUBAXEREBT H, HA 
SEAIA. TEERAA für. 9. 8) PERD A 


HER, 因此 , 震 我 们 的 情形 力 药 分 吕 为 
mit —x) mp») m 
E 1 rt + p . 

RRETA GAERA REI m.m. Yom. HATA 
Qi. Qu ^"^* 总。 TERT E58)7), 384 DE LE £y 22 3629 

PRO m a.p Ph 

F, Va Fa 
FIERE. 其 中 ,表示 点 P Wi ORBSIEGE. WR I8 3$ — 
AN UEU BUR, i BIER ROS 7] KA: 相应 池 我 人 定义 质点 组 
Qi, Qus 中 ,在 点 的 重力 的 为 表示 式 


m 


Sie, ROME SE ATERRAR BRERISS 3 
HR C EOS UE RLEOEFL BEP TARTARI DDR RC JAA 
T) icf USED EUER — CH AC RE AH. 
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AGMAUREGUEUMIES ESCEAqUAEEOL (n ysa) Qoo 
XN 


j| n dEdndl, (35a) 
R 
或 
fi - da, (35b) 
E 5 
" - dr, (35c) 


EREE, BERRE ARD (8, m OER R 在 
8L REGE , BBA d 苍 面 元 入 整个 曲 在 5 E SE RMIÉQUUS 
ED. c MRHAR. dE Exam, r 都 表示 身分 区 域内 
一 点 a. 5) 到 点 了 的 号 离 ,而 上 表示 在 点 (5,0. 0) WOA 
aie. 安 每 一 种 情形 吸引 力 可 通过 蔓 对 x, y Rr etnia 
棵 。 宁 可 村 求 势 硬 不 求 力 。 其 优点 是 只 要 算 一 个 丙 分 而 不 用 去 售 
ZARAD TJPE ARTEAGA PAm AN. 

Aah, SIREH REA Aip DE IUS UR K ede 
US Gs y, 0) 的 点 王 处 的 势 为 积分 
f| ;.———dÀ — 

Ev Go EY Qr + (0 

m , di Nd di ad 
让 所 有 的 表达 式 (5a, b. c) MA P IAE. y, 5) 不 作为 积分 
变量 而 作为 参数 出 现 ,而 势 乓 这 坚 参 数 的 函数 . 

为 内 势 得 到 方 的 分 量 ， 我 们 必须 将 积分 对 参数 求知 麻 、 对 参 
SORMEA MTRT SEAH, WEBS T ERRA 
7 不 属于 积分 区 域 ,这 就 是 说 , 兵 要 我 们 栈 入 在 积分 的 半 区 域内 设 
dE—^ REESE BS " 的 偏 汐 零 , 沿 商 就 可 以 在 和 分 号 下 进行， 内 此 ， 
HARF, Stef sk Ih dee 2b sh dro TRIR R SRL HE 
A fite RET ARER 0538 450 E RO dh 


(8245 


H dt, 
T 


wi A gt 


-- festen. 
P, = -5 E Y — 5 dtdqdt, 136) 
fjr 


eu, 

EE. RHE SA P fu x8 rp DRATRRIS 8 Pr HASCE EE 
TEE E D ACA AY, ARa B. E kB E SE E 
E. 7 sk H., 

fESo-—RbRER 3S THE TE CT SE ROS a, 密谈 为 草 三 的 球面 而 
FALAR PUE RA AE, Ar EE ER ED 2008 rà (f 
H& z Bid PRESRELELERSP), 23 PCR SEES Cv, 0, 0) 而 势 河 

U m a 
nr 
Vüx— EY + 2 Ti 
如 果 我 们 通过 方程 
E 一 aco, y m adnie, La44nÜ)snd, 


EXE i E5! ARR, M (30e), 5140) 


T NP 
of (x — aces -- ing A 
"EN e EN dB 
má s 


* VI + F — laxeosÜ 
Pie Sca -—22-2030 = r', GILT arsin B40 = rdr HE BLU 
BÉ or) 积分 变 鸭 
站 一 | | 
* 


r+al— lx*—al), 
Xo or Y 


对 于 x| >a RIJA 
而 对 于 [xi 之 2, 
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Kt, Ah BLANIA R EAA, HOTARARE dea 
Eh rib Am, ETARE AA. GRE 
面 上 势 是 过 堵 的 ， 避 的 表达 式 仍 有 意 凡 (和 作为 RAMEE A 
te, BEA r HIIS ht F.XERRELEH S Ah 一 4 
ERES 2838 [xz] 79 6 HRS 

F, = — a sg, 
fx [x| «es 时 下. 一 

SE xS IRE REEL RRA A = 进行 积 公 而 求 

出 ,这 上 给 出 外 至 一 点 的 势 的 值 


这 人 配 然 和 总 质量 (4/3]wa’ ERTH GEA RAR. A 求 敬 商 我 
们 求 得 正 x 轴 上 一 点 的 

F, = — E 
XX EPI AR, EUR RE R E A TARA 7] FEE 
的 质 呈 集中 于 蒜 心 所 得 的 结果 相同 [ 卷 一 逢 432 页 } 


So 习 49 


L Ca) KE AEE DAME. 
(by A a REDAN fr EL EERS 

2, RAA xr oy! — pr 被 平面 x 一 为 8-358 
Eiht, ER m 0, 

3 RA TARR IAE rja + y] b taje — 3 图 我 的 四 
面 形 的 形 心 ， 

aa KRA e Raty EE ME PU. DES 

(b) IRER r + y rn cma 20,0] Z Da) 
AEDH 5 BT oa HARRE. 

RAR m REAREA xa, rA 


- *l6 * 


exe x ox mns. 
6, 计算 由 两 个 圆柱 
E d-y cm RORL Sd y -—R 
GLERS x À H s -—A BRASS EE. 
(a) XT s 加 的 ， 
(b) AT x 轴 的 ， 
7 RRE RARA HARE, RA E EE 
ROEE Es RS Het REH ob, MR r0. 生变 到 球面 上 上 的 n, 
B, REE ciat d- Pje v ofe mel 的 惯性 综 ， 
(a) F x $h, 
(b) 美 于 过 原点 而 由 
x= yig = pr (e tH t rel) 
给 出 的 性 一 轴 . 
9, 设 4, B, C EWE AERE AET e Wh. y 轴 和 = $ 
F5 4f I: 4 , p^ ZAAGA” 
dt BC, 4d4CLB, BOCA 
mu. 
10, &ofétrx—sifnsst-—wWiE. 在 所 有 从 口 开发 的 半 
射 龟 上 取 与 口 虚 相 虐 为 IT A, Erp I RRS AT E E A 
READERS hp. ERHI sem ni Eu p SEC AIR 
NX. 
11,2& 8Z& r/r + yf b tfe md TERR (E m, C) 的 惯量 
3k. 
12, 求 球面 ade oy deos o 1 的 质心 的 坐标 , 此 密度 由 
1 
VIPPET ESEN 


B = 


给 出 . 
13, RHR 
eje fE -taft (aU,yz0,z20) 
的 八 分 之 一 的 后 心 的 * SEBR. 
. FA 


14, — ft iH 5 (zd p^ 5,0 5. FL LT TXSITE X, S 
HS PAHA BE LEE MRBEXE. LH] 
Pda -E 
"m E 
其 中 m A S, A S Um EtNU 4 JEXEISU DUREE) E RJ 
HES, 
"MEAE IRP H, d: 
xia coy -+ jel 
XT OTI BE SETHIEIA ^, 
16, VT FI p PETER 
rckey 
g* 
TE'SBSH D SEBOS, 
17. VE SEM 
ray m y «Ed (asm h) 
证 原点 处 的 势 . 

18. WEERT S E Rine E ERTA T U T A A 
EdRTtmEO BAG mBXqIA—SÉUE AA 
平方 . 

19. EERE HARM SERE bR  RERDSE 
BO 


+Z «I (5 a) 


p = A- Br', 
HERH ENRE S pr no em Bt HE 2 IPRDERTREEROKAUS + 
lip, EBEA EF 


Hajt e ETRAS EHAE, 
29. 半径 为 a A E e E, "ndn mp EPIS. 使 它 
&c^- War x, 了 ZARIEM, EERTE A (0, Ü, sz 全 的 动 是 


* 51457 


PA G + rye 十 1 es — s mox, 


X; Desc, 


和 和 tec eye Sus — EL XP r>a, 
zZ 


21.4 (x, Y) Un Yi EN Ja) AE 8i $425 AZ AEEA 
(PSREJRATRABGEGOIE 3). UT AGED * WUR EEA 


h (yi de y, de y hod" Wy. e We). 


22. AERE BE 30 o, 255p 24r as a, c WAA TE CE 4 RS 
的 引力 等 于 


lap i "(1 一 e000)drs 


X 
f — ls ccosÉ/(a'cos' -e st), 

23.) 3:08 $m 38, Ji da ER LEGE PT CHR 185 Hei TA 
SUE Lx EESREATEHJIESE,. BEANT RARA 
3|8934 (X ECT LE RIBUDbEE, UESAIXT SIS GACA ARGE 
E E. eua mAAR se a Bc ELTE ZR IRE 3 RELEASE 27, iX 
-ARE ips EFE EAE IZXSE—ENR IB. 


410 在 曲线 毕 标 中 的 重 积 分 
a. E3154 


WE *, S EBUAGARGXUESIER e y)-— AAR 
p E RI GGEmiIkeW-—T—3mJsr. bL 
Hx 四 xy) 一 5 fEXo—TGEB)EPm E (JEN. 我 人 科 可 以 取 
H dlr y) — HR 一 5 所 表示 的 十 政 Cs 作为 坐标 弄 癌 的 两 个 
HEFER. 

对 于 第 二 个 向 变 脐 我 们 避 以 站 办 =y, HERR XU 
-Exu PHRSER EU. REDE IARE d a HER Alr y) — PUO y m 


I-" LE 


BET-A. 
kURSHITSL AGES EB, — ERU Jj Ka, y)dxdy di 3 
CIL (16b), 第 489 30] 


1 jiz, y)dxdy 一 {| A RE ddy, 


FS 5 ARRAGA AERA RGUBERUESOR v BU, XE AA 
1x FER: 
人 ev 二 本 


Vei iel 


Nu CE, 
ds í pry y id ud +i 
dy oiei Wī! T gj ? 
TRIR EIA HER 一 分 Ux 6 eX 
HIER. Com. 1S — 43 574r 
Y = Hry). 
{| Kx, ydsdy fas f. JG di, (378) 
TRIEEEIEES ATH Ceo FE- JE 32 db £3 OAE 
SEL). EECUSGgI d. 7R2)UnBy gig 由 一 RRETHANA 
A gredé 的 方 合 ,这 种 分解 贡 直观 意义 是 入 窜 易 着 出 来 的 ， 志 时 
€ HER zkzr) 和 r(o) ARA REBAR e M 
dz Pe dy $r 


de JEFA o de Spr 


"RS 
GË m g E NE 
"m Px d + diy 3 
我 们 得 到 
PIXEL s CgradebY , (37b) 


JUS E SESS S — BERLIN TREE plr, y) =E, plr, y) 一 


* 530 * 


Ed At 以 及 从 曲线 olz, y) E RER As 的 两 条 正 交 曲 
线 记 围 成 [图 +.17), 3x — Bdgat E PUE RU RR ER SE DA uA fa he 
EMEF F 
AA AD 
void di 
AIHER (374) Bt PE SEU; 
计算 二 A 


| 
| 


pe WR di kb—$2p 的 身 解 如果 区 域 忆 被 方程 
ey, 2) 一 常数 一 5 给 出 的 曲面 族 S AAE EER HE 
A RRA Mm ARTAR E Alr 了 :xj 作为 
一 个 积分 变量 ， 用 这 样 的 方法 可 以 从 三 重 积分 
MEG Y: a)dzdydz = E [ra 
: 和 


d yid 
TW yez 


531- 


JEBTE 4 — 6 上 面积 元 素 为 
Và à Tai 


的 积分 EN m 
i (( z as 


uova e pl 
[M (294). 45511 p], Sex] E RU 
Ht f(x,v,2Xixdyds = | dz [<n JS, (37c) 
uz di ds di 
aEE4mEp A -AMARRE ETEB- ELE Hk 
E= EBE, PEA Sbit AAE gie p I ed ET. 那 
ARTAR 4 -—TJIUBES. 


b. FIR TRzhduékj3rf mm RAE zug i2ilbhfRdn. 
*BE sex. MARRAK 
RREA E NEP DHIPe 公式 (37a.b) BAISSE 
fF 01 
USO vq og 
APERE EARR GER (x. 0 一 常数 一! REESE 
C. ESTE 2 Pp: E. 3340 53 C mathi EE EA Ae 未 以 
Teig C. LEE Coa ppm. 4 


cl (382) 


是 移动 曲线 〔， 声 时 若 ， KERER. Ge C EA EDA AER 
Abg. ETE. 9M» 60x. f a) HEX — (BNET [BS ERAI 
PTH Bi S, RU md ue PE 
1 
"Va gt Cb) 
TUAE, APEWA A d fa TE ZU EL D ER BA ete dr zm D 8 8 
Hd. 
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ink 3 ERATARA 移动 曲 而 5S, GEE 
FHERR n) HERRE e A RIAA. 如 果 这 
i5 Ahit gm i dub EB Ed EE r la), y 一 yi) eS 
st#) 表示 , ARR EUE CE FIRST [8] E 809 fc He Dni EV 25 dz 
"CIOPERIOPE GPL 
在 性 局 时刻 二 都 一 定 成 立 。 对 上 ABERAT DASS 


- d, Soa e. 
1 dha E p a, p, 3t 


WESER e BEER EE ORE UT TEUER 
一 dx a. PY du 
emt (: dt +a dt u Cd 
其 中 c Eh (38b) ELDRA, Eom. EE S 的 一 个 法 方 让 
NAE, mulESUSBORT Bed nl EUH ES Re 39 25 RU IER 
E, ADIRRRÁ S A Ebro IE 
n = [£, LE E) 


»- (5, 2r, s), 


AMAY ROMER 
c= +47- N, (38d) 


(58c) 


TU E LEUR EE Té E 


" à GO & £o à k a aq . V 59 0k 8 k a. £0 9 & a t PC 


+ FÒ 39 B ç > 


BOR p ù k à č y B c o» č a 9 à E E * ^ C OB E y à à M d 


ui =] M. TUM GO 茹 出 一 个 由 法 向 速 席 为 上 的 移动 dh 
WC GHED BODCID 4 8 dc 
Y = | nave: 一 L f cds, (392) 


2S IRURE RIR e EE E. E Tez ER ER. C: 序 扰 过 的 区 域 的 面积 有 4 的 
AURI 


* $i 


F [azl edi, (39h) 


Te ex dme Ro IAFL LENDER C. BN TAXI 
面积 前 情形 (图 4.18). $8 Be ef JE in 
ECr)x + nF = pF) (402) 
ADERE., Et CE. 0) RUE TRUE P E CLE RU] GE 
Eom. C, 的 中 心 (与 它 的 形 心 是 相 阅 的 ) 位 于 点 [网 G2, B 


je ed: Le Yds 
Osr YO T (400) 
MEM E] 4.19 
(402) 对 « ARE C, 上 积分 给 出 关系 式 
EIX 十 qGOYGUD = pl, (40c) 


这 只是 次 明 C, Brut C, HEB C.W ESSET S S 
点 所 组 成 ,这 些 质 点 的 速度 的 法 向 分 县 所 (40a), {38c) 求 得 ,为 
a dp — LM My 


T Mr (40b). kic), 有 


+| cas = | n: vé c (4 — Ëx — à y)f di 
e C “di da di G: 


-— dX dY — E D 
E REESE wnk’, 


1» SC RETIA EE RR s ES RE (4025 RAR = bx y) A x I y 
3s c AARAA (38a) 可 以 导出 相同 肉色 式 ， 


i E 


其 中 


X 29 
w|- =e 


de^ du 
ERB 《的 中 心 (X, Y) EER ISTE, fU 
L = Li} | dr 


是 CG 的 长 度 ， 有 从 (399) 推 出 移动 线段 5, 所 扫 过 的 面积 是 


4— | xLw- nd, (41a) 

FREIBERG RE. IHAT (o 而 单位 法 向 量 为 n 3937 
FJSE BEDA XR. S 所 扫 过 的 体 积 为 

y= | kw ndt, (41b) 


Hh wÆ 5 BED (X, Y, Z) 的 迁 度 ， 在 这 些 公式 中 , 当 n 是 
S, 的 “页 前 法 面 量 " 即 措 向 运动 方向 的 那个 法 向 最 时 玉 正 号 。 
特别 有 趣 的 是 3 DRIED 33 REAMER TE Bi S 
BSHR Bahh ASSI Ibm EXE. GXERE LIE DE REL GR IRL i D ic 
Xi ER ERERRURS SEHR Y: 
dd 


twn = de? 


Ap e EAE OA. Agde 
F= | A AT i = | 4d. (422) 
dt 


BESP d ABO SEE S. FLETES) RJ 3S A, REORG 
yel | de, (42b) 


即 5 PERYF CHORI 4 Yee DT DH ON e 
BER, —^4- FERRE REP BL DCORR BEP E — Sh Eee i 
APERET SAA, DRGMISRT OR AURAR R 
EIDA AAA Ika E a 398 3L), 

加 到 公式 (41a), RAGAH 


"$33 * 


| Lw ad (432) 
APSR C PATAS HI, NOGEOATdERDE nfl! 
方向 或 拒 喜 上 右 疝 。 双 于 与 移动 平面 此 可 所 要 过 的 体积 相对 评 的 积 
分 


| Aw- ndi (3b) 
Tj EXE te bk XY. 
ik E 3H e S Toit SR) ege CI8c es ERU D FEE: 线段 


BO3 Dn Dn 88 347 Bo: — p qe] E EP soc SR TKON RE B 3x 63 
同 } 的 一 部 分 。 SEA [Lar TURO ESO gre 28 TD, Fe n) Hou 
M TARAL IRA A A  M NRROR S SE, 

EART., —-ogEXESLEER BOE mA CO REED eE A 
ILONOSIARBRÉRT ADI EE, MA 3.19. ME RARER ó 
ETAR GA 60 d tor — T EERESEEE EL. RITZARI A 
出 由 工 和 和 三 RRREPUEERIE GE. Ap raua, Aa E 
BESE REW GA- ERBRM ATE AMRB D HEBES ET. 

Ek — EE RIA Ge EL EROR EL Cami B9 R8 43). 
Bi 833 mo EREUELSE( EE. E EA RAHE DI, TER 
Bri bi exp ERA EixxbrWEPS.  sbnyE EX BIEN. 
zi RIDE 3H ECES E ZEE E pair DP ARAIA FREg-— 5 
AU SEES ELA, FORERERA S dk S EE BL EE RS E. S395) 
H exe c Oo Ra 0 ETAR T AR AH. ITR E 
PJE Ehi- -AE MEERA, a 
推出 让 这 里 的 表示 忒 (4 绍 ) 4E T TAERAA. HE, Sp 
HER Low n LE Di REEE, RE Esa 
BEEE C Ea dHe EATA nie, 因 
此 轮 于 转 过 的 总 衣 变 正比 十 曲线 所 力 成 的 面积 ， 

EAR BEES 5 7 88 n STAR SERE REP Bap b. (XX 
ku SE AR EIEE AF, mui AL RIA de CERE Ef ur n 
BHÓEWE. 
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41 PEERAA UR N 
.高 于 三 维 的 曲 百 面积 和 曲面 积分 


在 * 叭 空间 中 由 # 个 坐标 ,x AREN (e 一 1) E 
HORARI EU-A ERRE 

中 tty tree zalm EE ( Ha) 

定义 的 、 在 曲面 的 等 一 点 上 至 少 有 一 个 多 一 阶 和 导数 不 站 等， 我 

们 假定 这 个 曲面 的 一 部 分 8 对 应 于 to rotta fa SDRE 

R B, ERE a > 1。 轩 而 外 方程 (44a) 可 解 出 xs Doct DR 


WEH, 

我 们 现在 把 曲面 这 一 部 分 的 a 一 13 IEILEPSE X 09040 
yr 

aa [fee EEEE E H, anan, 


| 
E r 1 Pr, 


ET 
(44b) 

ik—kE X A — epg ii EE ER eR C29b) (53 510 页 1) 的 一 种 形 
RE, 3EHUIDHELSEUS HERHLUCUADIERR. SA RAS 
险 时 RETIER » Aea EETA ICE E 4 ER on 
“EEV AT db UEDEUROH ER EIC E AAA OET 
给 出 。 忆 前 ,我 们 只 是 注意 到 由 b) i EO E ACE EMT. x, 的 
HEC on. 是 由 方程 (Ha) RHH, 这 可 用 第 511 EZEAN 
情形 访 用 过 的 方 靶 类 位 地 作 击 还 明 。 

3 3 — BER RIESTER Goo ore) 在 这 个 n 一 D $E 
SION ACIE 


"o c € 1! Bo 


小 “| hms, 2, da 


- [pe a YE t d 


' dx, + dz, un (44x) 
[n] BU di d. xA EXIRET 5f) (44a), LA BW 1p 7773 


= 537 。 


n ,表示 RNEER Ce) RHI 与 变 号 =。 的 选取 E 
X. 
HALERE ERE TE * EARR IE B GE RATE 
Hop Gee nda, (452) 


a[TJ dl hme p Rn (37a. oh SEU IBGE R BI S 
族 3: 

$n, E. E.) 一 i = i (45b) 
EL IGXVEAS RHR ED GE Gu HE — 3E BRIDE. 
如 于 我 们 用 新 和 的话 有 量 

到 中 大 ZH" 
XB tti An re ARAARA + TO, X5 
(45s) E79 
| dt ff Eta cR. qu "dfi, 

p HEX, (A46), 我 们 得 着 公式 
1 HR jd -dta 


Hr 
nm 
dea "- sl cun 


RETURNED ber 


b. m 维 空间 中 的 球体 面积 和 健 积 


VE CORE HER FO EL PU PU (45e) A- REFER. ETE 
TEE w Sb HI rS ge 26 R AARRE RAAE, IXGÉIRBLDELOS 83) 
y4doe^qaueR (463) 

E Eg ESI E A ALAISE 
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xcdboocodnEDSDE' (46b) 
的 二 积 。 

EA RFEA RIAR, CTARA RARA AAE 
[15145 4526535 B NG. BEEE tisort, re DAR RAA 
ONE R 

1 一 其 >]y 


rmm Ini n, (46c) 
Sk EE ER. dC i TE ARRE. P Bede EC E. mii T Ie 
半径 为 rf 的 球 谍 的 方程 田 
dd 
iB. XH, 


$m Ion Roo ml (46e) 


Am 


HARTIA (45e) FARRO 在 球 (46b) 上 的 体积 分 , 即 
il Hjir edm m | fr) "IN -ofdo — 6D 


- Lco, 


其中 Gir) ERRAI TAB, AA, H (Hb), (16e), ERTH 
bre rot rr 0) 


FERE 
lo(r)=rl ID (yd. (472) 
2 i By X 

Eum ud dd 


中 
车 出 的 in 一 OESR B, Es fi 
Sa T ri-— wie 


用 新 变量 
8 一 


9H 5 


R B, m 有 
Ba = Ir = vis rs 


处 L473) 我 们 得 到 
TOR ERE | . 1 dE ny (47b) 


其 中 积分 是 在 # 13x E Drm 
ET ce LV X 
BITES. elxX 7b) HR 
uir) e cr", (47c) 
其 中 


En EATR SQBUGHAA. XXE m EDAD DCANGETU EX, Hr 
KLHRÜUIORUENIBPESSHU (m i) AEREE. RARAS 


E E 3 7 > 9" A g A E 电 "^" — — çO à "a €* kk 


fExg (46b) LAANE 分 的 公式 {45f) 现在 取 如 下 形 武 

和 ad 

一 公式 我 们 能 方便 地 计算 w.。 我 们 选取 函数 (n) 使 当 
R> co oM ERGSUDEUMI AEN GT EAER, d 
此 作为 xu t r DEN AO VERE EU EUIS E MCA 9. 
ch Tae f ABA 

Kr) = exp( — r5] = exp( — r — s.. — xj, 
f 在 全 空间 的 职 分 是 了 在 立方 体 C. 积分 的 极限 ,其 中 ,为 中 心 
杰 原 点 , 边 平行 于 符 标 轴 而 这 长 为 25 的 立方 体 ， 此 时 ， 
IET 


-- j x, f dr, af dx, exp — 17) 
1] 在 指数 Ff JOE A Eo apod S SPHERE SC ZEHN UU Ibi 


4 $4 * 


Pw. 


X exp( —21i]* --exp( — 91) 


— (V. erm. 
TÆ, ra c0 秆 ,我 们 从 L481) 得 到 恒等式 
n etas] x- (o. 人 ero dg. ( 48h) 


Abu 一 2 的 特殊 清 形 ， 下 与 第 501 页 美 局 的 论证 法 一 公式 司 避 被 
SH ERICH T (25a)] 


r (>) 一 全 ed — x. (48c) 
A Hi. ERES € € AH 


| = dd. x l [ g Fg MI. 
" 2 


上 r` 
2 r(z (48d) 
在 这 里 , DC) AREE 4) ERCHS 329 而 外 中 由 
TE |. ee 


定 文物 个 到 函数 。 因此 , (46) 导致 ， 线 单位 球 浆 胡 面积 的 全 

2 

ric 

MER eR, r (二 ott Molten 
(4) = (a — DIG — 1) (485) 

iro REAA Ro Ht DUAE Roc X i SL APER U 

EAER 330 m), FEL SEES Gs 


"ete rmn em 


tn 77 


(48e) 


1) BJUT 580 ul, 


e 541» 


X33 n. 利用 (48r) 
r(z)- tu Een) 


2 (n 2) —32:--51 


301713 


用 这 种 方法 我 们 亿 (52e) a EIS Sil 


th Pr, ey m Ar, m Dp eom rye 


uw 
l 
a| 
* 
me 
E 
o 
Er 
ad 


ACTORIS R Ern ERAH VR), 在 公式 (48a) 
中 ,我 们 令 1 一 1 从 而 求 得 


VA) = fef dka- dX, = tt | pde RI, (39a) 
Re 


1 
Pa = g em 一 Fat (495) 
C) 
F- 
Ea RARER. BE 
Pi 3, EN; — F3 B. 一 x 
neie ae Ean (19c) 


c. r. SAEN 

E a € TEBERAIBIDIGÉHBRATES frg r AEA BEL 
SE XaEUmE, JERAT PAER. Er 3S BEN 
E 


tery -OEOROROROd -o- o moPÉ OR om om od 


Xa detis o7, 8) 
. AHAN 和 ERE (uou s) DAR no PE ER 
TR., JEE upt’ r iru EE B EIER CF 


+ S2" 


AI 7 lil. 


MERELLE 147 DD 
x, Bn ... Om, 
Bu, Au, Dn, 
dz, xy pea Pry 
- Öm dw Ds, 
0m Om ||. rs 


ĝu, Da, Bs, 
中 ， 我 们 作 所 有 可 能 的 + 行 行 列 式 D. Koh cm es 
is ;例如 ,这 些 行列 式 的 第 一 个 是 


er 
Ou, Dn Ou, 
D, ~ x On 202 0x 
Ou, Ou, Ou, 
ör 0n |. Oe 
Bu, Ou, às, 
BPA e Ema DnR Ht 


给 出 . 

情 助 于 多 重 庚 分 的 换 元 定理 (第 489 页) 和 行列 式 的 简单 计算 
1 这 里 从 略 六 我 们 可 以 证 明 由 这 一 表达 式 定 尺 的 面 肤 : 当 us ttu 
用 另外 的 参数 替换 时 , 它 的 值 基 不 变 的 。 我 们 还 看 到 当 一 1 时 这 
公式 转化 为 弛 长 公式 ,而 对 三 维 空间 中 * 一 2 内 变 为 第 513 真 的 
面积 公式 . 

F r ~ #* 一 1 时 我 们 来 证 月 公式 (58a), 其 中 *# 是 在意 的 ;也 
就 是 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 : 


ICE 
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t 一 diu. "tds Usi) (i zm l, EEP Y) 
PP BDR 
- Eel c. Didim -dena (50b) 
TEET 


D. ~ METEREN Eiin Figja t*a f.) 
[| 
dn, , ， "1, Fa) 


dima t, Re) o 


dCx.. e, Nias Xin. r e) 


BANNA exiis 
ARRE QSRÓTSIDLIREE w, 59 0. PE, Hb), 4 d 


可 ma 上 inte dx, "xai 


ib. 364] SHEER 
grade | de, dx. um 4X Did, - - "dus s 


wr 
r3 


eura. (oo feed oth 


ME, ME EEEH, A 
D; m dz MIRCTLIPPBABEEPDICUTMEEEIEPM, 


D, dix, i xs dns oir. uu) 


EF: CT Tn Xggua * t, EFT. 


dix,’ ETEN. 
Prii EST ER TPSA On cot Bs tutta) tt 
Crott ts x, 4). EHEER, GE, SMr 


DE + da =D [i — l;t", n — 1) 


RERA 时 ,我 们 就 有 Di De duos F 


25444 


Di Pi, 
D T a’ 
计 就 证 并 字 4 mS Ob), 


KETLERE, BRA 2 Pi 可 表 为 # 一 1 行 的 行列 式 


W = $ D ~ TKa X,,.,) 


i=] 


» oco. mom oWwom om mom omom mom oi oBo- 


Cw SEE" AAE LA i91 Epe EE 
A= f- JM d eda 
Éik HIE ONDE ES 


x, — (9x. T -J Al X, - (25, i. 


Bu ST 
的 内 积 , 即 表示 式 
dr, Or. 
其， CX, — > 
i= Bu, us 
9 il 4.11 


L HEY » SEHR 

x, r 

Topp El 
E * 


e 


BEB, 


(50r) 


LORIDGRSÓCY x, AER e RE ERR ri ot 


如 一] CERS 1 3x29 83 A, 


3, —4 n- IESICE AE v Rus [d dt «E l Aet AE IRI 
的 安信 ; Bri£— etr AREE 9 7S8 HAAR CE m p IE 
-ARE STERA A Sun. E98 RI ns [ub ir UU ig 


ER. GKLLEHMAR x4 229. £ — 1.20.8 机 


= $45» 


apip frs] 
e PE da 


HRR 0 单纯 形 的 体积 ， 
412 Tri ios PRU 
&. 一 至 收效 性 ， 对 参 姓 的 连续 依赖 竹 
URDAIA S BUE RE HIA. Aa, — S REB RAT 


U vtm l 
| dy +i (51a) 


对 于 在 区 闻 一 1<x 0 mui x 米 谤 是 一 个 广义 积分 ， 

我 们 已 经 惹 首 (第 76 01); RR HRCERER EGER T AREALE 
HRI RFS ANERER. (ER. ETC DC E] DE TEE, T 
沈 就 不 是 这 么 简单 。 饮 区 ,证 我 们 考 屿 积分 


F(x) 一 f ER ay, (51b) 


ERBB x c 0 xoc 5, Joe rv 一 zr. 这 一 积分 变 为 


| Sn? gaz d f aE gea | ENE d. 
I ox p g C 


正如 我 们 在 卷 一 已 经 知道 的 \ 第 330 00. $09 
[ sing de 


3 


ka, MERECER e/i Um—, 36 532 TO. DIR, EUIS 
$i Cstnzsy)fy 作为 # 与 了 的 畏 绿 是 处 处 连续 的 ,而 且 对 * 的 性 意 
f£ EA EC AER BEER Fia) ES. 
t S0 ri 
f mmu - TERRE (510) 
— T Más < 0, 
A xx — dt 3; — n dfc TE LIO 1X 5768 ER SCHIE - UU 


' 5467 


AE TE e 34D (3e — , 86 555 EDITED ZUERST S 
EGENT. (UN SARPERHCHSIHO SS ERU EE — 6 CIR CAT E 
BDUEYERUR— PIEBRRGPEK. £X. E ARA EMT- 
EO HETE ACTA LAS | E — c S CAE. 

我 们 说 积分 


FG) 一 [i y)dy (523) 
ERN aca AO k abe Bra ROKN «fb 


Ld 
4 -» =. 4 YE k "So * 


pni, Bd PANT zjphree REOS TOR 


OMA + + o + 4 


PESSAR 
m" m Om) 
FAAA RET RU 
M Hx. v)dy 


p"? m" «xf "dy 


i y^ 


boo. 
M («— 1) 87" SH (a — 147" 


AERE XISHSr TE A ATEM Oi. ge 任意 小. 
BREA HLCERTSHR T UC SR CR GE REGIE REUS, 


" m B BH BH FR 4d EK t à & c» 88 B a4 9" o» t 


piss ER IXE 3318 LA GE X RIRES x ESTESE NUS 
NI P 
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因而 ,从 (52a) 
IF(e - ) — FG2| « IN (Fx t by y) — x, DIE + 28. 


下 于 在 有 界 华 上 疯 数 fx. v) EE, RE ELS & nib 8g 
dye [SEE LISTE ARAT e, AiE T AH XE SERE, 

SEPARERE ARRARAS EDS GARI IRTESE ER IRD, 3m 
似 的 结果 是 成 立 的 ， 例如 , EGER Kx. y) Moy—adpETIL 
3j. APARIA PI 


E EK > è + 


Fix) 一 NOD (53a) 


E «s» Pepe, UIT (geb es RRN 


TUdAT s HL, BERA eC DOR 


ath 
I Kas yy <6, (53b) 
mr 二 5 的 剖 域 中 ， 条 性 
MG Xu M. (xD (530) 
(y — a)" 


ARA REESE DR, 

如 果 在 区 闻 a em ov e borne Rb — See. DU XE P FOX) 
gx. REAREA PG 积分 * 寺 是 ,对 3 机 分 是 
在 无 限 区 阅 时 ,构成 了 相 空 的 广义 的 景 次 积分 


| es L f( x, yhdy, 
Esp vis E RLE N TA E pS 
(ax j fx» yMy. 


伐 夫 有限 区 间 esca o. RNAAR A IE x 在 无 限 
区 间 上 积分 ， 但 是 。 累 次 积分 不 一 定 收 仇 、 便 如 ,积分 


S rd Ir SACS H 


1 548 = 


{ù 
f Fix)dx 
l 


RRE. 


b. PARIHAR ERRE 


-piak RBEXAEdUESBRETOEDEEREESO ET 
W. Rmi £8 SUAE MOS ECORUK Sr. ERN GRE BB ER 
RERE A 38 596 EUST 1. 

ATRE ARRE TERDA EAn, 42418850 cj 
CR F TAE E RE E WEHR a ERARE), 

TT. 


Pix) | fir, y)dy (542) 
EKN sx P LER. I 
las N jx, y)dy 一 [ay MOD (55b) 
为 证 胃 此 判别 法 .我 门 全 


es py = [fs, yydy + Ralo), 
REE, Raline elh EH eA Qo RP m ERR 
TcQ2HI»bAce HATE. MA s R MRE E 
|“ ax ( flas y)dy 一 E [ Hx, y)dy 
e P nou Lay Eo 
A . 
十 | Rar. 
Hur f 2E MV DDBag ose ge A 
B - CHE 
[re reno [rof] 
etA — nj, 
YARIS ATER, RIIE Ak (54h), 
51 356 5 AREA adeb n 35 BI EA f ULRE- 3S. 


= $49" 


RRD RF AEE EE, RRM X — ETE 
DETE BRUT EE 494 ah KEETA Ak int — E 


E 2j fr 3) dady 在 整个 第 一 象限 在 在 ,由 


| d IN Kx» y)dy = ME NES yMx, (546) 


公式 《34c] Rar Doo P- X — BOR AUR c PEEL EE 
的 方式 ,在 一 种 情形 中 ,我 们 用 平行 于 x 轴 黎 无 穷 抱 带 形 上 的 积分 
去 道 近 原 积 分 , 币 在 另 一 种 情形 , 则 是 用 平行 于 v Sii. 

如 条 积分 区 辣 是 有 限 的 ， 但 被 积 隔 数 在 如 分 区 域 中 藻 有 限 全 
直线 p 尘 数 或 有 限 条 更 一 股 的 曲线 上 发 生 间断 ,类 似 的 结果 也 
是 成 立 的 ， 相 应 物 定 理 如 下 : 

WE. 而且 积 分。 
NOD 
UEIH ex eng qr) = cao Wi ELE RT = 
DERBY ME 
d à 5 A 
l'as Ka, jay = Fa is cu 


这 就 是 说 ,在 这 些 贿 定之 下 :积分 和 狗 次 序 可 以 误 换 。 这 个 定理 的 让 
Hz HEERA (4b) AIER RE, 
HAREA RRE A RAAE. 下面 的 定 ESAE: 
WRBR oD CRN ex a SE 上 对 + ERER 
oem. PERTEJ 


PC) 一 | Hes ay 和 上 ss pdy (552) 
TZR% Ny 
FG) 一 | t. nas. (55b) 
RATH peu y mU fco ED dee. Dd 
A RT 


+ 5] + 


Gr) = | AET yJdy, 
Bil (545) 给 出 
Li E ww 
[ Go] 应 一 lal. f(x, yMy 


一 上 oj Gens, 
Te OR EORGU OS 
[Gs dk = E> N) — fs 9), 


13 E : 
(Glods = FI} 一 F(a) 


MURTI ELI x PE. 得 到 


dF(x) _ 全 
一 Gle) J 1G. YEY, 


这 就 县 至 证 的 结论 . 
Pp dr Ré — HO P4 v RECTUS T EC. 89 080). 我 们 可 以 
UE Wee P. A RAT 


[isd = [fos avc | fr, nan. 
其 中 是 积分 区 间 内 的 任 一 固定 值 。 然后 我 们 可 以 把 以 前 已 经 证 
明 过 的 法 出 用 到 二 过 两 项 中 的 每 一 项 . 
如 前 所 述 ， 我 们 的 化 烟 法 则 对 积分 区 闻 是 有 限 的 广义 积 分 也 
成 立 。 
e 8 
1. 我 们 考 旧 职 分 
[. eddy 一 1 (e 2-0), 
0 x 


WR s zl. IX pi, ARARE 省 
L eC dy - NA -— e^, 


SH. 


APRA pA F x. am HRR 4 e? REUS e gar far vt 
T RREAK RET x Hb CONI n EE E UC 
H. 办 次 求 微 南 ,我 们 得到 

"aa ue x o dl tacit ms uu. 

Lo d'y mÉ NT dy 2 z 


7 Ga YY mn Ed 
f ye "dy 


et . 


RAe, H x 一 二 时 ,我 们 有 
FG 1) 5 l'y*e dy m nt 
t 30 ILTEL ES FC IR S RE E Vc -公式 . 


2. iS ER b 25 ug PU 
N A xl 
n gt y' 2 x' 


SE HC EHEELOBR AE 3 m o, Ho e EXPE XG UPS 
TORSRESHESEBU S BBDE SENE. HODIE ROGERII AT TU 
RIRA 


| .1.l 
0 fa t yy 2 J » * 
| dy z l-3 1 
ey E ttg 
0 2 2:4 x 


C ot biona i 
Ü (x? 十 y) 2 24. (22—2] NL 
E DAS we EBEHUEESE ua r LERRA IE ETE 
着 游 一 第 一 分 期 299 页 )， 为 此 ,我 们 令 um n. EHI 

全 和 ea 

n (l+ yia) 2 2 4 一) 
z n E R d 


peapa, 
AUER X38 RIA 
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这 沾 差 满嘴 不 等 式 


||; e- T | 


+ |. edy 十 i. 
KERAHE Y ox. iri em X, B 
r e dy 中 B el LM 
T T 2 


REE. mzk, ma 
(ertet 


Q7) 
IB TORÍR 
litn (1 + Y) 一 g" 


上 | «E, 


Ly 


号 第 501 页 Q9XTe€UBOIEA—iE, XumEiDTAC PEU 
S 


ln 
kn Ida nV NR 66) 


IRE E87 COR— A Dp 300 页 ) 的 公式 《80) 等 价 的 。 
a 为 了 计算 积分 


[5 
我 们 讨论 函数 . 
Fio) 一 | eur EEY gy 
" y 
Tu ox 20, 这 一 积分 一 各 这 就 ,同时 ,如果 x 2250» 0, WMA 
[eter 
Hke, H s EERE sdb, 4 x o t Foo Rx 
SAA r ah RA 
Fa) 一 - £7* sin ydy, 
本 次 分 部 积分 ,我 们 容易 得 出 这 个 积分 5 帮 洲 一 第 295 页 六 
Pt 一 一 一 ] 


十 和” 
SUL EE 
Fis} = —arctg 2 t C, 
其 中 是 常数 s， 由 于 关系 或 
F< 


n Jj m T 


Hrg HRI Sinë im F) =0, 因为 limarctan x =u 
z/2, C QE 2/2, Mnged is 


F(gy) -— S -— arcta x, 


D) 让 里 arctan v GO GEO SER E WO SE td -- CR ER 


ub LE 


DA] 3g x z 0 if F(x) EERE, A 
Em Fir) = Fi] = je dya 
KAOTAS A 
r day (5T) 
D oy 2 


{参看 车 一 第 537 页 ). 
我 们 求证 明 


| gi sin 5 dy 
€ y 


Eprcrgqm| EUIS adi— xm 节庆 于 用 的 z= 的 最 
小 的 障 数 .我们 可 忆 将 积分 的 案 硕 Be LEE 


Uh n TE. 中 
Lese kent 


+5 | 5 Sy dy, 


-—Ó n 
4 XL BUSES EHE zhe FERRE BEAMER a END ST E, 
WE. HAEATA 7 3 541 mom mau ES 056 
XHéÓPEEB—IN. HERETER 
[fems dny p| a (89 gs Laal gy 
" Y 
Pili 1 dye 2x 
A A 
ExtEUODRBORERT + mE LIEG EAA IS AEE S 
EE. 
当 pL£RSLIÉÓ RR. 
N FE * sin ydy 
P^r— TC i i f A o gs d 
, jet ainy|dy € , 站 = 


7 zz et 
x | 


' 335-7 


立即 推 号 。 
4. 我 们 蕊 了 解 到 析 分 的 一 歼 收 纹 是 积分 次 序 可 交换 性 的 一 个 
Judei. FERATE,  OUEACSUEA HA, 


+ Bo + 4 g 


MARG fay) = [2 一 ryjeye 7, 5A. E 
f(s, y) 7 E ape), 
üy 


对 区 间 Om em ] 中 的 每 一 个 xz， 积分 
NOD 
FERAL HEt LEH e f, EEDE. w, 
f arh fix, yhdy = 0, 
53 — Hi iB.IN20X)8— y>, 
fa 9) 7 E Ce 
我 们 有 
ffe nam ve, 
因而 
人 dy f fix, yx = | ye "gy em [eey = l, 
[d 
f da NT y)dy = i dy f Has 92, 


d. 3EXTUuReggm E 
SES AEG 
F, = u inleder Fi  ceíe)dv —— (582) 


Hoc DE SCEV. ATHERE EAER = 一 后 得 到 
ro hu, em (m as 


Ü uf s 


- 555 + 


kE Hie 


【这 由 替换 x 一 ri/ + BD BARS E Eee ne MA 
是 允许 的 (我 们 首先 把 对 + 的 积分 限制 在 有 限 区 间 Ma a o 
Ea a0, o2), 

Fim iL L dx r e" din tdt, 


Nd" 


FF 全 NI 67 costds, 
ü A 


利用 分 部 积分 法 计算 里 出 的 积分 ， 我 们 将 P 和 P 化 为 初等 有 理 
函数 的 积分 
r4 1 2 x 
i -Ak I "TI Er 
这 些 积分 可 白 着 一 (参看 卷 一 第 303 页 ) 给 出 的 公式 进行 计算 ; 第 


LAGRAMEÉB DER * 一 一 可 收 或 第 一 个 积分 ;3 xD 


"d wu kl z 
x 58h 
上; F, 一 个 了。 (58) 
+ 3 《12 
1 计算 
MTS 
2. 计算 


FU) = CIC dz, 
3.3 f(x, y) 二 阶 连续 可 向 ;又 设 (xs y, x) SE VAT: 
u(x, y, 21) 0 N 所 E goose, y+ c sin)éd, 


ul irl 


LE 3B 
zw, 十 - Hay 一 Hua) — Hr mm Ù, 


4. 如果 e — 9p EESECISRDMH. 
WET A. " Kx yy (o 1, 


je 


5. 为 售 
F F expl — (qi + liry t cy 21éxdy — 1, 
as dse MAIS A RERO 


6. 
t pm 
(a7 l . | exp[—iaxr’ + 2bty -t cy7)] 
X [4x d 2 Bey H- C ifa dy, 
A pem 
Cb) | | exp| —(ax' 十 thry 十 eò] 


X(az'-k Zóxy + ey arity, 
就 中 al, ac— 0, 
7. DUET EB. oin E 


+1 
non =i SOR y, 
T delad] — P 


MEER 
KL. 


5. A PURO ER AREAS no) 可 定义 汐 


at Mi fim. 
Jais] TER 5e [Za — Da r^ (cos xr) (E — r) di. 


证 明 
ET Éh GS, 


. $58 


(b) Jae. P7 da 一 2. (5 z% 1) 
B. À 7 -j 
9. AFAR 


(1) Kla) =a u (7 coszdx, 
g^ 一 g^ 
(b) L 一 一 一 ens zidiat, 
(c) Jiag) = |, expl =y? — aje dr, 
(4) F sin Caldas) dx. 


其 中 加 RREH 7 pig Xm LUCR RC 
10.1]8À; 24 ^ XP 


E 
| zin'ax dr 
n x 
5 bga EMMA 
L sin'sx — sin?bx di- 1l eg Lu 
ù E: b 


n, jeg V os 1)ay TR SUEACT IDUHARUR GUN “不 
— Bl sho" ADE MERER, 
4B 傅立叶 积分 
a 8h 


在 412 中 经 述 有 理论 , CITAR SEHR Dt 2 OLA a E 
649 TERR 它 在 分 析 和 数学 物理 中 是 一 个 基本 的 定理 ， 我 们 
[]4B—'F, Argen — 3E SLE ZEE TEE EE SE 
AG BREL, FEE PROS ERG Bor HR Pe UT EMPIRE 
f(x) — P ^BEERUT AER ide EROR XCIERESS IET] < re 
-opi ELS TETA, BELS Ib DO PE ELES EUN t LER 
$. 

ZTE f(s)， 我 们 作 以 下 的 假定 


. 150 * 


L GO ZETESCHE ERIS RAAE E Se HEU IE E Ple t 
FG. $83 HR S I, 
aTi 在 每 一 个 后 外 点 的 附近 有 界 ， 在 全 外 点 ，x#) HU 


HEGRA RATHEE. 
Kx) = [x + 0) + f(a — 071? (391) 
3, 积分 
ML (59b) 
Dr ak. 
ARN SCRIP EBEDmSX 
Jis) = I [ de] Woor — sis, (60) 
WHEA 
cosr(1 — g] = i 人 
i4 
elr) = i |. Oed, (61a) 
A 1x -= 
M TInIZHBB A UN 写成 
- d. NT FX. 
K= = MULUCOLE CET 
1 (^4 _ 
= jim ——- | rT) lar 
dem a Ig i 
Tin Jz |, «coena, 
AE, HHE RER 


fi) 一 i T glo Jer de, (51b) 
Jl. 


1) mg ORE o BERERE R COO qd Rs Geni. n 在 网 让 点 上 附近 的 存 
FERA DICH Ae 一 9 和 天 < 十 02 gr, 
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写成 复数 形式 的 ls), I5 — T RE elerh, 1 NB ipPESENL S] 
DESC Ue) 详 系 起 米 了 。 由 公式 (1b) 扒 册 的 情 立 时 定理 , 网 一 种 
PAARE RRI] d; ERL, CEA HH, r] E 
eCr) MUTER. EeTfBEEBX-TNEDBETÀIESEXLSE, 
FEDES HUE de d gn DEBE SERRE EA C60) H AT ERE 
(051b) DI AEE 
+ A 
N ` lim | 
KAREE ERROR HUI, ufi AAA la) dp, IBS 
(39b). [Hj iios SEU, Man] ETSERAD UB ME BIP] -+ co 
和 一 名 ， 两 小 公式 【6la by ETARE, aemet 
3882 Hl —r Eo UB k, 
—Hruid,. ME x0 的 情 立时 变换 eir) BEE. ch 
TEH Ah 外 (61a) RATHA REIHE GE 
gm bL. fered gr), (62 
NET j ) 
m S fix) Ex AERA. v ep e 3b, ERA, m EA 
i 它 也 是 实 的 ， 事 生 上 ， 把 积分 (61a) 中 类 于: 与 一 上 的 贡献 E 
EXE EZB ES 
Eir) = Ju » Krjees(TfhA. (63a) 
Waa Y gri —( —T), X615) 国 两 可 忆 写 成 
ex B: NOT 


一 了 i co8 (Tx)dr | Knows (atje, (632) 
x Jn d 


Fla. xD APEX Ux). 
gtr) 一 Ju | Ka sa CDs. (64a) 
在 L643) 市 :上皇 是 一 个 对 于 实 揭 I ei 
* ^ 


IE RE 
"nts -六 g(r) sn (rzJdr 


m 


一 二 L sin (rs]dr 人 Ketsin Cri) de, (645) 
RIIAST TEDE, Aapa EHER. 


b. $1 


LEGO Xn FEX BJUTEBERIX,SE € «1 gp Oe) — 1. 33 
xr Lig Kx) 5, aA a) HIST E AJERAN 


2 I sinr 
PET) == —— | os Tr) = -> 
JL A 
(1 H xli 
j m 2 t DLL EE, 
x h t E B 
(LU 当 x >], 


(55a) 
TRAER ER hA AE ROETIBINIT, R, wee 
TEs 的 积 身 可 以 是 参 变 旺 * MARAA, TRIMBSERIHOSGSOS tX 
Xem), ARA, XRXRRNURITPESUOU ESTA HEP Xd. 
2. Hbf) — 5*3 x00, ER RRES HAN” 
3E X 1 Sg PRAE, PEL DR 4 45 79 iin 5. 


pir) 一 ^ | cos(tt)e dr = JE P 4 5 
[S THERI, MBES 296 ARA 54)]， 由 
(6355 gb SEDI EA, 
f) e. 2 (" ke Ca, m crue (655) 
x t pr 
男 一 市 下 ,对 和 负 鸭 s 妆 抢 e ERA x AAA TI 
2I EV E 


"35817. 


gi) "A | sin (rie tdi 一 EAE T 


x "E 
以 点 公式 
eU 3 x0 
f) -| Teir (Ta) qo] o Semn (650) 
w de ktr 
— pAr 35 x 0. 


3. 函数 f(x) em 6 给 我 们 的 反 将 公式 一 个 有 直 的 说 明 ， 圭 
立 叶 变换 是 
gir} = A [ 0A cos ( xr jdr, 
CR BCRAUEE, DODACRGEBUMECH TUCRÜREUSGR. buy 


是 可 以 通过 解 一 个 微分 方程 求 得 。 微分 HOGGAGXOT 分 部 积 
分 ,我 们 得 到 


gy A C (2675 Jain (ard 


- à. 
V 2x 


€ sin (xt) 


-z | eT costar jda] 
0 


= tegit), 
由 此 推出 
e laCOen = [gr g']e7^ o O, 


或 
因此 的 形式 是 


gre = EET. 


glr) e ee, 
B, ER j= oe 7 的 傅立叶 变换 具有 形式 
gr) 一 eeh, 


其 中 带 有 一 个 确定 的 常数 5。 由 于 | 见 第 S01 页 的 (2521 


PEL 2 eh 
g Tx ELO} - /2 l. er "dx — x | (Y dy mn l, 


» 553. 


EiT} = Z r e5 costar jdi = e”, (66a) 
c. 情 立 叶 积 分 定理 的 证 明 


证 明 ( 类 似 于 第 一 卷 中 鞠 于 但 立 叶 般 数 的 彬 严 的 证 明 ) 基 于 一 
PE ARIS E R- EIE ESTER 
PROFFEN 。 <: 一， GRRE PERDE 
lum j plin Atdi — 0, (67) 


A9 T uEHHEIER, RAHE plo M X am ib, EE 
R—TÉGEmRHEXC, ita 和 PF ds 


à caca 8 &— RE cph, ec Bg 
M M 
PR 
E 
i pKa) din Ard | Eaa IEO sin Arde) + 28, 


EARR e ma m B. BE pO 是 一 至 连续 的 ,因而 我 们 可 以 找 
到 5, 使 得 


PC- pO < 
È -~ g 
现在 , 在 积分 中 用 :十 y CER S, RHA 
Paan Ardi = 一 Fig ( T z) jn didit 


-- 一 lj pir) sn Atdi 


E 


k 
一 站 到 


- į 


q (: + z) —«&) sin tdi 


+ fi-a PU dn Arde 


"$64 


ra 


m 
- EIC + =) sin Arde, 
这 样 , nA ACC S ER , «6 H2Ms[l 4 c6, 我们 就 发 现 


2 gor» «67a i4 E+ TMa < 2B, 
a à — d Ax 
从 而 也 就 有 
Ir pi fisin ^ie * x, 


ETFe ADRESSES T4 07). 

TAA (67) 9 0E — RE EO TTE or UI b DAL id x 
ARETA, KE <ra 可 以 分 成 一 些 开 区 间 , 在 每 一 
个 开 区 阿古 pt 连续 生 有 界 ， 

Hp OE TER, EANAN: SÉGGE XB G3 m fp 
559 4 560 ATALARI 13. 25 TERRIS RE XC) 
Te GERE, RHEA I IBEXHRAHX ER ED 
AE), afe Ee T TR ELSE YU SR ER HIS ,对 于 正 的 A 8 (AAEN x), 
我 们 5 引 诗 表示 式 

"E b N dr Nu Ka)cos r(t — ajd, (68a) 


NL 
He, Ai RER s 0, HAEA TS) B, RIIS 
Il... Ki«osr(i 一 za | < "n [Mede «x, 
由 此 推出 
line [. jj eos tir — e)dr = |. jere 一 rida (683b) 


ArH, 
我 们 将 安 注 明 的 公式 (60), 可 叙述 为 
i) = im da, (69) 


+ 585 e 


因为 积分 (68b) —3x lc f? des X da 的 积分 C682) mA Hl 
[1138 5915 TR FEL UI, 4b), 29 549 TR). XX E 
PEEL 一 | di | fir) cos t (t — Jdt 
ʻi [^ iG Sod cr) a) oa 


Tu 
一 上 | TOES sn 
T F 


| 347 x4) 


P 2 
LX, 6572, 第 555 页 1, 我 们 可 以 把 这 个 站 打 写 臣 


sin d: " 


m= [f(x t 6 t r0] 28 


LIC ++ 0) o7 f(x — 0) eis pl sin Atdi 
2 vx la 


0 , L [p sin Aidt 


d 


十 Li pke) sin Aidt, 
T J 


Epee- EALES, m 
"OE fix tz) — Arto 
f 


{lz — r} — Ile — 0) 


函数 pte- HREN: 除了 可 能 有 有 


(2 Bale H Ang ARRA 
"- ü 
j, Oe - cod 和 | fos r — +t 
Pd. nuez tb) SJurBHgt" AE ARE JELESCELP DE EH jS 
TERENA. 


(046 


"NE 


Es RS. E td Fd en PRO f£ ELISGATYE REDE £56 9 处 ， 

BEES GO 保持 有 界 ,国芳 i AARRE. pl) 在 1 mm 0 EXER 

FAA? 可 微 和 站 有 上 异 堆 出 ,因为 用 微 务 党 的 中 值 定理 
ptt) Fr — aij, 

其 中 #8 与 1 都 是 介 于 0 和 1 之 间 的 某 个 值 *， WALST ER 

C p0i[les 


1 aa ana 
im M IN sn zd: e D, 


此 外 
"一 有 


ir pian Arg x ~ 3 sin Argi 
* "Er i 


Hx + 0) titz— D , sint 


mr -2 AE z 


dt. 


ERZE, HENC 2,244 00 BÓ HAEATUCCT 0,78 iU 
ERC EEA ATR ied BER — T BUD A Wo 9 3X5], 
这 就 推 得 
lim jx 一 Herati 3. 
ik (69) Gr, D DO EACH T 
Hc t 0) FH — a 


f(x) 一 DLL 
d. AHR oe Eo ai RE 
反省 公式 【6lasb)》 是 在 对 函数 f(x 作 了 第 559 至 60 Dj 
QUREMR UE 二 -3 下 建立 的 ,茶几 
N HQ | dx 2 C e 0m 


13 aE. X T ELS Dl ve PE E189 PER EE FEDT dp. vA E Haken 
Ei RR- 4 ug m po. HIRREN a h a tn mee 
Peg! Er tI) TABA: vi EXECUPSIESER ri 其 = — 22 TANE 
I= pori s — 0) SE XEODRS Bp A e m HE. 


Li E 


H= MEE S O1 络 出 的 情 立 叶 态 损 D mum. 
PR RERNE 
£st) 一 "E pL Kaede, {Fia} 


Y at 


E a 


la | on 
a 2 


FE 
Ja iA 


1 [ ; 
< js uu ian, 
EHE BL 9, WREE ESA EAHA mA 
[eir] — gatr)l e 8, 
这 战 兴 出 8， EDO ERAR go Fg S t SECRET ER RR, le Er EARN, 
— Bibit, SER IDEE E ABA (61b) HU BU — Xx 
gr. BHAR 
MEC | 
fake) = —-- | 中 ec 
v 2 


HAERERE ELH ox aA )6(a0. $Edg. cnfE€ PONI 
B. MUESCCRCHEXCC BJ. TAE 562 页 例 1 中 所 春 到 的 那样 ， 
APTE íi aa Ffon EA VRXRBIEDGGUU XGA 


(7 aola 


TEXEBHIE T A1 PARTERRE EEH (0e HRT, 


V 2xt 
ITA EER UA, FOJEA ERORA F] coe a Jr 
WES FUE Ae A RUE le 2e Qu Rc SR CE ME 9 
(dE BUR 了 UR Sm EREE E del ERDIA EEE AiE 
HG mtm. AE O TERU TRSN ER 
Tx) "p oo. JEH ZR 
MIO 
Picateup T. 


~ 558. IEEE 


首先 ， 
[7 ropas 
ARRET 
im f) = lm [AO E Oa] 
wa j(0) 4 | r4: 
存在 ,显然 
Hm Iz) 
HE LEE 0, 项 为 否则 
| fx) | ay 
^f» ST REIR afr» E a, lim fee) 一 0, iiu 5E) E, lim Ks) ~ 
0, A, " 
MIKOR” 
IU AY 
Em Fs) = 
也 成 立 。 对 公式 《70a] 分 部 积分 四 次 , 便 有 有 
gi) m m | ionem e nem 


Tor 


OA 
-一 日 


Y. j^, 
一 uL. fea. (71a; 
VER = į ! 


18 JE. 218 — oc 


gr) =. En I. "Glen ar 


ITY 2777 


a 369 e 


1 p" i | 
— ^ Js l.l (eai, (1b) 
as t [t7 1 
LOREM of) 2n 
对 gfr) BRAR S T 
MOI 
a e CRLES 388—245 0 328 EDEN E 
= lir - lim A 4 F 
Ka) = lim fs) 一 lim z B glr de 
对 所 有 的 * E-A EA E ER f EEEF 8M 
DR IU EETS2L3 71 2 1. 
Hr) p Z | girje "tdt, 


等 或 71b) HERR., BU FU gaH a h irgtr)， 
而 Uo gihe relr), Ei r E a a. [S 


HFa, EARRA TRENERI AS A R RE ER, 


e. 情 立 叶 变 换 的 巴 色 瓦 等 式 


* T RU I2 22 IL BIEBE T C833 — 5615 200 E ER 
TA, T4) NERPBEECUOIE CD RUE HE REA RUE 
ER., HAZE cipi t EL, EARBA, CEEA E 
HERY Wib xxde RD IS Pme Bg EH € a AE 
Ex. h TETHER ERAN. BER CfRSU PX, BI 
LL DUO SR m EEEESS, RJIEE E SEIL EUR 
2j. BRE T SEAE £ AED FOSC SA fa E 
积分 其 相同 的 : 

Nu ifo» |: 一 全 Lee v, (72) 


+ 570 


我 们 并 不 取 和 使 这 个 等 式 上 成 立 的 最 一 般 的 假设 ， 丽 仅仅 把 f 限 
创 在 上 一 节 末 尾 所 加 的 条 件 下 来 证 明 它 , 即 1, f£. £P 三 个 基数 都 
选 扰 ,并 且 在 整个 + d E eo STER, 

和 前 面 一 样 ， 我 们 再 等 式 (70a) 01 (70b) 3ESE X. € Hg f iB 
近 gan) 与 ft。 然后 ,我 们 构造 表示 却 


Jas | HE 一 fae) lax 
- [UG — LOG) — 40 Ms 


一 | UOO ~ GG 
— aN + fala) faG Ms, 
XCRERGA ENS ARAD ER GUEE E IS A, ME T BU TUS RT 
DE 
” dr = -l j fix)4 (^ g(r)e dr 
MEO 7g ame ps 
- ol. Nor 人 Foe "dx 


V 2x 


RUE RIA 
Pitti as — | gadr, 


因此 
Jaa = (hb ae) dx 


— | sn + gtrygstr)ldt, — (73) 


由 于 我 们 关于 f) 的 假设 保证 了 
Em fale) ~ f) 


D 菠 过 也 这 员 所 规定 的 羡 娄 类 来 适当 地 通 近 /等 让 可 以 推广 到 对 于 更 一 般 的 # 
也 成 立 。 
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xe ERACE 570 页) EAD 
lim 1f) — tat }l’ 一 上 


对 = 是 一 臻 的， 从 而 

m Jam im | Ke — fale) dr ~ 0, 
BUG, 24 4 oco 时 ,等 式 (73) 化 为 

0 一 ?| MG ds 


一 MORG T elt) gaz) ldr, (74) 
BT 
lim gor) = efr) 
X riÉ-—EMNQX Hg ec) —St8 Rm E. 


gir)-—-0 (2). 


EEA (74) mde B iam oo 取 极 眼 ， 我 们 就 可 以 得 到 巴 色 瓦 等 式 
(72). 


f. SPoc ESSEN sre ER. 


EDER, orb SU SESS BACLHEDEGE REOR CT — 78 
变 基 的 捐 数 函数 e7Ut BRES. H SERGE E. R 


们 对 函数 em IDCM BE, giat BUM. 合适 的 因 


Tog(D 是 了 的 傅立叶 变换 ， 

为 把 一 个 多 元 菌 数 分 艇 为 指数 未 数 ， 存 帮 类 但 的 公式 .两 个 
AEE x. RUPEE fx. y) TURNATA SEE E. "y 
ig estt 的 组 合 。 类 似 地 ,三 元 函数 fa ys sz) HET 
—ABSES 5 9 的 指数 函数 SUUTUDP ZORHWOK. 把 一 般 
的 函数 分 解 汶 指数 函数 ， 这 样 的 分 解构 成 数学 分 析 最 强 有 有力 的 工 
县 之 一 ， 对 于 给 定 的 一 组 参 变 最 frys HA Uitte QU 


» 5725 


[TTE S 


Wed T Bp = ri t yyte KE x. y.3 空间 中 每 一 个 背 有 
FRR im i HDÉdDPLEHEUEREC MERIDIANE AARIA, 
Jes Ee dg e RE ERRE R ett e i aA 
Pa RARAN. eE. AI AAMA hee fiv, y. z) 
4r f ne, Lt T —^1 seta pe eB to CR Em, ARSE 
Far TuRlUT S35 E. n. C. 

KORR NUR SUEDE SERRA USE RE DEEUDAROR, HERT 

REEMA T evu RIEA ORR eit, 我 们 得 到 表达 式 
4(Xx, yo ap £) a eT Wt HI pT 75a) 
在 这 里 ; 当 寺 间 +t 如 位 置 (x. 75.2) BRAR HHE” 
sm rt + V t nt 
时, # WAEI e". HAEA ss 二 趟 在 每 一 时 刻 WRR x. v. 
e 窒 闻 中 一 个 方向 数 鸭 5 a 的 平面 ( EA A a Eeh 这 
PHRF TACA BS, ATLAS 135 ME 

s 十 wt 
VE d E 
WREE A SE ASUSETRTEI RR ET ,记忆 平面 以 速度 

PE n S O 7 
T g VEFE T) 
EG SKERROUGEGHÉGRE, EY FERR o, 

Je os Coo fO vy) Raana AR EE, E 
Hon FEBR uESE S REC ROE ERA) 而 对 应 用 来 说 是 方便 的 
SRI. 

EG. y) 对 白 有 的 +，! Hg X, LAER- Br. LB z 


H ZAR. 1 KRIG ex OSAA RUE REY B T 


BOB B B y ç ——$ ^ à WW p * 9? * 8 ^ à "4 9 4 * 


p = 


" A4 h 7 &à& Pb 8 ^? Ro — — — Mà dg €^ M 


(tenis O8) 


M. FID EE EEN 


P Wi- 


gi, a) m e Ji p GEHE dr (772) 


£X. pp GE f 就 到 过 芭 谈 公式 


TD m eFON E, n) didn (77b) 


t > r > hkh è k ~ xr: M OO" "^ p 9 k ¥  * B X A à 


Ata G fnere to) 有 类 很 的 结果 成 六 。 RIRE 
WE NDW <e t lB EE E zBIBOg T, Api 
Frag Rd 


SEG “这 村 HETEEET Fa) EIZ HAAA E 

f= Qu) TË e| erette E ELE t dën, 
" RAER EHAR A HS ZR BRE H Ae E — EE 
的 。 

我 们 首先 对 属于 C 类 且 有 紧 支 全 的 函数 Ge y) WERN 
j HUE ni HERTA ATARE 0, KAE H R 
ASET, Ah f nmjBucRbmx TEM CARE, un 
FAREREI. 

arse 


Ki) = [i ce。 yyaxdy 
B EET, BDeOf(gg—TASDxEUMAX o, BLAA Y 
ri AHEM 


vs) JE | etit vin, (77e) 


ex 
我 们 就 可 以 把 S de 


* p14 BEL m 


1 — 
gCE, y} m —— | 人 和 
ETE 


gk, HAA nE, vx. ECOSSE HORE RUNE 
ZAR, EAA E pif. ,应 用 第 560 EE, M 
Y(z. j) = Jl e'""e(£.m)d£, (78) 
5-—Hgn. HEER 5. vias m) EE ATE v MAR Ix, y). BA 
THE. [Nae med 
Ix. y) m 万 | ey xr, qd 
pha, XX BURPY 用 它 [?9) 的 专 达 式 代 人 ,就 推出 


fx y) m ~H- f dn | etter p(E, w)dE, 
在 这 个 公式 中 , RRRS GENE RAR IBUS dE E 让 全 


平面 的 恒 职 分 来 代替 。 这 就 导 至 公式 (77b), 这 一 步 是 有 根据 
HAARE ERS, 


MIO. (798) 
WERT 2 —Sol ito i EU 
NoD (79b) 
ERUR 550 UD. AURRIN ERNE 
leli n)! & c (79c) 


App 8 M 盛世, 吕 这 两 个 关于 收藏 光 结 论 便 可 以 得 到 。 E 
Br (7915 "grae" ERL (79e) 的 一 个 推论 ， 基 (79c) (TEUER 
REl (2922 ET getes SIDA] A 


| le(£, a) |d « M | EN MN 


| ail m M. 
EM |a i D 4 


a STS s 


当 da-c hu s 无 闫 并 趋向 于 9. 
M C72) 用 黑 次 分 部 和 分 可 证 明 不 等 式 (090, T FS 
LEE EM 


f eret eer) dkdy == 2a EY gl E, n. 
a X 


i FILET sn dkdy = 2w0in) 265. ns 
y 


以 而 有 有 
dall F EP ed, | 
一 n|gÉr.9) + p2xGEYgli. 3) 
+ lelin gCE, n) 


" < jC + [7] 
T D drdy, 


HERS Em 用 志 表示 Eh Inl 三 个 量 中 的 好 藉 狼 ， 那 末 
Od PCR any s (PR Poe UY 
ea 3apeciwW s EU He dni). 
ik gENEIB TUR MESS C3), 二 中 常量 


"EES (utem 


+ paia ?) | + je m dady, (79d) 
Br Hy ' 


内 而 对 ctos BERGE SREUEEEE y) 完成 了 倩 立 睹 定理 SE 
T. 

对 于 OC^3RBSSERIAMRUTS)UE SES RE — MERU ERR Fu E R I7 
"LDBBGmRAGEGABBEEx.») AEN) maA, AE 
对 Hey) REESI E ER telr, yh CORBIS. Tam fo. 
具有 紧 支 集 ， 且 在 圆 域 rtyar LFT 这 里 只 更 或 具有 
TE ERE Qux. Y): 


LE 


l. bu(x. y) Eos EE HRS HL BRECT- CS 

2. dels, Y) 07 1 Hp ox y! ors 

3. brs Y) FIESUBER ETSE «3 的 导数 的 的 对 傣 不 超过 一 个 
Tea. y. t CAERE N, RR EU BRE ou RTELR AR AT ER 
HEKERE! 

用 nE XGA hm vf (Exp E 


Esis y) = 1 J eoe y. vof(xs y)dady, (£02) 
"ri 


ME 
jalia a) — gn, 9| 一 |+ ji go Ye] — ves) fdxdy 
Jr.» 


«i Tia — inet dady 
« QT D MUEER 
FLU 
出 |f' 在 金平 面 的 积分 收 僵 这 个 假定 扒 知 
lm falf, 2) -— ZE, 3») (10b) 
X SURE (a AR. ATRE gli, n) E RUE dm C796) 


的 不等式 ,上古 葬 布 尽 兹 法 则 我 们 看 到 
en. d esl 


E JE 十 ui). 


D FEA A 


上 Sx 
Epi [c 一 Py esl 
n EEP 
Hi 
Qr, n) o Mr — niie n -— rc — n —9—2) 
HANAR ELE ER. 


= JTF e 


每 于 思 对 4 的 三 阶 导 数 , 有 类 慨 拓 估计 式 成 立 ， 设 了 是 和 它 的 
HEGI v3 Sas RAEE A LA RA (RR 


AA 十 r4 Ía ) dady 
1 (lta t NI = INI 
EREA (790, d) GEER 各 ， 我 有 发 现 计 性 总 物 # 和 所 有 的 
E, n REIS 


e 


T3095] E ES (800) 
成 立 , 其 中 
从 C806) 推出 


M 
P TEES TTR TA 
对 所 有 用 的 (5,34 REHBER M gu. 
BT «Kx, 98 AULA 


lr, 9) 一 二 i eet (E. y )didy (Büd) 


是 成 立 的 。 对 于 纺 定 的 【x; 3). Hogh él y 
我 们 就 有 felt, gy) m iG y), Eso o0, KO] C86b) 3D (c) 
从 (30d) eps fog E Meist C779). 
-ERYRI AL GEZANERE 
Mp = (í FOLE (B1) 


EREA AEH. ZERH GO AE 571 AT e 对 于 单 守重 函 
menge EC ROSSUETEÉHRIE. Re- APER, HUE POE 
SERT R AA A E. UE STURUN RISUBS 
BERIE E S ER ATEARI 


LEE 


Ja | etnei, FEE, y) — fatx, y) ldzdy, 
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其 中 
hy) m Ji ghe E, ndgdn 


Ec gl e an 


to = È entr, ae 
w 


KEREC RT est 
Jas M OR DE + Hae, y) [jedy 


y ca 
-人 re n)gst(E, y) + rer n) Enk E 0) dn, 


tn urat 
4400 $0 B 00, pA- EEE BE (81). 
fik 3 4.13 
1 求 下 列 函 数 的 传 立 叶 变 换 


e HM Oxea 
(e) 9 - ME x uc ir> a, 


cz y m990 (e 2 0) 
(b) i 一 也 
(c) AG) (J。 册 .了 2 的 练习 8 SEXE. 


414 KERA CBE UR TO? 


HEt- tRREH VEU BEESMIMIEESGEen PT 
zL—. HEZA D). "EAE RIPE pEARLI T i$ 
mj. 


a. EXARH 
TESE— E GLCE — DE ESZ9 ED ERI 322 0, 我 们 用 广 先 积分 
Tix) = | ep dy (82a) 


13 BE. Artn: The Gamma Function (有 Micheal Butler HI f) Halt, 
Kinchart ind Winston: New York, 1964, Eri] I taixpnup Rb Xu pi ib. 
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KEA ToD, 

SA4IJUIBSEZr RESP. — EREE HM: = 1# 
awT EFRR ERER AAN -AEREE = 0 
到 + = 1 ARARE LRR EPER, 2e A 
TERETERE. 8$ 547 38 543 HAERE PW 23 y B 
Hda Pár (824) 对 任意 # 0— 0 ER GR. LE e CECE HG EE RD 
“一 9 RJBIEIELE-—- Euri. 因此 函数 DG) 在 * 0 GEHE. 

对 会 式 (828) 进行 形式 第 商 所 上 竺 型 的 积分 ， SEX 0 
acm xc b BE- RUKAN. DE CASE 550 RD. POO 有 由 


Dx) MET (82b) 
rir) 一 N € "2" 'log?rds (BZc) 

HA n xs — Mr Es ERSR. 
XEDPERUZERUEBR. DOO 的 积分 (824) 可 以 变 横 成 其 它 


常用 的 形式 ， 这 里 , 我 们 瓜 记 指出 变 并 =a, SiR E 
成 


TG) 2| 278 i dg 
国 此 ,对 于 x=2x 一 1 有 
P. -dy — 六 7 +> 
a 


-) (824) 
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正 遇 在 弟 一 者 t 第 一 分 册 330 ERR, APER (8228) 进行 
4 3D 35 51 16-3 3 
Dia 41) — xT(s) (83a) 
AER e or 0 gir, I SEEODIERMEUD ESCEHR 
SER, FTO). JXUREXCTHBRCACRRE UT. RAT (S PE ZInÉE — 38 
定 , 因 其 只 要 用 任意 一 个 周颖 为 1 HAAR T), HR ITA 
BRE Era, 
ix) = Ting, (83b) 
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其 中 


pir t 1) mm pe) (83c) 
表示 方程 (834) RE RERO . ERO WR (x). 是 性 意 解 , 刚 此 式 
本 
M» Tv 


[因为 T(z) s 0D， 总 可 以 这 样 做 满足 方程 【83c)。 

RETO) SRH e) 一 log COD 常常 更 方便 ; 对 于 所 
有 正 的 x; 这 是 有 定名 的 ;因为 当 * > olt, T(x) 0, AAR 
是 函数 方程 (一 个 “差分 方程 ") 

s(z + 1) — sux) og t, (83d) 

把 log Ttx) 加 上 任意 一 个 周期 为 1 的 函数 ， SX] 09 T 
(83d) 另外 的 和 解 。 汐 了 叭 一 地 刘 划 函数 log 了 tx}， 我 们 必须 斥 其 
吕 条 件 补 这 函 数 方 程 {33 中。 这 种 形式 的 一 个 十 分 简单 的 条 性 由 
über d - EZ R QUSE E HH: 


EDI 
na + 1) — uia) — loge (844) 
在 “> 9 HORSE eG, SERE HE 


&. 
b. Cibi, R-BEIRRSROEER DDR 


—4UH LN ERT AAAA, 0X 扩 0, MEREANA muy 
(PEER 25138). — T EE SIELREIE I e PRER EX IL RBS 
更 一 般 的 定 必 是 : 

鬼 , 如 采 对 定义 二 中 全 章 院 sos PEENE acc 一 1 的 应 数 
o, f, TRA 

fler + 82,3 & efka) 二 BiU) (84b) 

HEAD. (845) 在 几何 上 是 指 ,曲线 一 zs) CLEARED n. xL AY 

TERES P ERE E PIRE ER A RE fe a ERST FT CORRER 4.20). 

*UTLUGRESERIROR Ef. NZD TESTER EA, 以 及 


* 281 >» 


加 4.2 pAg 


ws 证 是 各 为 1 的 正 数 这 一 事实 ,我 们 发 现 
afia) + Bx) — flar + 6n) 
= B[iCx,) — ilern + 8x)] 
— flar + gr) — fCx,]1 
= eB x — LE — abia — n C) 
"a eia — x (5 — EO a), (54c) 
其 中 Eo io n ERE 
Aa «Loc oar d pe E aa hE, (84d 
AARE. MER I HEARERS y € r'o a h 
MA. (84c) BREIE E (84b) iar, RHÆ. AA (84d), H (84b), 
(84c) 就 知道 Fis) 0, AFEERI ms fa 令 omo. 由 六 的 
VeERPERTAPE SORTEER nT IG) > 9， 因 此 ,一 个 一 次 连续 


了 一 个 例子 ， 然 而 ,~ 个 凸 函 数 在 儿 定 义 威 内 的 点 必须 是 连续 的 ， 


JG) — fin) g Cn — Gn (846) 
+y m F, X4 T A3 
HEX RHEREA 


AQ A A OX, a X. 


a $82 a 


H* xar. 2S TER (hej ATHE x 写成 


*, mr 一 x, 


其 中 
"LIRE j= En5 
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n C 
€.) Ü 
ug(r, — x) z^ 
loppi ei , 
Ka) — tHe) fH) — fon) o, 
B — Wa 3i 07 


BRAST (846), AZ e) BOB, Put o RHEISTBCR 
FREESIA, guid 
00 En) — fü) g KS) — TG) uu f) — fG) 


uz Rai i — È va cm X. 
对 任意 在 x. oe ZAR &. E RI, IUD. 了 在 区 司 mox 
DBBECRGRASRÉR. MORGAREDREÉFERCN, TERRAN 
Hg x. RIAA RESER] non. nare BAUERA 1 H r 
xk, 
29 TERRA lorri Guy. R AE 

dlg 一 Dr-P 0 (841) 

WET RAR (84E) mE RA AAA- e RIED 


D A Taloxc t HHETTTR RATRE RaTanEspERGETLSEE 01083, gx E 
Rp 4l AGESEEET HAE SIM x EEDA EE Ae BEBE 


S tosta) «(v Piman) (Ppa, 
j 

i E] à 

E WttHRT UR ATARAR EANNA RC 
z r ^ 

(cete Y < (ntes) ee), 
BIA CR RCM ER BARE iT E A ie R RI NRI Un] 
VAAXRB:GT. 


2583, 


推出 ,这 大 妆 沟 ;用 (822, b, cJ, 有 有 
T* 一 (i e^ log 2] 
-([ Acton iVe gna) 
«e [ Fe dr- 人 er loeugdr = FTU, 
Hii ws) ERE ta)x-o0HBIEE—- 7S 
作对 0 之 证 之 x HAARA 
talay 一 
WHCN GEISHIMAGEGM [84e). XC QA Romx. BIJA 
vix) — paix) = [sir H 4) — (x d- h)1 
— lale — 4) — six — &)] 
= ajule b 40 nuir th) 
ae [eem 
siz — B] — us k) 
—h tk | 20 
AHE YTRE Ta six) iE WERJAAN AE, Hp 的 
Aip Een 
mx = afz + 1) Tr -+ ule- l) 
— Lae + 1) — ()] — [olsy — wx — 1)] 
一 lgx — logia — 1), 
EEs ei aidr 
D = pm) € rix) 
= pix t 4) — 260) + ab x — E) 
F 
X n) = log ,一 一， (848) 
由 于 


* 


lira log 1 = logl =Q, 


M (5g) ATRI, At (842) REDA 


AILES 


lim [»(x + &) — 25855) + (x — 5)] 5 0. (0 «Z^ «c 15, 


因此 , 妇 果 pn) E8422 WR RC BIB 
liars [ptr 4-4) — ipi) + pir — Ala, 


由 于 ro PARAINEN, EAA 
ps t A) — ple) t pix — 4) 
也 一 样 ; ALH s 6 E UH. TARER AIHE 
Zyro, HE 
plr t A — ipid t plr Am A, (b) 
设 M =pli BIH laal LAERA rO) EARE. 
BETAH x 200, pQ «oM. JEEE CS4b) 
IM ma 2p(2) — pg +4) + p(E — A) IM 
CU xA ul), 
因此 
p(P— R)ept-c-ib—M (0s4-1), 
ATIRAM 
pir) 一 常数 【对 所 有 +> 
xtpRzRHB D. (04a) BUTEECHS- TREE ES 28 ]- TR EX SPA TAS T 
3 2 - EET UR XE BEBO ERR, 


c. fnmiduikc S3 Eg. 
Heg ZO ET CILRH 28 PR RR ARE T R2 
AUS (LR ELE, SEE E is st. 
SPTIEXtESEBEHIE pw ANEA RIER ESHE 
wlr d- 1) — wis) = gix) 
IJ— T ERE E 3g ER 
wis) = — > gir +i) 
= —g() ~ grt) — plt 2) e 
£r. RT S EGEl sus bI ETAT iBIREDE SUR 


= $45- 


gix; 一 iogx 的 方程 (8422, FARGA PE ORE. g 
对 (84a) 微分 羡 次 韦 得 到 的 e 一 u^ SEA EAMA ERA 
Jom. Aon 
WIX 十 1) = wi = (x > 0) (852) 
的 —T ft: 
eie) m À -; + > Gm (35b) 
AE TEXX OH. TZARE DAREN e mr b (HE—Y 
ATAN 262 IDeA oc 
ul _ gtl = 
(x i DE ^ s 29, 
Wb. mE 0i EB. A RENEZTHGEXSAU RE 
一 分 册 563 ED A. UPS 


- 1 Tfr dE 
don -itàEÓofm 


lv 1 

> "XE 二 (55c) 
EE RR USE ARATE Co emoe mOB GH-— XrUE 
AB. Fb. eia) 二 二 dfe c» Ec E, Er [=o Hi 


KCOELO 0, ELI RAEN 
sla) wit) — (x 0), (85d) 
A AHEHE (852,50) 有 
A peet D-re o GP, 
所 以 推出 


alr + L) vmi oe (z> 0), (35e) 


Pr ERR. TRE e E. AAR, H 55e) 
+ + 


wer »a jin | we 十 d 一 lim v(x + i} ox —p( L} 


Hix] = - lgx — 2:| (= -ija 


一 ~ hgt -— » [iog (x 2) — log ? — 2]. (85£) 
HihsozszeHgEtEQEDER rh qp vt. — 和 前 面 一 样 ， 
fle CQ) Phe 0 Rx pR LAGE 

U'x) = vx), lim {Er} + log s] 9 0, 

U(x 4-1) — Uta) — ogr = REC, (85g) 
这 里 
C m limUtx-b 1) — lir [CC H log x] = UC) 


» qp 
=- e r0) -— log! -| 


了 二 上 


*—1 


= — im 2, legt D dari — ! | 


la bep olus sd 
一 im | 1 十 + zZ] toga}. 
HETAC STE- LA DR EER A g 
C = lim Qe liege t- ga) (85h) 
mA z 3 Eri Ü 


æ HE 


根据 (958), PELA 
six) = Ds —Cz 

vg 5 E 

u(z t 1) — nix) * log 7, 
此 外 ,根据 (95b) 

d = wir) D ir> 0), 
因此 w(x*) iem. 还 有 ,由 于 

u(1) = UCL) — € — 0 — glll), 

AERA s 和 gli) Efe 


- 


log Cx) e —x -— gs 一 > (Ios VEL- E}. (862) 
TE) Bde Sab HH 


LG - ces -c- S - X - 1). 
NC x Í 


FIRTAS. ma wl) a ] Eg ix 
ro — f (xr 


WENE (BSa) ARREGI Di GARROS 
SUR 


(85c) 


As — I Ga Lt. (86d) 


我 们 可 以 抬 (864) E; pX EDO A FESSA, Rom EXIRET EX 
C, H (86a), (85h) 


iog Tks) 一 一 gz + lm $, (-- log VEL) € 


= — log t 十 i [< {D1 — C — ga) 


T 
+ xlogn— D) leg it 
Jai r 
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- — log x + ï 1 十 
og in laioga S bgi 


d= i 
一 S wn. 


二 而 ,我 们 得 得 公式 
l Paten l) 


To) = im, «r(rd Dra 56i dx "rr 
{r> 1), (86e) 
Ji 5k EE fr ES PELEE BIS en t oc 3 RA, 


hk ù 也 Bà B GR 


ARREST ST EUG DEED x 99 D, 1, 2, n, RIS 
极限 存在 。 寺 于 一 个 太刀 的 7, AREER AGk Uu or 
mm 之 UEFELTEXEIEL EE EFE to fkn, BME 

l-łe eia ai) " 


一 -一 -一 一 - 


lim ať 
Aan xir Macc ESES (x 十 一 D 
2:4 nom d) 


-— [m 一 一 一 —-- 


Em GE DOG DS virt at ml) 


一 lm isis i cim m Hat zr 


-— sist 1. ái dom — l1Ja*7 


(a 十 m) 


x ls2:-(mn— lue? 


一 一 一 


[x 十 m 一 Det mn-1)4 
P[ict om] 


T Hati (rtm — ly 
办 此， 我 们 能 够 局 从 志 (86e】 过 所 有 异 于 0 SARRA 
Tis), Ue BAREA Z —Hhh, Pix) Ra. 接 广 了 的 
EE PU) IDA AES E 
l(x L) = rx), (861) 


d. 延生 定理 


(nz ge Hot in de Hr ERIEME Lo BE POSER T SERE 3, 
M ESqER x EUG SI, BUE ACER (21 C72), p 


» JAY a 


就 是 


eO(2—1) " 
im Iu 52 (rca D 
+ 2 1) -r 
in cyi — x32 一 rje iale r) os 
ENTERI ETA EE 


Vixi ir) 


— um — : 

"h(t (JF {t-e 
HÆ AERA, Bk, MAHSUN RU es FREE 
BJ3- 5338 44 


er-jo- C» 
我 全 得 到 
VOT Em) « — 
xin er 
Ait 
riz 


rdngax die) 
BHAE Poria BEURER RRAS UE d 
为 木 司 的 形式 ,日 二 (9611. 4 
ril — zr) = —iT{(—*), 
ANETE ree 
Peerfl — r} = 


" 
SH c 


"REOS E + -2. B (4) —x, 


了 (i) = Í N e7 du, 


-æ 


(8722 


Dr 


我 们 在 这 里 得 到 积分 

[9 
TUR 2 Vw CILE SOL DUX BESOIN A STER. ON, 8] 
能 小 计算 自 变量 x 一。 十 LODOTDRA SEC OC * HERE SE 


TO. 
-eea tG) 
_ {29 — Ds - l-I AF, (su) 
e. MRAR 


B- HESSEN X SUE IEEE AKAR AOT 
XE. JUFRA 
Br ) = Lea — ora, (883) 


ER. Eirckygepd. ROEP x89. AEA css gun 
URL] e L3 RÉ— gu HAC, FUSE TR DIR RE XC IRI Ze 6. y zo n. 
itr esa BERRES. O DELEDSPHUGIENS n. y ORO TER 
ERA. 


利用 变换 + ~ c t, RIRA BG). 稍为 不 同 的 点 示 
X 
M 1 QUE zm 
AMPIUIEAe r= :/2s, 其 中 :> 40， 我 们 便 得 到 
(AB E, y) = | GH Nemde, (880) 


EA AREA (B8) 中 令 :一 ain'p， RRR 
= SL = 


Br, Y) — 2 j siot pro” "da, (83d) 
ü 


HERTE. AHAL EREK An BENER EA A 
BHAWSAR S HAC. 
S RP S A C80) f PEDE e, RETE s Mo dla edo. 
$4 lE 
B(z, y) | eI (2g)! td 
aa l Ed b COE rrt o a ntge, 
di — 8 Bor nTEUB A 
eP( E ps s a 
dE s, 平面 上 由 直线 : 土 : 一 0 与 * — AIBZETUSREE- 8US [BH 
BR. SpEGET1BBI EM 
t =r r, 
T =y], 
3k] 3 0 HER rA 
1 [i Tac, ET Pil 
p f e 3*7 T" dau, 
PHAR NEE erCEE DEAN 一 Dr 一 0 和 zt 
24 MERZA, 
PiE 4 DRIED. HH (32a), ri ERA 


+ Biz, prir + v), 


Arb Awt PE, 而 三 它 的 极限 县 o,r PH ERTI 
ETERS. Wat ARAA ET AEE d FE 
启 区 场 肉 让 条 国 数 是 正 的 ,而 且 对 子 一 列 单调 的 区 域 积 入 收 徊 (用 
SB 2 EDGE 300 GE, 所 必 这 个 报 隐 不依 融 十 通 近 这 全 这 机 的 方式 。 
1554 32 1161 A AE 200 at E DE s b S 


raf ra 
Bia, yM'(x + y) = lir | | a 7t TU gg de 
ATA Jy 2B 


+ da 


= M e" gi My j; ett lgg, 
i ERIT PIRE SAGA 
MOL " 
BG. y)e DD. (894) 
Mai ARGUS E , TLEEERR [8] — DR 3t X EX 
i I) n (n + mjl 


-一 -~ 一 mr 一 -一 -一 


的 关系 RELIER TEL. MAEAEA AA n! 的 关系 一 三， 事实 上 ,对 
TEH o, m. 
Gur 1 


AP PLI 3s 
- la+ m-t Blt letl C35b) 


Sp TRU MSIE (393)， 定 积分 


(a rdr 与 li com rdi 
| 1 4 1 1 1 -+ 1 
a] e 
2 s (77. i-i JCx 2 ) 


Ep US ERES UA ES REC H: 


varle z) 


T ï 
| SLE IA = | cos" 4dJ +e uw 7 
7 
2 


D ATEA HTE H LE REAA. PAE Ers y) EAA 


Br + l; y) = Yi; , FED 


(89c) 


KEHN 
TETES — Ur oe y n v) 
fe 2S x PESERHELPRS SE REFER t iren dE E 
mat =a), 
lagECr, 为 Mff ogm BEnpERJDLA S-L A 383 ALT iE 

arie) APFS, HERDAR 

Mir + yia] e Ti jely]. 
PEt E s= is ai se ri tyi Lje Tiy), 
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f. 4 NUES dU. PRRI HA 


B EMERSGIIET HERRAR HERNA E a 
积分 概念 的 简单 过 程 。 我 们 单 已 看 天 [第 80 01). AA 
Fx) = f e /Car = ro RE — (euge 
(90a) 
eH EE XM oge ZEH. AXES EARED 
dm ID.X€inRg DU 表示 外 三 


x 


| aX, 
deor TIAS Iam MRR 01 AES HH 
F(x) = D^"jtx). (30b) 


ja ARAE Già. ER FO) HERJA” — 0» Br ERE 
x — 0 HEX, i] FOOD By n ppm JG. mA i ERR 
RunEiELT Dc 的 定义 ,这 果 正 数 4 ERORGA PRSE NE, m 
JGr) 4E 0 a ZER 4 CBE kf ERA 

—i 1 d i- 

Djs) = 5l. Ca — 07 Kdr (9c) 
定义 的 。 

这 个 定义 驶 在 可 以 用 来 把 ( 肖 算 于 D^ oL (eoo Soo 
489) 2 brie S P BpbE LIES R—qTILESdEDDX4. 4 
mAAR e EDE H, EE ame. eeil, d 
rz. RTENE 


DH (a) = DDA) 一 [o — Ded, 


MN 
dz? Tg) l 
(91a) 
ENAA HC 0g X 


Def) DD'x) 一 Go) | (x — (Dg CO, 


394^ 


IE Im Unc ik ES eT pA HE 
D*D*i(x3 一 DDA), 

Erba mE XEEESESE EE SR aAA Ma 读 考 
XE, EEESLRGUR UB E ERARE. EA FU) 
REAREA: PEE: te DERE TE EE. DOS mie m0 BEL 
[Bog 0, —BHEDà, 如果 f(0 GG ELI m Sr CERTE oe Br ED HU XEZETA 
商 , 则 DY) SE. 

和 这 些 拖 念 相 腾 系 的 ， 帝 们 和 猫 出 有 重要 应 用 的 阿 由 尔 各 分 方 
Bm. BT 


1" 一 
r(2)-Y*. 
KURAR Ca) 的 一 阶 积 公庄 公式 
n3; e L.[ LE ete (52) 
NE ra X t 


8 Hl. 

inse DRIE 00 qug, BEERA (e) 时 ， 
BRODERA RTA. MERR pix) ÆR, 并 且 
7px 04 72928,3175 F£2RORER AA 


iG) 一 Dp (93a) 
x "o 
eol 4 dWD y (94) 
Koc E | 
HM. 


n E — IY 
à. &r($- ESL 


a 535. 


Vae 
Bix, 3) — z-aB È ， Hd 


^. 证 明 


5. 建 记 下 面 的 关系 式 ，; 


a i rft dr a NC. f yam 
(a) | -= {zn 1)" 


WW | 
Ja 7p — x 2i Rt) 
6. ER AFE 4 — 0, y 773, 6 — 0 Aum 
iX ams (m Z» Q) 
e" M al 


PERR YE SERRE S 1 28 


"o ras x) 


I 


7. 证明 
n H 2 t 
fl iex w E) arya ddys 
[x (y 
等 于 
P b q u F 
QUÍA r(5 Fil 
Orb ( EH zr (a) | EYErtat age, 
$ r ( 请 十 9 十 a la 
: 2 


Eoh-cEmRADEHENGE 所 + A + z <l TE TET 


IL a 


《提示 ， 引 人 新 变量 f k XD 


PoRYofockud ram) 
ü 


bi e 


m 
Zer Du se int, 


JEANS n LE BOY). 
8. 求 立体 


L 


b 
Ry ME x EPR, 


xL: gt y—é mit — D 


(y «ys (ua, $20, 20,220 


9. RERA SO 才 D^ 一 RW 所 包围 的 面积 对 x RUGLUE 


*9. 
lo. 证 明 *# -- 1 重 积分 


| iet SR MIL, EL EE 


等 于 


{a} "T -Fía,) | RA Mua, 


Fiat e t g) 


其 中 多 重 积 分 的 区 域 是 正 卦 限 t = 0 — 0.1,- 


平面 xb o dor, Mm RRD, 
11. 证 明 


] 
POT (sd ji -— 
2 
Fi2x; 


02, (a) WEBISET IE BAIEXME e uS 
DPD = DIDS, 


^3 n? In [as p iz: 


Arp (qa) 定义 ， 而 foEETERELRCTPRU E SICe 十 9) 阶 的 


A. 


RALES a 0T, nre ugEACEegug Eje 
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(b) & EXEsE IE T, Eg DDUG = DNO 总 成 立 ? 
(c) JB.Libi Er Ebo de TUEA, 


附录 : 积分 过 程 的 详细 分 析 ? 


Ad, 面积 

僻 合 了 的 面 入 ,可 应 说 着 直觉 所 局 示 的 路线 ;就 象 在 第 454 18 
R REATI HEEN, RRELA THET Seek 
AFERRA SIEI. ATERRAR E S AAEE 
AREE, BALSS sS MERR- EAA 5 有 公共 
Ah tA EERIE, iMiss ta kiA ER, nri 
HEP AE EI T ER A ER TR Aat a EE, 
Hi zRECIHIREDERA SER. KAHIRAP, ET 
AE DRR AKAM AA e Spe EYE ATO RK- iX Gp 
Amit pee BE Oo PUE HL BUSES, 

X CE SCIBERETURE AE REOS 3x SABE CC TCR E TE 
TU RR AHITRUJTEECS Z— RUE AGSUEN. AHJAR 
Ej —c5 d (H HII EAEg Td EEA REET 
EDS PE ILRI Eh ARR RTE ORNSUDONATUE eR A 
3 B EO ERVUS EAST ELRPT A SG BIPSIU AEA E 
BRIT. 

为 了 简单 起 抑 : 我 们 将 主要 讲 平西 向 情形 。 然 和 而, 我们 的 论述 
将 适用 于 高 摔 的 情形 ， 只 要 扣 术 详 改 一 下 ， 例如 月 体积 从 蓉 面 如 ， 
IL VEINEETECE TE S, 


a, XMppiioc d flierpzipy. mE 
2g qp SE x. y ETRAS TRA s WE, ATI FETTE GN 
i) AME. ARTEA a ia S uxRICHADHHIETECILS 
is 至 207 RD 


+ 558 » 


HERDET, E VO SEE PL 293 E36 1, L, t i … 的 
EFE, ge 次 划分 (其 中 是 正 整 数 ] 是 通过 各 线 
sei. y-i (1) 


2 


作出 的 ,其 中 和 呈 取 迄 所 有 的 整数 .这样 , 平 而 被 分 焉 了 许多 际 
正方 形 RA. 


Rp 1 2 
um mo? 2. ' (2) 


现存 , 设 $ 是 平面 的 任 一 有 界 点 集 ?”. 我 们 对 十 将 要 确定 交 4 
的 面积 4, 从 下 尽 从 上 构造 它 的 温 近 ,这 就 是 所 有 整个 包 省 在 5 内 
的 正方 形 RE 的 重 积 的 和 ，、 也 及 所 有 有 回 5 有 公共 虞 的 正方 形 Ri 
的 面积 的 和 ， 基 中 按 长 为 2* 的 正方 形 Ra 的 面积 为 2*, 利用 
第 115 页 解释 过 的 党 全 之 间 的 关系 的 符号 未 未 .我 们 便 有 ” 


A= o aie G ra (3) 
"o "A 
‘看 图 4-1), 
从 定义 显然 有 

0 (1) 
SpA IG m De RISESUAS S 十 1 次 分 名 周 , 每 个 正方 形 RLOM 
DEHAENE RI. Aue RL BVXÉ4dEGIASURUBDER Ru 也 
如 此 ， 导 一 方面 ,如 时 Ra 中 的 一 个 部 分 玉生 自 言 了 3 的 一 个 
成 ,时 老 整 个 正方 形 hitii. BERN’. BRRR IRET 


mr 


19 Eje HEE mA p A e saetar Pe 1788 RS SET BHO SEU AN] LL 
m jM. — ins goo S THREE e 

2» enan LATE A E ACXEHE X EE TAE E VUES. REDL EU E sr dn 
ES GLUGE Xe xA. 

D à £o E t «E SARETE Nj. Eilt di. 

4» EET g WA NT, sau RU eae RS ER. i 
-ATA RIEA 4.177010 - 2795 推出 来、 


= 599. 


Ar E Arya dla 4l {5J 
M. REAA, A 是 一 上 办 为 At B3EEH].UL E 
115 Ex —T- ER 
A dim dT, 


"ES 


关山 地 ,和 AI 基 一 下 界 为 40 MHEHBHEPLENIETUE AR 
4 — imt. 
fas (32), HRE Rn 部 有 
Ü sod, «dw (6) 
我 们 称 4 As WADE, A 为 外 画 积 ?每 一 个 有 界 代 者 有 一 
个 内 面积 和 一 个 外 面积 . 我 们 用 ACCT) 和 a0) 来 表示 它们 ， 
AER A(S) 取信 为 0 BARH SAAR, AAi 
HPRESCGÉRHBSIEGX RA. BEA A m, A7 一 0， 
MA 47 —0. WAAGA EG REDA n, EnA 
个 ORA, 国 训 对 充分 去 的 有 A 0, A E D, 


b. 范 当 可 测 集 及 其 面积 


BIR- TERE 5 EAST, wA sR 人 和 
SBSSFIB EL A AS BNE AERE E. HRGA sS HJ 
guuEuac 

. AAE — 408) = ACS), 

注意 ， 对 于 我 们 定名 中 月 到 的 正方 形 RA. EER TA H 
AAA 面积 GC. BE ANE EA E EDE R E 
lik—Hug XOEXCTOOEMAGUES 2, A S RR 区 及 
m 


I) URB ROS RESTID RID ERU RER TAHR”. RASEN S 
AOROGXU Ao E-A RZTURELHRERER — HET E SER 
Bg. BARISNESUrq A. 


* BD = 


ALS) em (2970001 um 2772, 
ALCS) — Ly e Cr) e ngo 
一 Up 2tem pum 
SE — dpi EE RE DRATT eges RUE 5 
3i mi rs2b, 6xnyud, 
就 象 初等 几何 六 要 求 的 那样 ， 具 有 面 职 (5 一 ejfd — e); 因为 ， 
BETERE 4, BAJERE EE 
a, f, Y, i, EI 
contat 1 22 十 17277， 
TI ce LTE 2 
因此 
ALS) -—(B—u-—1Ky8—r—1)27" 
GB —a—2c*a—ec-—27), 
AS — (8 —cd-1)(8— Y 2 1)27* 
& (b ~ a H 27)(d e t 2^7), 
Bin s w0, 
üm AS) = lim 4z(3) = {b — old — r), 


我 们 的 T-ASE HE s amta, RMS 
EMER: AE $ 夺 昭 积 的 充分 必 几 条 件 是 它 边界 05 fu 
tan 0. 

EE Bie EE EDITED 35 IEZG3E. R5, HAR (3) 由 那样 
构造 入 应 的 和 dI(8) 与 MI(S),2 HA. Af — 4. 表示 绍 样 一 
ÆREDE BHH, ise DEBER SOAUGSSCmESE 
c. We, Rx EIEESUES. eB —HIAG egg sho 
TRA. AE RA CURT sA PARET sEJAO E 
XE E. -EEA SHIRE. EH. o PREAH ERA 
0$ A SES. Maru 

AT(S) — 42(S) « AT(BS), 
如 果 OS 面积 为 4( 或 者 换 名 诺 说 , PPSUBDU 0), EM n — oo 


= Bil = 


HARAT 0, AMATER, AS- A CS) 9m 9 gi S d 
HR. 

RUR. s AAR IXISE 

Em [ 4703) = A [S] == Ü, (7) 
SEmPERg—4 P. WERFEN s, P 只 属于 包含 在 了 内 的 正方 
E Ra, WP EE SHAA. B, uR AAEE 
SAREA, ME- E SA. ar ESDU A. uu 
A PRAET a, DEARER EA., GEk BAR TEATE s 内 的 一 售 
EJE X HET UNE SBEJEREES—TGEXPEÉ. (GGEfÉ ugk i, A 
A BTGEERIEZOÉTSCRG IX. Bie 0S pR- ARA E 吕 ， 
的 一 个 正方 形 Ri 中 ,这 些 正 方形 的 总 面积 是 40) 4G), 
EAA 65 有 公共 点 的 正方 形 , 误 者 是 a。 中 的 正方 形 ; 或 者 是 这 榜 
-HEJER REICH E Ri, E AS A E AAY 
ENE Rh 的 总 面积 ;不 起 过 o, WESE DEAE LIE: 
AROS) en YArs) — AtS, 

HIL (D AAT 4*(0s) 0, Mf 85 RAO, 

iege 10 eR ow Tui. EAER E 
HARAR AS, Mdiri (x. y) AREA LESE ray Boi R 
HARR, ERE, uis aS jet [kin 0er y 
B Cx, p ARARA ad S12 1, cB 27 IBI ECL S ADR 
?*5 n HAS. 


c. Bits uA 
im SITIEEQTO RAE, HSARAT. BEGIN 
AERE ag TAA, AIE 
Af(S) sz 4T), 
4 #4 一 8， 我 们 一 般 地 得 到 
AT(58) c AT), 5 SCT, (8) 
Ai 记 革 ?我们 的 正 谋 形 KP, CORRA DS D ^i m) ECT THE EHE. 


+ 6u2 7 


在 ACT) — 0 ARRE SAIEBEGCO* 4'0)—-09. B 
此 
TR 3529 0 EO HOME RTT He t EO 0. 
ERRARE S, T, ES KITE ob NEG 
PAR 3UY。 因 此 
AT(SU T) « AIS) + ATY, 
E n=, RAFFI 
ASUT) s AS) t AT). «2 
- Sog. HERRAR RR Sis S, rt 我们 有 外 面积 


二 


4t l U < < Y 402. (40) 


WEA C10) 中 所 有 5. HERY 0, MH fei 13. 

任 位 有 限 人 面积 治 0 的 集合 的 着迷 ,面积 为 0， 特别 地 , 伍 全 
EAR RERE comae 0. 

BE X HRA 0 WRR, TARR TERR Al 为 任意 小 
EDEJHEÉBU EE. 更 一 艇 地 ， 一 个 集合 面积 为 b. mu rz 
e>, TAREA RE Sis Ss rrt. Dy, ira Es, E 
mR e ATARE, WE AHS) =D, 

网 训 , 平 面 上 一 血 用 方 竹 . 

y- fix) (aX x b) 
AES Ex URGE C, 面 各 为 0， 为 了 证 阴 这 点 ,我 们 只 须 征 
到 这 样 的 事 壬 ,如 定义 在 奇 界 闷 区 间 上 的 连续 通 数 是 一 致 详 姨 的 ， 
RAHE e > 0, 可 找 天 "充分 大, 使 等 江 定 义 域 上 的 任意 商 点 ， 
RAHA <7, iaiT e, ATTER o, 2 ES 

ol" a c et lr g£"-b«e(Bi1y., 
piak f(x) BEE p, PAT engte i2 e a it 1M» 
8)J3E—RPD. SEHE À ALERT Bim. ER 27 与 


* E + 


ARDER. Hik, CELERGIMODGRA T Sbenih. WERA 
(Tn l0 -2a)27(2b5) € (b — a t 27 ")is 
的 拭 形 的 并 区 内 ， 当 > ce。 就 有 
人 一 
由 s 是 任意 正 数 , 便 知 弧 的 面 职 为 0, 

六 多 数 有 实际 兴趣 的 区 域 ,是 出 有 限 条 形 如 yj) 2 * 一 
go BUESIBOHAUUERO. 者 于 有 限 个 正职 为 0 的 僻 合 的 并 
Bk S EL 20 0, 所 以 这 样 的 区 域 的 这 界面 积 为 0, 从 而 是 着 当 可 
Hia. 

ges pmo ege PIFEZA, REUS. 


m e W 94 95 sa 9 9 à h e ? 9? B à ——OO? s» à. s * * 


e Y aa k E T + E 8 x. b 


AREE: TRU ESTE, PITT 
^uPIRRIQIR. SEUEET HSpAGE SUT WAA: 5 SED dde 
了 的 外 点 是 SUT mes. 因此 SJT 的 边界 点 一 定 是 5 或 
BAR E ST Bins TPIEEE. A 
f; SUT E SDT HERE os t oT WJJESRIZRDAN. 从 而 面积 为 
b, TTE: AS RI OT m" 0。 这 就 证 明了 下 面 鸭 基 本 
事实 : 

XE uU T RE feb cn 

应 用 1, BIJA 

CHA s 各 工 有 西 积 。 则 它 f 的 涉案 电 有 面积 ， 县 

ASUT) S ALS om ACT), (11) 

Jt7P.2355 S UT AR TREES CUM EIE Gr HB CE TIT T3 PL 38S 

—t- BS AS MARIREA 
ASUT) = (5) + ACT), (12) 


i) mB—BX EIE EH, s SEO Hog npa, ác EUIE Yun A E dE 
H iB Ett RS 3E RE e NO T a — Ee a En 
r; = F rs LI IMEEM 


TOH SHE de f 在 mostsxeayriu a mx, SHIT IR IRR LES, 


* ADS a 


因为 这 时 下 方形 R" 不 能 向 时 包含 在 5 生肉 。 由 此 第 次 划 
$} 
ASUT) > AO) + AT, 
当 -xo0 时 便 得 
A (SUT) > AU) + 47 (T), 
由 于 S, T 和 SUT 是 若 当 可 测 的 ,这 就 推出 
ALSU TO = A(S) + A(T), 
这 样 队 (11) 便 推 出 (12). 
这 个 结果 可 以 直接 推广 到 任意 有 限 多 个 落 当 可 测 嘛 ， 从 而 构 
PARDEE 


AGY- AGO & AG) 9 - - IAN (13) 
i DBERERESTULS A Os oen. 给 定 两 个 集合 
S, T, WERL 5CT, 我 们 用 T-S 下 示 了 中 不 局 于 $ 的 点 所 构成 的 
RA, RIMER AS 与 有 面积 ,县 SCT, MI T-5 有 面积 ， 
E 
AUT. — 5) = ACT) — A(S), (14) 
容易 地 开 一 次 大 出，T-s 的 边界 包含 在 5 和 了 的 边界 的 并 集 
里 ,所 以 T-S 有 面积 .另外 4 T-S RAAR DUREE, 
We RAE T, 于 是 汉 据 可 加 性 法 风 (32)， 
AT) = AL - ACT — 5), 
它 等 价 于 (14. 
闫 于 面积 的 加 法 与 减法 规则 的 一 个 更 对 称 的 组 合 。 识 是 对 任 
意 两 个 若 当 可 测 集 $ 与 工 成 立 的 恒等式 
ASAT) + ASUT] = 485) + ACT), (15) 
事实 上 ,在 四 个 集合 S. 了 ,SN 了 了, SLT 之 中 ,有 恒等式 
SJT—T--S—5ff, 
由 于 四 个 集合 都 有 面 可 ,我 们 可 以 应 用 UH, AHE (15). 
上 述 的 这 些 定理 允许 我 们 把 曙 积 概念 队 它 的 定义 中 由 于 用 到 


* 605 * 


TERRES RA RUORBUEGUBGiEEDS,. 我 们 将 安 
Ti, BE GL EL iB So SÉ TER E de o ARE X ER 
JUSEELDDOEE ZDETIDT Sdn ERIS. 

i EHtm., TARER S E.P SL SIE 
界 5s jo SEES SIL RT ELE de RIDCPEUS rn EEH 
2j, HT 8s 的 面积 为 40， 对 给 定 的 >0， 我 们 可 以 找到 nem 
slej, WER OK 有 公共 点 的 正方 形 KL HYS on AEG 
s/g, IE P 是 平面 上 的 一 个 点 ，。 它 号 5 RANEE 27. Eh 
P RART o PEFEA RART AEA E LAE 
EnA BAE oa AFA ESE AEAEE 
JE ILS UXEUSESERE— TUER «ne PINE AR. eaa D A A M 05 dn 
BRIrt'em, 

SEHR —TOTA|AE. DUmEGEHOCOHSOESDT ES mmEE 
HW., ix EDS RESAS. (8 RYDER, ox LAE (093 HE E 
E eg ERUIT. Xp XRBHUR GEHE S BS XS. 
ERHAN A, DLOEETERBISCHU3EO)efER Jic, 
BÓ 

A ACS) « ATQS), 
fh ARC 一 二 全) ZXURSDEBCE SBAXSdE Ss DARE 
Jed) P»DLM. Aeb TrA AS HARS., AFETE 
hT 3 AEE e t es OS PUE EB ERA T 27", 
Hkt Eaa T s TRE 
AILS) 一 A5(8) s, 
从 而 
A(S) 一 - m. ATES] — ALSY — E, 

PAERD REA REB PARIER] E. (879 BBRA 
BERT CO. KEM ARAUA 由 03) 与 4.(5) BTR 


由 RATER- ECREISDLSE 36 RS ERU AER EAR E ZEN GE 
RR E AEG, PEES kiA ETARE, 


* Bb ^ 


IRBS 41S), 

Em n 3685:e ut ar vA FRI eA EAEE P 
1g -—Rayd XE, Iud AJ RARR EARRA ede uu 
IRE] - Fr] JC aL RE, JP LO XL Rr e ORELL TR Hp n oo 时 
Gari, 


A2 省 元 函数 的 积分 
Sir I Es f(x,y] eg o E E 


TEL] ETE CER BC OE ET v. ?平面 上 的 积分 , 在 这 一 节 纪 我 
DERES fr. Y) ARERI Gr, Y) EXC, (4E — RE 
外 等 于 0 WAER RPREEUS SA SEU (n. 3). 有 f(x, y) 0 
《这样 的 阔 煞 称 为 具有 紧 支 集 的 )]， 此 外 ,还 假定 是 有 界 的 ， 

在 定义 证 种 国 数 的 积分 对， 我 们 采用 讨论 面积 时 把 平面 分 成 
HEHE R^ 的 回 一 类 分 划 。 E MA 与 mh X! EENE 
RR BE FHA”, 与 了 以 及 平面 的 第 # DUO RUBER, RIMP 
上 和 


= 2 MB 
i.t 
与 下 入 
F; = 2; mA 928 . 
x RTA EJNEARERET" OR. AANEREN A f — 0, 
di Hii, SM A. RHE 
Fz Fi, (14) 


TE M SR m UR UTI tl 次 分 划 中 ,每 一 个 正方 形 RA SPA y 
成 四 个 面积 为 a 的 正方 形 R TR 


1) 岗 第 一 着 第 一 分 目 105 ru X. 

2) 因子 2" 未 示 由 第 # ka WEES RA BET TZEE, à 
Vio 293b 5:23 27* 82352] Sn TRA 4, SEIS T Rent 
Wk qu i. 


LE UE 


- my ES mih MIU Mia 
出 此 得 到 
Fi Fia E Ftp + CT) 
E] 25783 3e EG PEE SXÉSLALSS AES 102 页)， 上 和 与 下 和 有 
im 
F^ ÜmFEQ, Ft = lim Ff, i (18) 


mw 


其 中 当 热 有 
F xF*, (19) 


我 们 称 Ft AER H xy) DERE F- MH 


由 于 
R*— F'—lüm(Ft—F) 


我 们 直接 得 到 下 盏 的 志 积 性 条 炸 ， :PXDAWOEIGREGUAJER 
lin (F3 — Fr) = lim © (Mt, — mor" = 0, QU) 
与 第 # PUO RLERIBCA , Ri STIL Fee m 
F,— 53 (CR, 282275, 
r;H 
Au n.a 是 正方 形 R SES A. RA 
Fs < FP, ST (21) 
JA 3) REIS SIRE: 
DIELEGIIIDICHNTU EET EDI. 
间 值 (Eh. 1a) nf t m. 
1) ERAR MI RRSR RLBCS, IESU PUE SLICE EIE m E SAREAK 
RARER TAA xag nie Fh. Eurip p. 


+» 508 « 


v 


b. ERE GppEbBJTE*SLM$eS 
RURAMSRUEEBAGA.TOGUEGERBOENMSS 
为 了 证 月 ,我 们 可 以 假 证 S EG NE 
Ed [7 EN, 
RONREIESER. REHE AME. A RR RERE S t, 
Mn me = 0, ARAE S LHBERBEEKIGE—EÉGERIE. E 
Jh. 85m ert, FE 80, FAT S p EAT a BIZ 
Ho AE f ERAT 8. jk 
Mi — muB, 
HE n Epi EE B 
VETEEN 
T 
Pi—F,x 5527", 
Mang RURDGESBGE RB ESSSpEJQA.  HDEPGEUCGEZTERU 
EEUU RT S IN fR 4A. mutis si 
Fi — F,: is 
EI3EGRAGS s a, Ai F i eog tE OO). 
xESXQSOAEBCBGOOIEDAGAR. BIHAR SHAE E — jt 
pyr. SEWu., TEIURSEE IJ Enna o, 388p 
Stute Sd n nppBSSqRRER EL GITOERDILEMEESES,: 
我 们 对 座 一 个 由 
LH fr, yes 


dins 9) m |. Gy 
ESARTE. e RUE ACE HERE S D APUL. 
MERIA AR S, ARREK o, 的 可 各 性 3 的 月 异性 
tek o4 PARIOAMROSO. PA, HATAR, NEU 
BR scade Ph KN, Miel, PARCHES 
形 Mke 这样 上 和 正好 就 是 全 体 同 8 TARANEH EUH 


* EDS » 


之 和 ， Bulb. RUM ERRARE P* 一 m PI 等 外 时 梭 A" (3). 36 


(E, P.I 等 于 和 包含 在 S 由 的 正方 形 的 总 面积 AS), MAFA 
D FF” 就 是 内 面积 ACCS) Bp. ts 的 可 称 性 等 从 于 ALi) 一 
AS. 也 就 是 说 , 闭 价 于 5 向 着 当 可 测 性 ， 当 b EIRA S 
的 宰 分 第 自 功 就 是 面积 A(3}， 轩 此 县 们 已 经 证 明了 ， 

Ue s 的 特征 函数 是 可 积 的 , 那 末 8 星 有 量 座 的 ，w 的 
积分 就 在 3 Bgm: 

j| ésdudy = AUS), 

AERAR SEE TEAR AR RA., *&fjat GT 
[2E LS y Een (6 n] ER: 

Fir TRURSUDReOUE TNN. 

WftesiRUEG.EDIdeGXXmeTUHEBm.t 
EGRGUE FORaCüS UST. $ MA, Mii, M SCRIBERE 
fb E XEEEDZUIERDO LB. mhs mito roug AR FUROR. E 
EPA (0.22: (27.37), RNA 

FF Es) KZ. gU m) 
itd ug, Lh —g(E8 , 3 )] 
+ ge sn KE.) —/f(£ a OL 
用 对 表示 H 与 | gi ELA EA 
MA — mn NM — mu) NUM — m. 

pax B Press, f e EEEIEE R E (20), W fg UNE. 

SEA Fr.) 与 *, ?平面 上 的 一 个 此 人 台 5, mx pud 
Jós RBM KAX FERA, RIIE f ERG 3 上 是 可 
FHEA 
|| tarar ~ || era (12) 


定义 了 在 5 二 的 积分 
从 我 全 的 弟 积 定理 有 
ABE + 是 在 年 次 若 当 总 ; HR S LS. BE, 每 个 


[| 


Ell» 


pt | 证 在 集合 S E BEP 
|| es 


5 


HERRAT f EZET s HALA, Do BEER jd 是 由 了 在 
SHALKE EALA P AbSBEDEX. BRUGES EA 
EEL RAEAN tp dk S REST fr WEAR 
ARR . 

x gd aL BUE LE LR FIR 


ji 


(recur 


& 


ib s EX—TmESXIUUESE.Jd4rpEG T, 


MW BE 


e. Sp EAE 


RIFE] MITRA f r ERRERA. 
tHE E WEUBRLE TR i—i UTERE (20), Jf iz ics Ad 
IERGEAG 

sup (f -+ g) — inf (ft g) 
S (sup ] — iri f) -- (sup g — inf r}, 
uud. AGRARIA GUB EET ERE 


des 十 sidxdy = nd T j Edxdy. (23) 


"^ XÀ ron y 


F3 RR SIX EERS ESTRA, ; nutsm. $ 
M 5m g SX d ig S Made E BEDIPSEE SA 
Fa 一 LIC. no el dn n2 
gn 


) $11 


RESE Rn 名 省 这 样 的 点 的 话 。 这 样 一 来 
P, = PERS IM "s 
EHORTUBISHDPE EENE Ry T SARAAN G A Ums 
je M. EHAE 
mAT(S) EEF E M (S), 
H s — co 时 就 有 
mAH e F eM), 


ET REOR: SUR DUIS PC ERE TA 
nidis) < | iaxdr € M A(S) (24) 


成 立 ， 

JESUS S" ES p, CORREO THOU LES S 
ARIAN 设 起 它们 等 闫 集 ; * EDI. ERARI 
FEL PSI E23 S 

di T de e dg E gue. 
Ait H EER AS e PH] (23). EEN 


| rests + i Lidrdy = j| Id edid 


十 íí fbe idxdyz 
世 就 是 


[| jasay + (Í pads — (i fdxdy + i fixdy. 
TRER HRE REESS US Bu Am 40) D, 
由 (24) 也 就 有 

| fasdy = 0. 


SMATRATE GUN: 
URRE SUD S RESOECTURIURTE 1 从 可 职 的 , 屠 林 


-lza 


j Idxdy = | ida + |! dada (25) 
TE sr" ga 
"x. 

zi mM, 如果 3 PESARE 4.5. 5. GOLPE. EHE 
T ROBAR RS II de REIABCL LERRA ES 


P ^ E 
r jdrdy 一 S || dedy, (26) 
s r. N 


xt HE SEDE: HAEE EERE LE $3 £5 28 REI 0 — 
mre Eme RW EAS CRRA. rum. iE 
3 Eos QU WIS. PAS CAERA. 2 的 一 个 "一般 的 分 
划 X MERS 永 示 为 互 不 芋 生 前 芒 当 可 这 集 5.3.3. 的 并 
F. EET X om. ARIES A on] HAE HRS 
和 
Fa = D, ho g p AGS). (275 


RTEA, MbARBDCOBIUsEÉI.F AET AEBe S 上 的 积分 。 

ERAH foOgH WSOR S tE- HARI E e 0.45 ]c 8E 

找到 s-0, fe DS EEA DT a BHEAGA, FEHER 

Fs GOESX)]ETWEDRLIEGDGEEGE.UEOSREDGN S 的 直径 as, BEE 

R8 VIR] -— d" S, hp BA D EA Att 
Ss 

对 避 的 所 有 G, p) 成立, 具 (24) 就 推出 


Lt, m) — eV < M is pagos 


r 


= Lili, m) T$ ELCAN 
I Eg C26), (27), (13), 


Fy — eA (5) S il fdzdy < Fs + &ACS). 


7 


AREH T XLERRUSERE E ES CIR AMET AEE XS 


- 4là* 


所 有 充分 细密 的 分 划 了 部 成 立 。 


d. (CRUEL R 


三 重 积分 和 值 的 计算 ， 通 常 可 以 化 为 计算 单 职 分 和 二 二 ms 
(EUH, ERATES ARS, Fu— ER, m 你 空间 的 积分 
T ELEZ s 一 1 EIAS), AEÉNOHTCOS SEDES: 

Wt f(s,y, v) EERE, 了 = 空间 上 的 可 林 函 数 。 慢 宝 对 
TURIN YE, 

f(x» ya e) EA ARE EEPREUE m GRUT. $ 
| Ke, y, Jde = Ala, Y), (23) 
Hu Á( xy 作为 zx, Y 的 图 数量 | 4HB3,1-H 


[Hii y, rJdedydir — ! | a(r, Vdrdy, (28) 


为 了 让 明 交 后。 我们 考虑 把 x, y. 空间 得 成 立方 洒 C4， 的 
eI mI. 其 中 


Ot 
[ + a a Ja 3 


RITHE P UIEERERÁAMTS DG: 
Fr = 21 M27, 
其 中 ME, 是 ((e.v.2) UE Cla By px. SpE., Ko P 


F., MEESE R1 


Rs 


RUEEEA Cr, y) D Mi, db Kes yea) FEX AARTE 


D 当然 :这 里 的 单 风 分 RR SGEERGHMHEREE: AADMA TIERE :27xE 
2 5C, 十 1027" ARRA D RE. FASE EE SE IS, 


» £14» 


Ii. Ls c-r tn 
的 二 界 ， di CH) frr (26) 推出 ,对 zy € Rf 
Bx y) 77 | J( x5 y, zz 


— XD iG Mie YI utin 
4 R f 
用 H? 与 如 ， 卖 示 在 篇 ”次 分 划 中 A0.») 积分 的 上 和 与 下 和 ， 
FH HEFE H 
Ht >= DI Mi zt) Tm Ft 
"mm 
Æ rhe 
H, > FI, 
由 于 
im Ff 一 lim F; 一 il Ks, y, ldxdydes 


E a 


ERA EC. y) ERA, E (29) 成 立 ， 
在 关 当 的 假 谨 下 ,我 们 可 以 评 一 步 灌 二 重 积分 
|| Gr ydrdy 
化 为 累 次 单 积分 
| Gas, 
共 中 对 督 一 个 固定 的 e 函数 sx 由 
gis) = po y)dy 


X. 5 TEARAE ik, AEE AER xs Aiea y) 是 
AERAR, Am LAN (29) ATTERRA LERT PEHA i 


1) ERTHRE HORES D 7 EE-E ET 0. HIEBUBRS ET 
HEFTER n5. 


+615 + 


TRER, Min 
fji FER, Fa Fer = i ax, vds = gis). 
Ej 1, RI DLE REESE RETAANE 
(i Ix. v. xddsdqds == T (| [Ars 242 | as. (30) 
IBrEIE CAJE HABIDO LE pHi RET MGEPEA8 
分 起 就 熟悉 了 的 一 个 东单 应 甲 。 
(RE, 7 *ÉpSOEBSBIES TR SR, alr, yi, f(x,v) EES 
7S ERE o(z, 3) S dix, Y) PERAR EC RRELA 
C; (x, yle S, alr, y] ex z «x Sz, y). 
CAT AHEAD E x — x(z.3) "4A os — 80x. y? UR 
再 第 00-4 ARREA 0). ZEE C rif ste os TET] i3) 在 
SIM S. E. S ERD n nxuESUBRA O. AA 
Mc URBS). æi fOx, v. 83 REO YGEC JESA 
都 ,这 村 x. pa eiit. y. 2) DESI 
EMT EAE 


TOR.  ÜÜEGHIDESHENJ Gr 42€ S. WE Jr. y. s) delto 
y.) 在 区 间 

ar.y)9 zm I. Y) 
CETTE S — 402699 0, EAR ARER, Ae Ke, Y 
a) dels, Y. a) FL EIL ELTTER E 


bix, 3) 一 | fs Fs glolr, Ja ndn 
Es NA jx. yu lar, 
LESE T1088 PUT [RUE] 3 58 HAS MERCIER. MP {x 0&5, 
IIE fes ya dekt ya) m 0 ATS 7 Er. Ao X] TEE 
(x, Y)s 


* 6t 


h(z, Y) |= dx, y) bs ' f(x, yx), 
于 是 ,在 这 里 , FA (29) 给 出 
ul jf(x,),z)4xdydx = T Iud Kar, Y, =)sa| dxdy, 
a y 


giri! 


(31) 


A3 面积 与 积分 的 变换 
e. RANAH 


TE IER) EL SERERE], RAREN E 35-85) E e HUI 

FHEA HEH s, 1 Süd Pb rr E RE n 
Ee flx, Y), m glir, Y) (32) 

HU T, GER fru UE NUS RAA rb Em 
的 陕 射 定义 了 高 约 的 变量 改变 ). 9 rh ffs — a Y) 有 陛 一 的 
E (E. KERHRTEH TEHER o 一 Ta) (OUS. 242 
BD. 8—48385.5] GEHESCT 5 5. IH TC] RRES HI 
ARRARIR. 

EP TiXHEBISEGEBUERSI T, IHEM TERR: 

1. 人 的 定义 域 虽 是 x. v SETS) 7I RARR. 

2. IR SE OR SIC, 2 TE Q ZEE CERIS EL E YU — Bp ER: fu. fys 
Ex» Eye 


3. B SE ISHRE RT EAE 2 229 0: 


一 EHE 一 ^ 1 = hg, — ter ¥ O, (33) 

4. ] 84d i-l Hi thE ims c DU8E— ALADE a ME — 
Ei. 

公式 (3 和 3) 8—T4EXÓiECOO SE 262 0), WER O 的 所 

(x, Wh) 的 每 一 个 上 33A N, FERA (hs m) 的 一 个 包含 

在 TOV. 内 的 8 邻 域 ， 这 就 推出 ;全 的 伍 何 子 集 3,5 的 内 点 恋 到 


"7" 


T(5) 的 内 点 ， 因 此 开 靠 5 变 成 开 集 TEP. 特别 好， 我们 的 号 
射 的 值 域 是 开 的 . 

d£ ABS, FETES TU, we ADOOS (Gam. 
Ao e—a (x... KrTIHETZS G.m. Xii 
函数 

rc eE, y), 了 0E. D) 

SH EUETE CASE B wo s Lied ERE 9 — Vr SRI 

mpg, ^, ty = hh, di —gL A, ha 
(Ra 262 3D. ubt Em 


ie Cei 


dix, v) 一 a *— =l 
A sp trf: A! 


di£. 3) 
ZG DAS. 

Fit. ERC mA Eg ROBUST EERE A, 

AX pG3EAESIMBEIBBI. EUIS AIEO KAE 35 
Re ttair TORLO 的 面积 。 我 们 假设 ,在 Rh. (el. Ihla 
lll lel BLA lA [E ERM. PIERR E frr hides Ey 
在 RL WEHE. PEKALA e. 对 RA D FAHR, H 
ARG c1, y m (EU. E RR RARA H RE A 

Talxa y» e fix. Ya] $ (s, Ya) 
X(x — 二 yr — ys 
Ex. ) — axis Yu) E git, 5i) 
X(x— x) gi YQ — a) 
FEES HOS žE R68 D). 对 RG 的 每 
一 点 Ux. 0. RIS 
axs yp) — Kn. c h.v x — x) 
Tjj .Y)(» — 90. 
gir, Y) = gx; Y42 ch gu, Y 0x — x1) 
toG Y Ky — xs. 


Ur UATRT AtA. 


-¢ blg a 


其 中 (6.99 58 (7,37) 是 n, 9) 5 Qn, y, 联 线 上 适当 的 
中 加点 。 由 此 ,对 R^ PRffES s.» 
Mex, y ft | 
- tw Y) — fax; Ye) lEs — D) 
"iG Oo 0l —01 s 289277, 
市 类 做 地 
igir, 3) — zakr, y)| = 262 ", 
3e, bet | 
E = falx, Y} a= ghle Y) (34) 
把 正方 形 Ra 变 成 顶点 为 
(fsg)s GH 2 fg 二 2 8 Cf- 27h. g + 2785), 
(fo 27*f, + 27j,, g H- 27g, + 27g.) 
的 平行 四 地形 LIP Am Ís Ea frs Jys Fas Ey EA (si, yi) Hu. 
这 全 平行 四 过 形 的 夯 税 为 行列 起 
2f irf 
fg. 2g, 
BISRE EL 195 ED, T(R) ATA AAE 6m, ES FS MESE 
所 得 到 的 05. 引 的 点 的 对 应 再 标的 差 不 超 过 26277. AE T(RA) 
的 每 一 点 ;成 着 在 RUN, 或 者 与 eh 的 一 条 边 的 距离 不 二 过 
2/827", ah 的 每 乱 边 的 长 度 不 超过 vV 227,4 5-4 ibn) 
BRIAR 2782 7* 的 点 的 集合 ,面积 不 超过 
(4 22 rE y ZT m) lly 22 *8Yy 
= Hats d- u)2 *, 
由 于 sh BORED M2, RORA, T(RL) BA i-t 
向 积 和 不 超过 


一 279A 


(M 4 32xg e 12y FE)2 t (35) 

HESA. 
观 在 晓 第 点 次 分 草 中 包间 在 日 内 的 任 音 正方 形 RI. EE 
RE kat [fjs fls decl. lol 有 公 江 的 上 界 m 由 于 fz fys 
Bead, 在 RR —ÉEÉUESE, 我们 可 以 把 它 独 分 为 还 方形 AA. UR 


* l?» 


这 些 硝 数 在 每 一 个 正方 形 RACRE 上 的 这 化 小 于 ee。 nA 
Mi 表示 Aj 在 R3 的 上 确 界 ,从 {35) RR, TRR) 被 
一 个 总 画 积 椒 挡 这 
5S (Mh E SIs8 t 32 p68)2 ™ 
Kia Ri 
一 Rf (3ie) 十 3lag)1 7 
BRANNER HP FI ER) 
] | A [ddy 
Ri 

对 应 于 第 5 RIEA., ibn ww 时 ， 上 和 FI 焰 向 于 积分 
EREADER Al E RE RER, MERAN bT e 
大任 过 的 正 数 ,我 们 发 现下 市 形 RZ PREA E HETARA 


PITANI < j |A ldxay, (36) 
它 蚌 我们 计算 像 举 全 面积 的 第 一 步 ， 

HERTA aD E 3$。 它 和 它 的 这 界 OS AHA — 
个 开 集 名 中 .我 们 可 世 找 到 一 个 逆 亿 CBB， 和 一 个 N. iht 
£o NE dux) 2: 自 与 ?有 公共 点 的 正方 形 部 完全 和 包 
dig S WU.QXpscAN. A S ERAS 有 公共 点 的 正方 形 Ri R 
并 华 。 5, 的 象 就 被 这 些 正 放 形 的 象 所 狠 盖 ， 替 此 ， 从 (36) pir 
出 T(S) 的 外 面积 的 佑 放 


ALTOI S AL T65,2] 3 ALTRA) 


FF 
SS. 


< X (itatas ~ | 1Aldaay。 


z 


D ARERR 3 ARA SS ARARA Rp MERR HAR N gA 
*, 
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Mi so dM, Al 在 5. ERURBUSAI TES 上 的 积分 ,这 是 四 
5 [AI 在 S HER. xpi SIRE S EY] OR ECRLGLNTE 
RAES 内 的 RTL 的 总 面积 趋同 于 和 这 样 ,我 们 融 证 明了 


A70) & (18 asap (37) 


X ESRIGeIBLA SE 0 NEEDS Semi. 
iE S fpe E. XETIESIDAG (G7) 应用 到 5 rxz OS 
Lts HERG R2 Ak H Q7) 


A*LTLAS)] < j| Aliud < Cox] A493) m0 , 


从 而 T(BS) EASO. d E, D 是 TOR) In NGA, Peg TÉ) 
HERRA (Es a) MBAYE Gun). Uns à) 是 8 中 点 Ges 
Ya) ER. Gu Ya) 有 一 子 序 病 收 第 到 点 Gi. ES MAR 
内 ,从 而 在 2 pu, ERSST URESREEÜRUET (5 9) Œ Os y) BB.. 
EE. (x) RRES EAR BSCEREU (s n) 就 一 定 是 TOS) 
的 内 点 而 不 是 这 办 点 了 、 柯 见 ,(z, 蚊 是 了 的 这 界 点 ,这样 一 来 ， 
T(S) 的 达 异 包含 在 5 的 这 大 点 汐 你 网 ， 因 而 是 我 们 马 经 证 机 T 
RAO BAA TØS: WFR. due. TUS) LN DOE RI DOO 
0， 及 再 我 们 证 时 了 。Tfs) ECECHROWUN. G, AU tta DLE 
(37] 中 用 4[T(S)1 RIRE 41721,3898]. ALTCS)) 存在 ， 
H3] gti e lude to Jury 4 TME 5, 4 


| | 305.0 


Jet, n drip (3&8) 


A|TCGS) ] 所 l} Ajara = d 
3 


Ho. 

RHAL TO HAREA E TLOS) A Mme d e N. 
E. TOS) RRHEBEÉXE o~ T0) Ime. rar 
T4 T" agade, RiT AE G8) IEELSIE SEX 
去 ,以 而 也 有 

s- [LU 


L | d(x, v) . 
ex im mo d 


1242] * 


AURE LPSEEÁÀTGAHBE£dibeO 兴 的 正方 形 RA. E 
们 就 发 更 
r9 ARR E | || ases I arcos, 
1 He TT: 
TERI 
共 中 nm, EISE Rn OPERATE. DEL 
ALTORT)1Z m2 75, 
RUT4ESEBEEREL E XEO AHE ANE S, E 8S, XR ORUCCS) 
LHE, PE 
ALT(S)] zx MLTCS,)] 一 bJ ALTRA) ] 


RACE 
= 2j mrt Uoc Fis 
Ero 
Hi P7 RlAlESsS CEARTA BT. 5 a~ M, 我们 就 得 
到 
4p TCGD1 26 M LA day, 


m 3, 我们 就 证 明了 下 酝 的 共 术 事 完 : 
BSXxTaPAEdJdBTPERE BEOpm,SuamW. Spo 
& TOS) dEBB.IIE ALI IBERETIB AI: 
= n -z | EC £ 
ALTCS)] || d£ | AE) dady, (40) 


b. 重 积分 的 变换 

(REF BGRCRCRL IRAE SCA C T des, QU. HeRUMUE— Br ER SY 
PALA. BUE T. RIA TE-A, MEAs Red 
ddp VAPERHE ASIMUER, Fe, y) EAS 类 的 【xyy) NE 
XLRSESEEIEUE.  BUPXPRE x olfa) * — BEL n) div 
HES, Bi Felah IEn) 在 集合 TO) (E GR AGE 
HS ORUDDEEEREE Jus c SI HE RILAR 
USIA 


-— ? EH à 
|| Fazan Jj Fa ic, inen. {41 


wT ER, REOLER ELE 613 ARTESAN 

HUBS. RIAD S KAR 
$-- L] Sis 

lr OS, SHEREE HARE SHAMTE, p TOSS) X 
fe TCS) £4 I —d HEVESR8. BTERT aR L- 
E. 当 5, 的 直径 超出 二 4 ARE Tt5.) HEZEA TU, 
BO aub o5 veia j 在 每 个 5; 上 的 变化 小 于 ss。 设 n.) 
是 5; 的 一 点 ,市 Fx, y;] dons F(a( 5,8), IKE, nJ) 在 集合 
TS) 上 所 取 的 值 之 一 。 我 们 构造 和 应 于 10 左边 积分 的 向 受 
At 


J ros ATEAN ~ E i P(n Y» Abs, 2)]dudy 
-3 | Fir, yJE ACx, 2|] dxwy + r 
- fi Eir, fM 5(x, plisa tr, 
d 


Herh D 
i= [XL LEG y) ~ Pirs NAC, Y) lardy 


<e 51 || LAG, n) dnd = ea LTUS)I, 
T ATA ERA AGT FG TLD pH. $5 
?我 们 便 租 汉 等 式 (41). 
Ad Scb uu PUE X E 


在 第 4.8 节 {第 564 gt, P1 DUREE T AT 3EUE 
DEIAN GE. E] ATRIA, ZECEOE X. 
* B2d « 


(14. 735€ 6 AERE. WEHREN 1 RAA ASE RA 
接 多 面体 ， 
为 了 看 一 录 为 什么 不 能 用 内 按 多 曾 休 ,我 们 考 诬 xy = 空间 
中 ,由 方程 n tyi e EE, ERE 2055-12] 
的 那 一 前 分 。 演 个 到 柱 的 面积 是 e ME, 在 这 个 柱 面 内 作 一 个 
VERSÉ, vUsomBERSIÓüSE. Fig. 首先 把 单 
位 鞠 周 分 成 # 等 分 ,然后 在 柱 面 上 考虑 m 个 等 旺 的 水 平 园 x t 
z= h, sm2 opem (mlM, Hip& i. SIS 
& — ^s BHARA n 等 分 (EHE T D D a ES A 
mipi. d&d)iüdrdege M ET E GERE A vitse (uia de 
Bürusk. DUOEGBRIRUS EOUABApA DARES. iE E A EE 
EXE E MUERE EE ERAR E Tips n 
Eum qneduggsE, WEEE, RAE mox 
BEA. dB FUE SMS rycEIILECES SIEXECSE EUNSTE 
BE Ud cu CREER REC ES Ge r1 86 TREAT DICE EHIE ELT RE n E 
MUXUDUECT ERUEDRL "ESSE. SAABE? sin T. H 
BERRIEN, CORD 0 
Do z 
—i 一 Pos Ly = Ya 一 +4ain" Ja 
BAM NM 
| ras 
Pom 一 àmncin "E! mc jdn Im 


"EN a 
w gdn zd 十 4m'üm' zr, 
ATARLAR RI S eu n 档 向 于 无 穷 的 方式 开关 ， 合 
iea ESE e E mec. RALI, Shan. IAEX m, o" 
趋向 无 房 同 时 灌 足 mcm a, WERÄBA x。 如 时 全 mm m, 
TU TECH 


Z2 


lw At 十 wlk, 
等 等 ， 从 上 述 吕 性 体 重 积 的 表示 式 看 出, 数 集 Fu AST ERTRCRE 
JE ORE 1s, 其 中 严 凡 任意 方式 随同 = 趋向 无 穷 9， 这 一 点 可 以 


Trig Fa ?usm DL h u2n3n T 一 2 Ken 
m nr " 


BE RNEER LREN RE, AR 
ARRAT SURE WI EE GO 9I, WRR REENA T 
Fri fro d BHO E PR CTEL RE. AP HE CCP D] BOTE 0E RET HI 
面 的 面积 .但 是 , ARAA EROR TRE) EE EE — es, 
iE d BMEO REDIERE AEAT Sm pu T Am 3 
ext RE T YRCEERA AB TE Up PELA O28 E a SE: a: ES Ea 
Test p DAHR XS EORR, dl inp RR uf LESS 
x pub Pu. 


DARENT, ERE LICHE L= imar, RIAA JL Pp EE 
A 

a) 上 其 FP, VINCAWLACETESIE LIU FRA 

b M.F. panii M AGURE (Y RIOT EUER GR REA Noe HEIE 


FR. 
e) LA F. iei CILE Ini. LERTA EANA RA 
Eohik.zmWuüp-piik gw P. 
d)WATTEGS G EL-i pART. ki 而 Fons HERT 
n dir. 
序列 F. E ERIR M 一 limtup E, JAQUE. FARSTA cM 
2) TRA h EREA R TEES 或 者 说 得 名 指 确 此 ， ii AT EB 
性 ， ll 
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第 五 章 BhHED REOR D. [Ely 


BI SE PHIOREEEELAT A ERTER 06331 45 oii — TRI] 
失 斑 、 由 于 多 维 区 威 可 以 包括 较 低 维 的 访 形 ， 而 我 们 可 以 考 跑 这 
些 流 形 上 的 积 务 , 芍 还 可 卫 硼 其 他 的 推广 .因此 ,三 两 个 自 变 其 区 
情形 ， 我 们 不 只 考虑 了 二 维 克 城 上 的 积分 ， 而 且 考 虑 了 洛 益 曲线 
CEST SEBUÉ MÜSIRTR. 在 三 个 自 变 芯 的 情形 ， 除 了 在 三 维 区 
域 和 寓 训 上 积 秀 雇 外 ,我 们 还 退 到 出 面 上 的 积分 。 症 本 这 ,我 们 将 
介绍 曲面 积分 并 讨论 存 各 种 涉 同 维 数 裤 形 ? 上 的 积分 之 阐 的 相互 


AR. 


51 RARAMEN BM 
高斯， 斯 托 克 斯 和 社 护 的 积分 定理 ) 


HT-A., Eran NN MAARA AA S 
HA 200 m 
P tra = fia) — Fn), (1) 
£t BE E,.,—TXBNIdA r5 ss ag T, uL ULL d SP ag XR -——— 
AM. xc EROR — EE BERI) S EE ER 
MER yiri, Hi 【| gw yjdedy 


R H 


j£ MJ — HEOCESR PEE BC BEER ERUGRMEROR GN, AFS 

所 把 集合 让 的 边 异 C 看 成 一 条 定向 曲线 +C, CEH iAH A 

1) $E FEGREQRCEHRUSCAS n PP Ms CT ROI Pe — AR SENE ER E 07 ag 
WAEI. YrcGBIBGAGONN ppiD Dpgfs ER GRLATe EIE S Sue RT PSOE a 
HER. — SEgi E, dud RIBUSEREG EA G ELA EACH. LE — SRHLPI ULIS 
RBirribkE sEüpxSESGDHEPRÉ. SERE EORR DEMEI RRE I TED] 
BE. ETETE ast HA ELER Ee E E ER, 


= b26" 


JHR Ebb ARAE Zc" 49. Diem DERE DAXGE 
R 
由 [Res e et seo 一 | Hs, ir etas nen. 
' a 
我 们 前 面 讲 过 的 用 只 的 这 界 C 上 的 线 积分 表示 的 加 积 4 的 
公 全 是 这 个 定理 的 一 个 震 丈 情形 .我 们 令 Gr, y), gr) nt 
DES 
{= j| drdy = | xdy. 


+5 
F 


局 同样 的 证 法 ;对 于 fa, 3) m 0 和 gr. 32 9 y, 可 得 
Am nt - | ydr, 


-Č 

EAH 308 ER 325 MoAA EARR 
Sin ib uum RUE BUTS AEH. 45 (2) RDE 
IVA 

L = fàr, yey — gia. vs, 

这 是 一 个 一 阶 沉 分 形式 . 如 时 我 们 令 |= b, 上 一 —a. MERE 
fib R33 AAE a(x. y)dx 十 x, yis, 由 
第 313 zi EBgse X ix NC EG 

dL = dfdy — dgdx — (fede + di dydy — (gudk + g,ds)dx 

= hard — gydydk = (jy Y £p Edy. 

AEI (1) d EE ERE AA, MEAT RAE AY 


ij dL ow. |. L, (2a) 


11 EE Y. EE IE: Es E A, 
i) FRS EA AnA RAEE SAA daaa MAA EAW, hrat 
ANAWA RS OR ARENA +e quia) "ug 


[ dx | L, (25) 
QE reps Li eim ar EET E v IRE Grip LIT HDA T EL 


*&da 


fcur3i fe q8 R RUP. GRAN e 是 一 条 由 市 
AERAR, hi ET S TAER R A 
ACÓÉSQTBAS MEER f Red RESUBECuSRAR 
的 边界 C) LERES HESS Wr SO. 

我 们 首先 假定 函数 & 便 等 于 0, PEL jh XE R. RETE A FE E 
且 能 写成 昧 次 积分 3? 


f| fjr, yjdady = | dy | fs， Y)dx. (3) 


在 每 一 条 与 + 山 平 行 的 直线 上 ， 变 所 ? REPE. Rig 
x 轴 的 半 行 战 对 应 十 一些? 傣 ， 这 些 y 值 构成 一 个 开 区 BI mm 
»« n. ERIR Æ y a EEHEHE? 与 该 区 间 中 的 每 个 y 对 应 的 
平行 于 = 负 的 直线 亿 R 上 截 下 一 个 区 间 nip ara aiy H 


12 -EHEER JE E — ahte RULES ARR ERAS SS R 在 这 种 
ARE FIERA T 3E PEDE LR de AR AE YS EHE 

D W& à Rn ERE eS ERSTER IE. Aeee 605 于 3 是 书 当 可 浏 的 。 于 是 
ERAH E, ERLAR REN MEEA quf. EEEN H 
只 dra ERA ER EAR ER a E dra SET. 1, EHE a E te T 0), 
AARAM de. 在 和 旦 条 工 轴 的 平行 钱 上 可 各 > MERER RABH E EVE 
(第 614 页 及 HAS. TA c dcr ETTIRRE GR EE TUE ARAE SIRE. 
dais E= ETT ka ELER EPA AUCBREUESEUR RF. 在 一 个 开 区 凋 上 巩 和 
PRAHU, 

$5» Bi R E SRÀ HL EG AES AARS BEE ER Dido, 中 的 投 朝臣 一 
小 开 区 间 ， 


* GZ2B * 


OBBGEGRHCHUSCHIT IUSDDEESUSR CLIE S.D. 公式 ”让 更 
' pr r E 
i jsdxdy 一 |" gods, 
其 中 

BD 一 人 (zs Ms mfi 00. 3) — Ht 0. 
zr 

(jedas m [^ eto ne = Psy na. 0n 

RMRI BER SEC 十 ,十 Cos DA RU FASA 
方程 给 名 

TC: x= airh, yei 当 mo 4 ES 时 ， 

十 Ci Fy 一: 当 ogg. 
这 所 在 每 一 情形 中 * 增加 的 方向 都 与 弧 的 定向 相对 应 ， 于 是 公式 
(4) 能 写成 

Bn f, cf t 


RE C 和 《分 出 表示 的 右边 部 傣 和 左 这 部 份 。 其 由 c, ec 
有 相同 能 定向 下 DE EC 有 相反 的 定向 用 — C. GRÉ Ca A 
3E TRI SOS 38 FUB SR oS ET EI: 


jen mem Lo 


c 
类 机 地 ,我 们 可 将 cC 分 解 光一 个 "上 ?> 缉 

+r: t=, yepi RATE 
M—F 

TE zm, ym yla) TE ERE, 
RERE v MÉmBg2; ues. BERA erek XGKE 
在 * 加 上 的 投影 ， 因 为 与 上 走向 相同 ,而 六 与 5 定向 相反 ， 于 
是 有 


^ 
| grdzdy = | ax | 
G 5 


TE i 


FER 


Srdy 


mm N gx, piis) 一 (* gix, yu hia 


- dx — — 
PLI LINE 


一 " gdr = 一 | gda, 
Ti Em TIE UT S -- RC C2). 
Te BUESTE PERALTA GJ S8 —RKDPERR E. RE 


Tid 


BN KC k EHH C. 假设 人 
figo REPE PRA RIESUR Cis Cs, 
CUHTIEREUEETHILASEHT TAE 
E — REX A06 T — ADS TE 
B ch s 

il hary 一 | fdv, (5) 


我 们 通过 所 有 简章 引 C. WATE 
平行 于 7 $hiuERE (WME 52), A 
TJ GHESRR 分 成 有 限 个 集 分 RR.， 
t, Ru, IRR BERE E NN 
ECT y AMESA, TEE 


BER G HZA 8 ERCTGLBPE. a PEA R BA D aE Y 
x HF EZSISAAUT T4 sAG13EXE R AMAA 


E 


| 1 dxdy -| idy. 
4r; 


xx HE t E HRR G 十 C R EA 


D UEIDRULUOMEBUER. PADAH eag y= x'sin d 年 为 一 
部 从; 它 与 输 相 次 于 无 穷 多 个 点 并 且 厂 能 分解 成 为 版 企 泊 ,其 中 每 个 处 与 了 灿 


RAE. 


* i =- 


iU E5rHBUnEAB—um,. dixihihX bEWC5 y» Weari- 
Sk, T imi, OR, EIERS AREE RR 
上 的 重 积分 . 在 天 上 转战 积分 中 pu tEdTcEDML SEE HD 
帮 扮 拔 消 了 , 习 为 拔 个 区 间 被 走 息 二 次 ， 一 次 同上 ,一 吹 册 下。 二 
此 在 曲线 十 LBCRRXSTMInSEGUEYCEET HR +e 三 的 名 
积分 ,于 是 得 到 公式 45)。 用 后 样 的 方法 可 以 征明 


|| eer = —) "T 
t 4 


只 要 用 通过 所 有 孤 C ARPIT x DECOR adt Tim 
EDI 

FRR e E E STRERE EMERARA TE OH REAA 
HCÓBE. MC BAT T dA CE ETSRUEBES, FUR 
CEOMEHCR TEASER, SpA teat SERT S ER RAT EreRE 
多 交 于 一点， 在 十 C 上 积分 时 ,我 们 必须 给 出 使 丸 总 在 左边 的 C 
的 每 个 封闭 部 份 的 定 滑 于 是 用 平行 于 9 
BUNT ELA e 4) TE EE SETE: 
SBoEfGzTs4 二 点 的 区 域 ( 见 图 
5.1]. 

BLERUBRHE R DA AGE A 
CREATE SEELBCESET RETE 
OZAR EH T Enna. Sitt 
常 不 用 这 和 方法， 而 可 以 把 R 变换 成 一 
TERCERASSA TEREN | 
SEFE. EMANCEE S EOM 


j= jat 


K 


TRATTE CEU, DL X55, dL 3C LATE X REUTERS A 
r= rig, +}, y - LE r) 
E-A ESRI 1-1 89268 S ERE RT EE £1 UR. CAR EY 


=" $31" 


一 个 «ww XEmPDESUSR R*， 其 边界 为 C', TE 
Lo- uy 一 

T (ly, — pxu)dm + (iy, — pz,)d» = Adu v Ede. 

AH 
dm HP, — gr. Bo jy, gs, 

FREE rr 和 计算 达 是 用 ase YD. LEO MES BTE 

di = didy — dada = i. + gQidtda 

= Ads + dBde =| B, — duds, 

TEA OH EHE) 


dirs Y) ma g — 
{jy F E? duo) B, — dn | 
WwcEpsTm - 
xc rfj, yea ytt] n mim b 
给 出 ;其 中 十 6 WugERGQEOT sAInBDI Sg.  XDTP-RC* 上 的 对 
gmuHH—S3udAc WI LIC RSS C" ERRADA E pI 
" 


Pa 


du dr’ 
BI 
-| (7 dr / wi 


ap, E "PERSE EUOUE UR Tr don UR 
| dL = j) ti, + god 


= 0+ 


| 
-| 


—. gud 
sk 


(B, 一 1,)dwd», 


BAR EORR PR 
j (f, i Hbndy ~ I. lfdy — gdt) 


* E32 


可 以 从 R* ETOBMEBSAA 
| (B, — A Jdudo = | (Adu + Bde) 


I& iH 

REM BR CUL SEARU-—qxIE.SEILESBmW E. 
&- fa ESEIDIGBEREHEUEEUITITES—jRA.UiR LRE 
uy EC y. Uim E ARCEA EARE, ERIS 
HERTS Erik de UE SCE 51  BpEG. TERE 
定理 便 能 用 了 ， 


5.2 向 庶 定理 的 向 量 形式 . 撕 托 克 斯 定理 

WERTERA S, BA ESGERTEIRPSS BB 
WIEHREDREdUGE. ikos RIPE (ox. 320 A gles) BOAAN 
看 成 一 个 平面 商量 场 点 的 二 个 分 量 。 将 公式 2) AARDT 
SURGKGNEP 出 和 点 表示 ， 

div A 一 hx. v2) gir, yJ, 
VRARE prd A WAE (EA 206 页 )， 为 了 得 到 殴 座 定理 右 
WARRT A ERA R” HIERNE BA 十 的 弧 长 
?{ 风 第 一 等 , 357 t, xXx ER 5 HMRS IE] EE 十 的 定向 对 
PP T dE AER (2) POR DE 3E 
[fix, yy gis, y)3 Ms, 

Hr dx/ds- s.p: 9. 


13 ER Es AT r qni sop e ETE SIE 


I -| hds 
paddiMEIDAGRAUCPECH WE. RRRA i AEMT CEE p,. Ae 
Sfo r= asf) y = yi HR sem. e ddp ecns 
TAA Ej «31 
FN 
(mJ, à - [£2 


Hd T». LIT PERESTIEEIMPIE 


a 633» 


gons 


我 们 还 记得 以 区 入 Ze AR EAE t EAE, 
"tud CBE. Hms mmo. EEEa 的 正 
B. 以 了 一 了 和 一 一 # 为 分 量 航 向 量 n 世 是 单位 人身 量 , Tx 
直 于 切 向 是 ， 侧 且 它 相对 于 向 量 1 的 位 置 就 和 正 - ARAPE” 
AME RU. dnm. Som ER, MR AERE 90? REEE Y f 
HIRE s Bb, BA, ERLA 99? M E EE RT HR ED E 二 得 
Huan, Mik, n Heic HE VIS EJ W 
【总 一 第 357 廊 】]。 因 为 在 措 们 这 里 局 的 害 向 是 使 扩 域 R AE +E 
HEB BEA m Ece 的 单位 外 法 出 {[ 电 图 5.4). 30k 9 相 正 z dhux 
9 得， 出 单位 向 贡生 的 分 量 £o AbSRGRFURSZS Rude 

Es sint, 
CEGETFNCLRENAg: RR 的 分 中 也 可 以 写成 * 和 7 在 n 方 应 的 
方向 导数 


D 考虑 到 岩 续 竹 我 们 能 看 出 这 点 : SUTISIDPH ESSE EEBAO SUI RETE "y v $6 — 
HIE tiu ridus? UR TAk r0. y c1, Bt EX S mm ds gm i 
[18.5 & LE MT rl. 


a pjt 


KERAHE- SEEDS Alx) Aut, agi m 的 方向 导 涩 
Æ 


2 == h cosb + Bs D — ED, 二 nb, 
(UA, 45 页}， 
HE, Any a RP Se EX 
| du. = (a dx p dy 
Jj div Adzdy | y tr 2r) ar, (6) 


这 里 右 迪 的 被 积 陷 数 是 以 Fog D ERUSTELER AC s A 为 
AES En An, HE n 的 长 度 关 l VOUS 
RA: n ECRMME ACE n 方 向 的 分 昌 An HERREMAN 
FAPA 

| div Adxiy 一 f, Ac nd 一 | Adr, (7) 


用 话说 ， 就 是 平面 向 性 杨 KRATER R LO HEN TAn 
WER 的 边界 < 的 外 法 可- ERGEG HJfX BIS. 

AT BSORESSEDEBI- Edi AUSYIBUEL ERE, TE UD 

akr, y} == gle, yl, blr, y] = Hx, y) 

于 是 由 《2) 可 福 

llc. — ay daddy 一 | (a3 M bý pirm f adx + ódy, (8) 

Ę 
ERRAR s 和 b 下 成 一 个 名录 场 B B o xRCA E, ERA, B E 
通过 将 A qos pe 0 MRa REAN art 
by 是 及 和 音 伍 切 向 量 t HAERA: 

a + bym B-t= F, 

其 中 onm PAR BEADS, (8) RERUNS IE 
207 AF Mi—^EzJFRIEBNEERRU—- e REGERE. EETA 
ILE SER RE AL] ced E ERES BARATAI v. Yat 


» 463555 


2s Bj mie B EAE x,» Xn E Bags £2 Yr Eg i 
等 ] alr, y) 和 btx,y)， TÆ b. — a, km B HERZ 
sicr! B). WER RELHA FIER 


il (curl B), dxd., 一 | B,ds, (9) 


5 之 ， e mI Logik pisano F: 


1 97 ọọ à B | a F A b 


DRAR, 

尖 我 们 利 甲 空 所 向 量 并 的 旋 庶 的 向 共和 圣人 性， 那么 在 斯 托 克 斯 
定理 相 平 面 区 域 R 可 忆 不 必 有 限制 在 r,r PHA. AEE E 
HFAA REIF x.» 平面 ， 内 此 我们 得 到 斯 醋 克 
浙 定 竹 的 更 一 般 的 形式 


|| em Bys = f, Betos (0) 


Ap REZAD ARE. RRA EMIX, St Curl B), ED 
cul B 在 na 方向 上 的 外 量 , n RUS REPREN A, XC 
FE rd: BEWESESE [E] M n ErjSTRIES SE— BERT 19g 35 t E 
Hit HA IL 

ARASIDA Bn TRE HR HK. ix eA e HA 
AVE Asa. ER AE ERE iA mE REH H DERE) gik 
XX REIS dE Ee 35 A Cn Ie 0535 TE o. 

FOE] ATRÁS TE I ROMERO. BPR alr, ye ekr, y) SER 
n fit dit 

gy — b, (11) 

HCO,3RBU adr bdy E— A HRA EAR: ENR DLBJBHOEGOIOS 
0, mA C82 可 得 


I adx + dy = 9, 


其 中 心 EnRRR AATA IMER E 1) R kiki 


- 5X5 


出 { 我 们 在 第 98 EELA) ZERO RRR 
| adr -+ bey 


REECITABER E AA HERE R E E FELT SEES ES ERAT E 
SE AARRE. 


BER S 52 
L RE El e Sr TA IR 
| 4d 十 oSde, 
JE Scene (E COR? ELA CR SERES] 17 5 93 P: 
(e) A= auc be, BU, um, £280. xu xi. 
(b) A= d — n0, B—3w, [w| — 1, Iv] «1. 
(0) 4 — at, B —ut, a! Rr xr 
2 导出 概 坐 标 系 中 散 度 定理 的 公款 


a + og(r,8)46 一 | E (2e 一 ar dS. 


3 BERETTER TA. "nne RH 
KER HERSA 


Ll agg -Í 8 
2 NEL i "M dra 


HAER OTARA PRANE ER REHA. 
4. 用 x. ?平面 中 的 斯 反 克 斯 定理 去 正明 


j! EI 好 一 f. werado) tass 


Roh t RURC 的 正方 向 的 章 位 急 向 量 ， 
$3 二 推 分 部 积分 公式 , 格林 定理 ， Mure 
| d dé 
Ge ane (Rer) an 
[网 公 江 《6)] SRR BRE EE CAS B OCTO TA GEB UU 


637 - 


R 


公式 , 它 在 帆 微 分 方 可 理论 中 是 基本 的 公式 ， 
设 fix, y) (x, (x. 3), ert 了] 人 人 了) 
HER ay, 5.5.,n UH YESREST M WA. [DM 
fa ^ gd, = (an, t bv,) + (aou t bur), 


页 我 们 能 将 公式 【地 ) 写成 
ji (au, 十 bv, )dzdy = | c d -+ by A dr 
一 | (29 + br dredy, (13) 


为 了 得 到 格林 第 一 定理 ,我们 抬 这 信 公 式 用 于 > 一 w oa 
or Ej 5 o, 的 情形 (我 们 假定 在 RR 的 闭 名 上, oA ERR TP SE 
数 ; 有 连续 的 二 阶 导数 )。 我 们 得 到 


一 ICO 十 s Hdxdy, 
E 


对 计 拉 善 拉 莉 区 于 使 用 符号 和 人 209 HR NE 

Uu. 二 tyy mm IO, 
此 外 , dx/dn 和 dy [4m JE R 893A C RAME AA RO CAE CH, 653 
DARRIE 


c, HE. oen, S LL den 
dn du d 


KE c NEC 的 外 法 向 的 方向 导数 "。 MAA e BOE dE 
成 


j| (eo. 十 Ho, )áxdy 一 I. M ze ds — i Wiwodrdy. — (14) 


者 再 假定 ARERR IEA E N HE Roe 2838 — FR DEI 
又 可 得 到 


D 通常 ;为 莘 单 起 志 ; 珊 条 dojde EET E E. 
s 3 


j| e T nat, drd = p d ^ vam (Janet. 
PAA dde E LER TRT e SE o SERUZS EHRE 
URB. 


| {aia — coAmidzds = «t («5s -一 — p en Jas, {15} 


林 定 理 是 起 本 的 定理 . 
4 艇 度 定理 应 用 于 重 积 分 的 变量 车 换 
ui rid 


SERIE ESERBEAGIN C489 页 ) mirus 


一 个 新 前 证 明 ， 对 以 为 边界 的 区 趟 尺 圾 度 定理 可 锅 述 成 下 列 形 
式 


Jj dL m | L (16) 

[5,627 FEX (28) 2, XXE ER e 5. gn 一 #4， 
L = alx, yjdr + b(r,y)dy (172) 
dL == (6, — a, )irdy, (17b) 


& EEOASSE6WA 
z= rli), y. aua, 
za mpg Ae EEA RATHA 6 中 的 线 
HOE LT B HF 
sop, 
f L-|. ais + bay = | PLI (176) 


4 E 


其 中 币 积 函数 为 


D gE SIBI. 

2j REJA. ARTT BA ESEERgEg BHOBESEHEIHEERGR EE: WRA 
—^3p5, Lx REC Pa LIH. E EEE a: i E EHE 
AT- AAE RAHA LXX LÓEGANONIdU—BE Ax. 


= $509» 


do 44 — Aa 
CI, 308 or), 
我 们 现 夺 考虑 一 个 夯 
go Na pr Y) (tha 


TATEK, RETZA EE R Elhe go 
r)d(x,y) AHERE. ERER «Qe apige E 
E: mC 被 号 到 R' 的 这 界 C 2. RB Cube pA, 
ERU SC —df;ldRERUBEeSeuI—A. ETETE 
IERI. a PREIS PU SE s 圭 加 时 ,由 

sms (riz), yry, s = nx n. yr) 
给 出 的 点 (s, e HE GHR CT. 使 得 RC BERTHER X 
TÆ we RIE 

L = Adu t Bdr = Al udr t ndy) 
+ Birdir dos) ada + dy, 

其 中 mo AEERAATHEMGAGGO d, BOE or, y 坐标 系 中 的 系数 a, 台 
是 通过 下 也 关系 

g "siu, + Hw, Boe du. de, 
HERH. LUN 


de m g ÊE. 0, 9o 4 0n te‘, 
de di de dt di 


FE (170) 得 


tL 5 
| 1 一 | za-| dint Bdv— | LL, (18h) 
EE TA dz ri a d 


EEE G 应 用 到 ww PEERAA R, 我 们 得 到 


h L= || aL, (18e? 


3X8, 55 L17b) $M, 
KL |= (B, — A, )dndw, 


» ett 


六 们 立即 可 区 验证 ! 
机 —a, lA, + Br. (An + By), 
— (Aa 十 Atelu, + C Bus, 十 Bor, 
— ( Aui, F Aby, — iB, + Bbp) 
= (B, — d) st, — tyt), 
U1y,324 18 (18b, c) 和 16) 可 得 结论 


li iL 一 [ (B, — A dude = f dL 


一 fa. 2, )dxdy = f| Gs - A, Pai dxdy. (19) 


jk Eg BLSPSE REB S8 s QU 


Jj fr, v dudo = | falz, y) vn, 1) Uo) dxdy (20) 


Lm, (16b). 489 页 ]。 只 顷 在 419) 中 选择 函数 A4, B. 使 4 一 0， 
Bam fee) BBE, RARAGA e, MARHE Fx.) ff 
a HRHD ER: 


Blaso) = |" Koudan + hlr), 


其 中 B(50 EEA. e) ERGEREDIESR (g(0),9) WER 

W. XITORERBUPREE Pe 3. AA (20) 46- AERD SUR 
EE AE b SE 

y= d(n, v) a 

j dud | dí x. y) dd. ( 20a) 

3c E S (20) A WI — n tcs tà m [dude EUR 

SA I e T EO. 这 个 事实 在 这 里 是 这 样 证 的 : ja o$ 

成 一 个 一 wA Lut 4L. Fidkrik Sum éiCBU (5 ne iE 

13 "IR EREERIPUER TERRE HET EX DA, HERA 561 页 证 遇 过 的 事实 的 活 ， 

让 谭 曾 我 们 征明 过 : 对 于 形式 二 pDDDTOHECHESEISAEGESE SL, 


此 由 309 j4(56e). 6 


-a = I5 Ln dL o dus). - dix 
b, T 2, dxdy dady d(x,y) (B, = Ae) "EN 


- 


积分 ,并 且 用 了 线 识 分 | 上 的 不 变性 。 


b, Blaründz Ef du d 
x pe t 


scm uz, V). 6 ee pt, Y) 
ABE 1-08H a EANET RE EAE, AMET 
A 0D S MAARTE BA, 6. EADDXSCERMDSEEE -~1 
的 但 雅 可 比 在 整个 更 上 都 昆 鱼 的 情形 。 在 导出 公式 (20) 的 论证 
让 唯一 的 差别 是 现在 十 C 和 十 如 具有 相反 的 定向 : SAC E 
当 参 效 值 * Am RS EAA MEC LO r ARR EED., ix 
EREZZE (p H PIETE ERARIGA PD E DOE XC AGE 
By. RAREZA EEM. kAd (20) £4 gt" 
| lisay m — lE D D dedy, (29b) 
XO (s. 3) 到 (9, 22) ERUS SE 1-1 B8 E FEE" DET Bore o f 
EEFQEA[IUPE3EG x (2008 020b) 统一 成 一 个 公式 
| jEgerep 一 jj e r) drdy C1) 


fEXX Hi fei PHRZIOECREGE S «Qe SET LL. MAF ir = egie, 
r) SEX. 25: 


e *P(m.e3 不 十 民 让 一 六 的 名 
seins 一 sign dlwa v) E (i,e) ERT- ARE, 
d(x, y)? 


D BEZLAR RU x5 GEIDaEDE. decet, C19) ges inte ce He fe FR 
T.EDe4EXESTHBGECR. MHRA MHAR, wb E ARAT S E 
T. BPEHE E THERE EH R RU A AERE a LH EDUC RE 

w= [yet 
I! idudo JI TH dedy, 
AR OD SERROH HL APE KESER AMTEGA 489. AGRAL 
FA FIBER E FR d E TCERRE TE d 


& 547 = 


H i, RASER RUREBCR—ÓEJXE 1-1 EURUE. SER 
可 以 分 成 车 于 于 集 R, RA R; 被 1-1 地 映 过 去 且 在 等 个 溯 集 中 
雅 可 比 有 固定 符号 1w TEA 


liters 17) quy 一 D | re dzdy 


diz, y) dis, y) 
- 3 |] fendudo = || trains. 


ix EE PREAPBEemXEEET s,s 平面 上 ,各 是 数 Xa 代表 
AER s) = 2i Bg; s; s). 


"p (uo) 是 Ri; 的 一 点 的 象 时 ,每 一 项 en Qo) 等 于 在 这 点 的 
准 可 比 的 符号 、 因 此 ， BEL Xa, z)。 四 作 在 点 《us +) ROME 


PE TEBERKA (uo) msitari > 0 的 R 中 的 点 的 数 


zD ET ECHO. De 0 的 尺 中 的 点 的 数目 的 3k. 
有 了 这 个 Inr) DE X BU SE RM CLER 
[| Hus ean, nde m {| Iaa, y), Gs 79) 


x «Gn f). quay, (32) 
dix, y) 
E fcxm* d, 我 们 得 色泽 式 
OH. 
fi PENA 2) dray 一 [pates ean, (23) 


它 把 公式 (20a) SEP SRA SEEE, EREE 1-1 BUR 
F. 
Eo — T i NL 9r 
u = &'cogy, v o e^ cin y, (242) 
XD SE EDEÉES (ry). WA 
dH o) ar 0, 
dix, y) 


+ 543. 


使 用 在 x.» HEH wr cosÓ, vom rsinO 所定 多 的 极 坐 标 
1,8, REEL BG DISUUEBUE IB rmn, 3 一， 的 
A. MIRR EE 

0 r log2， 人 (24b) 
Du ARAME 10 «7 «2 pA SS), IRAE o0 
WR DS OE TU. Gic s dete Tom a zd 
一 区 之 间 的 概 角 来 确定 )。 环 中 的 其 它 总 则 只 收 蒂 一 次 . 


因此 ， 


ERE 2E SEES BEI «Ja LIRA 


Hoc» "ony, s — erar Hi 


» Bn 


0 XPPüsxrsxlD rm 
Meat XUP bere oswÜü 
i XP pL—2 A oum, 


这 里 ， 由 于 环 1<+ 3 的 每 一 半 都 有 面积 T, MORIA 
| Erlu, c)duds — 2 (ix) 十 了 一 lt 


f —H5 iE, ager 8 mis 


legl 9 
wr 3 | eTax = <. m, 
ü z 


ERAR RE PAA n GOBRERIBDES xs) 和 
CAS C RA Qu. e) SEBUBSTE elar) ZA RIA ERE 
意 的 恒等式 

Yalu, p) am pelu, v) (25a) 
XCERLERES ERICH REB MS 154 页 中 给 出 的 定 内 来 确定 ,假设 x.» 
和 ow. 坐标 系 都 是 右手 系 ,我 们 规定 ¢ 奖 于 中 的 走向 , 它 对 应 于 
让 RR 在 我 们 的 左边 。 若 在 C 的 性 何 部 份 Y 上 这 个 正 向 是 使 茶 参 数 
tm., RITER: WMA C 的 对 应 部 份 YY 的 正 向 ， 计 是 
”围绕 一 个 不 在 上 上 的 点 (mw， ro APERE C RA 
指定 的 定向 沿 着 C MAR ERIH E «an, r > n 的 次 数 与 
C 从 诺 到 右 穿 过 这 和 诸 线 的 次 装 之 差 一 一 在 这 里 这 个 着 用 lUs 
如 XÉT. 

显然 ;由 定义 如 盯 程 (250) (5p xrApAR Wu RAS. HERR 分 成 
TIER ERES OS 0, 的 子 区 威 Ra BITE 


Xr S) Zelm}, uu 一 > pc Uns v), 
Eb. übdd (25a) REENA 
kg (s, 9) = pocius v) (25b) 


(645 


对 及 的 任何 部 份 玉 均 成 立 就 能 了 ， 其 中 R 被 1-1 HE] s.c 
平面 并 且 雅 可 比 dn 2)/d(x, 3) 有 一 个 固 证 符 苇 eag,， 设 只 的 
边界 昌 线 为 Ci, 并 设 只 ,是 只 的 象 , Cid COPIER, 显然 ,对 任何 
不 在 C. 上 的 点 (nv) 

ËR; 对 R; 内 的 (u, e) 


čelu) = f 对 R; 外 的 《ws e). 
此 外 。C; 是 一 个 简单 坷 晶 线 se > 0 EERE Y A, 
sx 之 0 REENIRI CI 33e 节 。260 页 )， 因 此 C; 围绕 点 
Ceo) BRZOG (isv) 在 C; 内 部 时 也 是 sx; 而 当 Car) Æ 
C; 外 部 时 是 0, 这 就 证 明了 (25b). 
在 643 页 的 例子 中 ,通过 葵 验 立即 知道 zztey v) 和 nn, 的 
是 恒 等 的 ( 见 图 5.5), 


$5 ERES. C An 变 到 极 坐 标的 变换 


在 473 LATE OUT RERUM SB ee RR RS CAS. ETER 
情形 ,我 们 来 讲述 一 个 相应 的 重 积分 


M(R) 一 i p(x , Y)dzdy (26) 


HUTXRPÉGERMEEAR, EEE plr, 30 SEXE sy EMEF S 
Pise VEUYESEEEEE TERT CURIA (26) $8 5 的 任 一 (者 
XQ 3DABDXISBRGUMEM M) 联系 起 来 。 我们 下 AR) 3 
zRRÉIE S 

A(R) e fi drdy, 


L] 


由 中 值 定理 471 RATAA E 


办 于 or, y) ERALAR A HAR eE, 由 此 淮 刀 在 了 的 一 
点 Cros yo X 


» 536 + 


eO) = lim m HRe, (27) 
HH R, 其 忆 的 尾 一 子 集 序列 , 它 有 而 积 AO. EAA n, v) 
EE a— co BDEDEBRBENTO,pAPACTIE—HEÉS EIUS 
E. m eX MXCT AIDIIEUSEK, 

fri tmd mx e>) EEMALE e, 
y)éxdy HCEEgEXAE bd XL HPBHpmJL.B4R MR) qx 
包 伟 在 窜 今 玉 口 的 总 质量 。 TEDE RR ae, y) 可 以 作 
Rp? 5 E SS PEELE Ra 83 C, YAEHTIHBEES Ind 
9l. TER M( RJ/ ACRL) 为 集 令 R, rh ITCREO ARR I qr BE UIS 
i RIJE olr. yila, AEREE, gut 26 A (x, Y) 
Ab EET BT E, HARF el oW- PREE, zh] 
E S pidrdy BEDERT, E MUR) ECELSUR h ct H 
设想 pir, y) AER fa HERSEN IEF. 

EARE EA (x, Y) 到 Co. 3) DRS 

= X(x, 了 js yp ¥{#, F) 
 F.BERRBSfR E 的 面容 由 
" _ a, y 
AR) ~ | didi = Jj FA dudy 
BELLAR (20)1, AETH 
4G.) um AË. 
d(z, 9) a= ACR,) 
TLARJECEE ILE PEU TR DC Jtt RS L2 TH, 

BUR Si gn] D E BUE BEL N iHi, EMBS 
RER dE 的 应 家 ,向 《zs 人 是 同一 个 质点 在 后 一 时 刻 主 的 
ürE. 令 plr, 四 表示 这 村 类 在 村 部 二 在 点 《xs 人 的 肉麻 而 
DLE RARER AÜPZEXA G, y) RER., ”车 我 们 假定 在 时 
刻 + EAEG R HUE 589 sri quis — HEIH GR ERI e 42A fid] 
ARRA RR 对 的 质量 相等 N 


LE FEES 


MG) 一 | pdīdy = MR) = || oaa, 


Ei ftii rH 
pc lim MC) — dg MRa , ARa) 
M rei AR, ) au A Ra) A(R,) 


mn Ê.. 
d(x, y)/d(x, y) 


Eb, EEA (m. y)-0 (x. Y) T AEREE E A F e 
m y IE 
EP a, y) (28) 
EEE, RFR S RAE ARER 20 Ah EREA 
UTD. 
pdxdy = pdxdy, ( 28a] 
MAURREN EERTE GAS An = anum, FH 
HHR ed ZI, WE RA (n. 08) ride, E, 4i] 
AHHAR 
j Audtdy = | = dis 
在 格林 定理 中 令 w 一 1 就 可 得 到 让 会 式 ( 见 4155 639 5), FE 
fi -—-qBiAOg C. ng EE (x. ?] 的 集合 R, AORDDUEDSU 
PERPE: 


du 
An tm ei [ de, 29 
" im ev e, da (29) 


为 了 把 As THEMA, SQIREEMpENDBOASÁUD SS BIO 
线 积分 | un 上 去 ,然后 用 而 积 去 除 ,并且 取 县 恨 就 行 了 ， 这 比 


Ere ye P$ RBZ T A dia 5E T B UTR S er ARIS s $3 — M ORC 
KH 39, A ARR h LUCR B CHR 
作为 一 个 至 要 的 例子 ， 我 0] 来 算出 将 Ace ERER [7 ,0) 


+ të- 


EH, $hüldkiR demS—TohPEUE RQU, CERE rA 
f +k EUR ELS 0 08 +k ANAE, EHHE TF 


AUR.) 一 ut + L4. 


一 阶 导 数控 公式 
M, = è u(rzosG, r ciu d) = B (xu, b Yuy) 
f r 


Ha = E uir cos, r sin) = — yr, F xe, 


EAE. (Gp EB re t E A C r En umi 
E xfr, yir, GE da/da = p, fd d= rdd, EHH Le 
gE Em (Ei 9 BAHG A RE vr, rir, HIE 
dujdn = ugi du d= de, EDAD, aOR R, OR C.) 的 处 
HHFA C, 二 者 分 ,我 们 每 

le N CO Ryan t Aa B) — rule, 0)148 


4 L L [apr O + £3 — yor» O) dr 


zu 


P+ 


' [rs rn. 831r 


"nah 


+j 
=S [peat C. To. 


rh EETR ER A ROTE PR SES 
AR) -— l rir do, 


ZU 


Ter A (DES 


1) EB toc, dp E iB T 0. 
TUE 


^um l (rn), + lilw) 上 二 L Higgs (303 
r mr da r r 
A BERTE me a 
ica SER HMG AMRGA E A# 二 0 的 一 些 重要 的 特 
EO MA (302 300375 ERI LDUGÉCT: RRA EA um for) 
TC REE RTT 


3 pef), 
? 


Bai rfo) = Wa 或 
u= f(r) = alog + b= alg y x tya, — (31a) 
Ruta Re ER. GEUUUGRIIAREMBOEILERZT ERR T 
的 台秤 其 有 形式 
t — c8 + d — carctan ” + d, (31b) 


其 中 = 和 4 HE 


3-5 用 二 维 流动 解释 格林 和 斯 托 欧 斯 公式 


用 在 x.y 平面 内 流动 的 流体 的 运动 可 以 最 启 然 邢 解 释 我 们 
的 积分 定理 。 EETA ean AHE, E 
时 刻 * GRRE p 的 质点 具有 蛮 度 有 向 量 v — (a, e, 

共和 祝 体 的 速度 不 依赖 于 s. yars MERIKE F) + de 
AEE- eE I AIRERA: e 由 将 充 请 一 个 面积 为 (ve 
nji 的 平行 四 边 形 , 其 中 + 是 了 的 长 度 而 是 的 单位 村 向 匡 
CGU Zo nET BUD 08€ RL Ej (5.60 ^, Tat IDECBE EO n dE 
到 了 的 二 个 单位 法 向 量 中 的 一 个 作 n. 85A. (venjar XM 


D 在 zs.» 平和 内 的 运动 半 以 想 思 应 在 x» ys: 共计 中 二 运动 的 一 郭 分 s 在 运动 
由 住人 得 一 个 于 点 的 超 座 平行 于 x.» XB s443EX. 
2) 这 平行 四 过 形 由 那些 点 Cx,y) HEESU CX. ) 和 和 
(xs ye rdis Y — vult) 
Arm A BUERER I EAA. 
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33 1 十 a XEEREHEI BIER [8] PERUGIA HIT IÉCS RE DR BEP S 
DERI IZ Sr a S EIER . RI EER d )ARÉAHU. du 
e ERRER, W (wo n)esdi 
EAI Hia n pry — UE 
HERIT, 

we ny EMAR XI 
Eg, CHES ET A HIBERJ 
Éi weht, Bn 表示 
EB ERE KHT t, Ysi 
的 流动 中 .积分 


| [vs m)pds — (33) a... oanpaespammim 
考 示 在 单位 时 间 内 通过 c GER n p SPA 
缘 的 屠 一 亿 的 度 体 的 质量 。 这 上 顷 杂 通过 刷 多 边 形 通天 COWHIBTDATXS 
EWES ÉSSX BN EX XE vc UE BE eT BIUS $31. 
TckEEGREiESAmSgDaESAxEE. M ERR ra iehi 
MARE RIS URÉKSUULEST, DERSE, POL RE SEE CHN 
BUDE D ER: 
f, (v - n)pdr m ], co? - ags = fi div(pv)dxiy, (32b) 


AIJT R C 3813 à 99 EE 5n n ER rh ue Ba CE 
量 作 一 比较 ， 枉 时 项 ! GAE RB RUBENS ERIT 
f pda 
因此 ,在 单 估 时 间 因 在 六 中岳 时 的 组 和 具 为 
一 * f pix, y, (r)dxdy = -| pr. Y, dxdly, 


E 


D FERE R O AHE e i E. 
2) — Rham t EIBRER. Lp 6 — Pix. xi:2 EE e EEN, BARNE 
foi FC qE BUE S Bp E y Lad an. 


* á5l* 


FAEERE EE, BMmppEHSESCTIRÉGGLDLACGRHE AR 
Hk., A.E (3200, RIEA 
r divi av)dxdy = — i gdxdy, (52c) 
xp XPHEEGIERGSEA&Gr, RQE BNEDHHZETU— F, HORR 
AARAA. EBRE TRIA 
p, 十 div(ow) = 0 (33) 
(HAA toT, II 03), — ik |I) ESCRUEMQRORGASA (326) 
TRWmRm)mECDIBOS, GAUGNEGRBEEJERQIS nss Iu 
ERE [33) 写成 
Be Bo 8g . [Om or) 
Be Ton fe +r By - e (Se T ae) 0, (33a) 
THUTIPSLAS HIE HESSEXIAPE: CEEE e RRT CE 
TUS EISE 8E SOT, EH TEA ESAERA, ELE 
OR. 方程 (433) 或 (33a) A T ELE REHAN E: 
B 


- um r 
divy = 23 十 二 2 一 0. 34 
Br 57 GS 


Mob (20) TEREA RE RIDTEBIE Dd CAIRE HE i 
[v nds n Ù, (35) 
E JU—DREYBLU ER C035 mD dr EL BEAR 
WORSE, EAZA e bm: y 
| ' td; 
Gi t 5s c IRE SH IAS aE 叫 作 流体 绕 C 的 环 量 ， 
由 斯 托 充 斯 定理 ,这 环 量 等 于 站 所 者 成 的 区 域 R 上 的 重 积 分 
je rl Fj dredy 


È 


13 在 力学 中 市 砍 基 为 连续 性 方程 . 


a £524 


HU, BEA ZAIRE (iud 


Nu _ ôn 
(curiv), B. By (36) 


E FADE URBEH mE ERR (x. 9) EREEROGREHE, MIER ERA E 
PDRUBLO ESI EERSRPIE, 
BE- d- vice PESE bsp 0, R1 
8i, He 
8: Oy Gn 


TAGRASISDXXEM. HEHE EEA, Ahe CE 
AANA. AM ehea EA, S cE o, A 
(37) dE nar 十 nbh Ragina E [05 mp) EET RE 
HRE EU EAD AEE p = pir: dd 

fom 一 单 : pr, (38) 
BEAR e CU TEE A RERUG GEB ATERR S 2 LIE HEP, 用 向 
A js. O8) a TRES 

v= —grady (38a) 

HRE, 

Aa ERSAAT E aE B3 A IU; R (37) 和 (34), 
TEM C285 得 到 的 mno n ARAARA (34), BTE SUE X E 
科普 拉 斯 方程 

Ap — pu t pom) 
H — Ae, 
Ea —q- FIT RIA 8 Er y MAA Ee FAR 
P= slegr = ology a? + y 
ARNA SAt le), 650 Al cb GSOSIEEBE TE EE vA p E 


DE qu 
p. — y pj 7o o0 
t r 


它 在 原点 是 丰 翌 的 ( 风 若 5.74), 3a > 0 Rp ATARER A E GO 
TRIER Ea. WJ € 过 0 时 浊 部 离开 原点 ， 在 此 别 中 ， 星 然 在 不同 点 
有 不 同 渔 速度 ,但 流放 在 已 知 扣 的 巡 度 不 随时 癌变 拷 , 我 们 称 这 种 
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OM VA r m cA 月 
T bM 
~ L^ 


ES-TO p) WEBRSS) Cb fpc AR 
旅 动 为 稳定 流动 ， 因 为 
| v s=] pdt + rady = -| dp 一 个， 
È [a c 


A EE ESSE AAA c Rg 3,. 3 36 Im ze 
BASARA C aii UE RU ERE 


e| T nds = p Í | £y — var 
c c da du £ 


其 中 8 EIRAS HARA, H% 


1 
ihe 
E E a E AE EEEE EY 
写 是 简单 的 ARARA E] hz E SEO To s A BA 
1, 3 CA RSE sa 
一 2x9p E CIBAD 
Big zrfaürue pg, ors BREUI WUBBIISE C.N 
窜 的 总 质量 流 过 ， 当 & 六 0IW,mieRdé-— 3L .3XUIg CUI 
时 间 2xep 4 RRPIÉSIESEQN A, Gb 4 之 0 时 ,在 系 感 有 一 个 后 量 
T. 
T dA 126 DRCRCEI HE 
* 654. 


a| v ndi 


g y 
P m cU = aA 
T 


HgcEU.MIBSHBsMÉG, Aar ERE EE EC T 
THU RIRE Eo RR AT 


向 量 Ex CT EL SHBRSEEU eC 5.75), XXEE 3o TE Po dh de 
EH. 
FHARR CHEST 
l sx do raty -— — EL 一 -p E 

EL, XPTORCERDELE AIT AAAA GARE 9， 对 于 商道 时 针 
DARTE APAS AAR Ae 一 3， 这 福 当 于 一 个 党 中 
ESWARA 一 2ac 的 涡 旋 ， 另 一 方面 ; 左 单 位 时 间 内 容 过 任 
何 一 素 不 经 过 潭 点 的 问 曲线 的 三 量 流 为 0, 司 为 在 此 有 


r -- — fT ex + Ydy 
els nas e| na dx "el Dy 


~ 


由 此 本 于 ,原点 不 是 质量 的 妖 或 汇 ， 


57 BEHEA 

DB e BS NER ELERETIELC SESS ER fn 
E. WEIOHEBRESMONE XTM mE 0 
& FUTT E I8 — T Re RE ERE CPA DEEN MRI 
的 关于 章 积 分 的 究 镶 ， 在 处 理 ~ 条 平面 揭 线 或 空间 曲线 人 上 短 分 
(形式 ) 的 积分 时 【90 页 ?我 们 发 现 不 只 要 把 C 考虑 成 一 个 空间 点 
f. HERI CURE CR TEES 8, 35 Be TE RAE RUE e 
[irn EAE OE STO PU Mr, pR, SE Ih auk 
ZURBOR Lr ERRAME RA EU TE GUI se ORC E 


* $55» 


ER, EHEHE. RHS T H Ei AREH 
£8 ird, A ADT PEXEHEEXDX SED), ELYETE— An RUE ZU E 
RASARE CIR 525 XC OXUNERE e h t E, 


a. uia) dp —HE dS BS je) 


在 第 34 dB, 我 们 曾 用 参数 表示 式 情 写 三 维 空间 中 的 申 面 ， 
在 直面 我 们 憾 用 一 个 比较 完善 的 曲面 概念 ， 即 把 曲面 酒 成 空间 中 
的 一 个 点 集 , 必 的 存在 不 人 良 球 丁 性 何 特 葡 的 参数 表示 我 ,全 对 它 的 
TEDAS HEERA L HER NUR. TEL HPC Lie m SE X8 
z,Y, 空间 中 的 一 个 点 集 , 它 有 用 二 个 参数 表示 的 焉 则 局 部 表示 
mhu 亦 即 ,在 3 MEA P MAER, S EA PREi X= 
OP —(x,vy.32) RRT FARA 
X — Xis v), (394) 
其 中 参数 sso 7T wy v PHAR- IDE v 上 变化 ， 且 不 司 的 
(x, v) 对 遍 于 5S 下 不 同 的 点 . 此 外 ,我 们 还 芝 求 胡 示 式 (32a) 在 
下 述 音 兴 下 是 正则 的 , 即 问 量 Xm, v) 在 Y 内 有 对 owe 的 导数 
总 ,一 《wu Yus 2,2 和 X — (x, y, 2,2. "DL IEXESERTE RR 
性 无 天 的 4 E OR, 和 站， 的 无 闫 性 在 代数 二 用 条 性 [ 见 (+0d)， 
279 Ji) 
X,XXX 20 (39b) 


XA. X. X, 
A,QCXQ XX, 
表示 ， 其 中 了 表示 向 是 XX. UEXSgxx, 

在 3 上 一 点 一 其 (w， e) 处 参数 为 «se 的 向 其 Klu, v) 


1) EEN TRIAR R h RIHAR A SIENA RR tee 
ENSMEKIA WTRABATARRH S WEGE AE ENKAR TAHTE 
HETE AEA ANDE TOATE 3E BRI A C 8 nir E. 

E ARH mE (ajs -ory c 3 E ei e Dr E dB pe Ia E. 
ERS TAANE MATRA 

K = KI His E 
pH X 对 于 变量 à C)J— [Dp GERREUBL ELA. 


或 者 用 


TX, X.) - i |X., X A, q (39c) 


+ 5535 5 


和 X») 在 点 已 与 了 相 切 吾 在 已 点 " 张 成 "3 ODL x(P), 
即 切 平面 上 的 每 一 点 有 下 判 形式 的 定位 向 县 
Klu, 的 HR, Çu v) H Alu, w), 
其 中 Ala c9 EGSRPUS RCM 141 页 )， 我 们 通过 在 连续 的 方式 下 
给 5 的 上 每 人 小 切 平面 确定 定 巾 米 规定 3 的 定向 。 下 面 我 们 将 给 这 个 
BAWIE EFE P) AEEA Er) 和 wGP) 
AeA A E A EA FE AAR P. — «* 的 定向 就 
是 有 序 对 fn WER AA BITSET” 


Q(x* (P3) — O(E(P), mCP)), (40a) 
TP ADU RRCCX WB mmemsg E Si, 
[£. 9: £7] — E-E Eo > 0, (40b) 
n'5 mm 
网 F.w 5 £.« 确定 相同 的 定向 。、 责 一 般 地 ， 
D(E, y) — sgaL E, 9 £m TIGE sm), (40c) 
f By T br REC, RS] 5.8) 


xy 


E 5.8 


12 &ITRIDDERR GESE E f) 内 旋转 的 方 辕 招 GOT*PY) Be dhqtdEyin 
IRR T Tuer 1807 psg Edd rdg Id OCT'CP)) x. 


+ 551 


dE In (40d) 


可 以 更 容易 她 扑 写 定 商 OQ) SUELXXETGEa Ut 
FETARE «A  RORDUCPOÜUGURDETUSIEM E% 
FLOAT Hc ELE RH GE RE, AERD- SE DH 
xq. xq)—[ E * 7 | posi Fond 00 
nD neni 
二 区 外 名 这 点 。 若 这 里 切 癌 是 的 有 序 对 EQo 和 E. Die 
KE—^uA. 那么 由 (40b) XUBZDNDRdHIPENOHE Don pou 
E 
XHkSIB-—LBeRGARD ETUR. Den mtr 
SUE, AE C400) EDO MEERE T ERRET 了, B 
们 就 说 由 iao 月 切 向 量 对 EGO, g(P) AERE Hat PY) 
MPERA, RIERA AREARE (P) fedi s È 
MONTH S^. RUE s" 的 定向 由 (408) WE, MARIT 
HAE AA 
D(3*) — Oa") — E, n). (40g) 
在 5 上 点 处 的 尾 一 单 科 法 向 晤 如 决定 要 平面 x(P) 的 一 个 
定向 , 即 由 On n) 给 出 的 于 一 个 定向 ， 其 中 者, g EERI 
ARAE, EX e SLADA. E19 大 的 公式 C716), 
dalës I) =E- EX pm EX >, 40hy 
E (LIED EE SEPIA, APT ILLA 
WE En SPERRER, S 
Rg, Ea g) = Bie, ys e). (ya 


D) EB ESSE eds LA ATERPE ALERTA ERATARA ERL, TAS 
看 200 r5) 23, 习题 96. RA (e) d Eep IX ye —X, d 
NER, 

2) duh 0r» mU wey) AARE xray 83EGRGE 40.14 M. 0 Br 
FRE ae HJ — HUE RURUGOUOES]SEIPE]) BE r.vy2c ARREA FRR 
Yk, URMEERYE £62.55 90$ RZA annA TE AAAH RS [8 
IRAE X7 gir ego 3E. 


* 558 35 


TREGB—A4gEBEECT DERE SUE s 的 所 有 点 上 选 泽 -个 
HEDE gp: RETH GOD E miaa 5* 来 讲 总 有 

Q(S*) 一 O($, x), RINAL TPATHET S PSI BS URL 
gb AE BEBE, 2mm. AE BE GE [BE EET, 

* s E—TxG E, EIS uc RE DiE: 5 PERLA 
EERTE S EHR, Tih EBAN ,或 者 了 UE 
TEEN ES OHPRCPREIAaCES Sizq387772z?, SAZLAR 
AREA T S Egita LO) Maz) 的 两 种 选 沪 。 这 
Sg. GRE t eai EN s = elr) Etl —L ^gidmn-— 
^. 因为, 电 恨 定 ,向 基点 和 省 随 P EA, MI RES RR CON E 
AAH grP) 一 5 名 Bk, HHE, e 是 #8 上 的 一 个 假定 入 取 十 | 
x lE, IZPXpDS ETE GR P, Q, elf) Aelg), Hi 
中 八重 定理 将 指出 在 和 rE rA opah LAG s—)0, 
WAIL egg wo». dif. s DAE scs BEER ESI 
i£. s PJ)EE— SEC AX 1o n dEqu ht CCP) 搞 气 的 利 一 个 ,或 者 证 用 
一 SCP) ARA, E oA Ei A nik g enb, 我们 
就 用 一 8” RE s Rue n IBA E , E 

pt —8*Y = —g(s*y, (497) 

qu£ ST XE XEdBE XE T PIRE E BUTÉTRINE T RA IT 

S ERBEN O RIED, E HEP RREZ 

E sS EHU—dAERER CoR O RP JE EC üt s pire h 

RaP AHE 人 HER X ESUucrE € 48 
EG EHH, 

e SAE Ae E E BE K IIS rS RAS S AEE 


1) H.A BIS PRAD £26 C300 Rwa EA aE 
fu. AE PEU ETE tC B I G e ista s eur CORTOS. EA 
BEHE.  4EIEUS — TIE Ha drag G Ibn, E a i E— A P e 
iiS -A A E aia E E. 

2) sE R ERRA b AAS Aip AA ATAA E E Wr 
FA TA TRA MA E e 42992 afi EERE E 
pli) d fr E. 


= £59 « 


Es f d x SR Ro EJ inde ER IE HEBR) SIL 
3 BCEETUAPSERATREDCR -TAER CEARA) MAANEN 
(HAAF AT CIAA PoESER(. PINEA PIER. 
Hbi $ ETA. 3A QERÜTGUOM SERIA EE 5* ADT R 
PTE.. 
FJAR, i R EEF 
g |A! xb, (40k) 
AR RSETSIDUIEBQIAET ST URGERE 
= -Xj 对 于 |X| ma, =X; 对 于 1X] =b, (401) 
设 定向 曲面 SAR AEM HERA A 一 Ast 
其 中 sy 在 wm PRERA r ge, 于是， 对 Y 中 的 
UT v) 
X. xX, 


Z := RKA (40m) 
Weg T—--m^pEguk. x,0 S* E gain. 
Z= eZ, (40m) 


其 中 8 一 alwsv) 一 x1, 因为 $5 ZRET, te tE 
彝 交 ;因此 5 在 7 的 任何 圭 遂 部 分 部 是 第 数 ， 对 一 1. ZRBI.N 
于 


Q(5*) — O(X,. X.) (400) 
EINIS*ROCTEEE «e CAHEN, EH ie 
Q(S*] e O(u, v). [4üp) 


E pa-R ART SiGEgRGX, KERTEH Y Lu 
HSR ale WRR HARRACH 283 RRMA 
19 REE, MARERA S MEENA MT rysa ARANE E 
(os Thin AEG En. EAE ESE R A 
Aug EO JEB AE HE AEEA de E AE c RA ema 5T. iE 
B R* 的 导向 包 省 x. yc Ship APR PETRGAE. 1x86 HARE X. 
DORT m Dr. yr 
RXPRumpmiz85. Wina WE $s m) = O(RÀ) ELE RE € AE 
AiAi 至 《党 出 O8* aa), 其 中 fir Aa ba FRESHA. MGE 
二 


r GoD * 


s. xK, = (0a r) dJ(z.x) dix, y) ) 


dC €) (X x X2, i 
din, v) (X, X X) (409) 


(E I x UT Lr RAE AMEA E 30 Z ZEA FAK 
A 
diu, w) z 


== ib 
Z = ¿gn du t. (40r) 
Bur. 5*oRT EXE s.e TASE WAZ 
dir, y) : 
dlas p) > (s) 


SERFER x ,vw 定向 亦 为 正 。 
千 油 入 子 ， 我 们 考 虚 球 访 在 序 点 的 关于 它 的 内 都 室 向 为 正 的 
单位 或 加 5*, 对 # A Eum, re 9 和 作 套数 , 坊 们 有 
K = {u eE "i 1—4-— r), (40r) 
其 中 e = sgns, E (20m) ig WATA m pE ae eE 
Z = (ez, 2Y, 65) — sf. 
其 上 由 了 是 单位 外 水 疝 ， Ae S e ooti xy EDDIE. 
maraa REF x. PAAPA SI 


* $85] * 


在 兰 维 空 间 中 ,一 个 各 侧 之 间 没 有 区 别 的 曲面 ,或 者 消 它 不 第 
选 出 一 个 牵 绪 变 作 的 单位 法 向 量 的 曲 雷 ， 基 不 能 确定 定向 鬼 ， 这 
种 类 型 的 af pL "Ehud T9 cte AAE, 如 图 5,00(a) MR ME 
Ji EC ELSE CERES DRE NUT AO). BRAAK i uh 
E.H RAHNER AR, EIL—Gd deg BU? 之 后 将 其 两 站 让 紧 
在 一 起 即 可 ， 如 果 我 们 从 wsr HEEE Ven Zw, —s 霓 
其 中 Qeta c1) 开始 ,将 每 个 线段 * m DUI RACER zn, fs 
空 的 中 心 移动 到 *, y Ep EE er i873] ES Ex coss, sina, 0), H, 
fundi USDHRHLEGE x $8093 c8 «2 CHER 去 
1 fI REESE) MARDA DLGSI— Tec ep. iATE 
子 具 有 参数 长 示 式 

X = (1 T viia ^ coca, (1 十 v dn 7. sin, vem). (Au) 


其 中 > 在 区 间 ~e coca tH, s, PHEA (5.9), (e+ 
dæ, v), (uc Z2, —2) XD Pai bep. mM S EÍI 
—J& Po, 33,4 1X8 HB PPAR IBZE m, ws SAGA (400) 就 给 
E S BJ— 3: DAD RB EREICR OR Han o, v MRE 

本 一 
ARGE E da. Eih WA hetk wv 0, 方程 (40m) 定义 一 个 
B OR m E 


te . 14 - Q 
站 CUZ A CUS——. An HVS — SITt— [., 
z 2 2 


Epis EARE MÆ pigs — o SERITUR CT, 0, 0) 410518 
EEEa Z= (1, 0, DIH, 1E M o BE 2e, 我 们 沿 曲 两 的 
h itg gea H8 — 1 2E RS a Pim Sg x, C1. 0, 人, 得 具有 相反 的 
单位 法 向 起 Z —(—1,0,0), R, RITAN, fk Z ius rn. 
Z FAA AEB 5 e Ep] — AUT EL TR 
BAJE p), BRUM, RI UE AADS BEBU Z7 LR 036 1- Ye EXE dC B) 
EER AAN sp- TE S Eg A a, ie G 
BI AIt M., C- RRES ug TRAA 0n s UHR 


^ 2t 


Hm, REREH 5.1005) 中 ， 鞋 达 , 我 人 着 到 ,一 个 曲面 不 
E E d RAS VLDE RO — fI. 

$E TEL ER HITEXEMEBRU ADT dp MEI EIE E WE 
ERL BH CUP) guup IH IbXRBIDGXWUETUBHHexP $F). 
q(P) RHR, SATER At) ACE, m) my ERTE” AI 
He RATAREA £ DR ELECR C EED. 最 
EEAECRUR E3iE[R ED AR UR dE XOSO np AEE UD. 的 连续 
xt, SETER pA UIRS.rEZ d EARR E 
Wir S AHATEA, CX ám RAERDIEXR. Rue 
E RAJEE ARI RAEE B. AEE, i 
AA y ups ATE AI AfA R Ss o W. RAE 
BREH G0.) HHn NARESH E S LMAS 
P ps ESST PEA a pli TE Ep mE TIRE — 
4X BERE EgEsaguSG, BaL RAA An, 
A kieke TE EEE. 

AZs Ah, HE s S — 85m E—ÍHIEWESSXUBIX X- 
Xis o) cibi EE GEH ak xx 5e HEIDB GI 
PkDBIET. BA SERRO TETTES AERA. REE 
3 的 任 一 点 千 近 至 少 有 一 个 矢 数 表示 式 是 有 北 的 ， 且 从 任何 二 个 
在 点 P 有 部 的 大 没 表 示 式 得 到 的 单 性 法 向 量 艺 R MA 
HEBES ACTGRER4*EETS LER- TESE £^ BÀ for tx [a] 
B, ATENT sug- uA. HONDARRA 4A s.v dn 
#3 BJCT ERIS SU EA 


dis.) y 41 
Tale) 一 (tla) 


jt fem MEAZ ETES PES SS Lom tS RS ROSE a 
O &xarT ze SI ere mU LASS. ice Le n Pr er os 
Wu E UmE KP EG RÉlBOULUsbE $h irh 使 其 在 一 个 

ob Bp Ap LC. 


^ ats 


Z &E TE SCFB3SE SIX T —T BIDS ug ote 
WEER, 
Qo 灸 知 ,单位 球面 5 的 各 部 分 有 正则 项 效 玻 示 式 
: X —(sinzzoso, snagnrz, cos H). (41b) 
"ES REP O4. ome dm 
Kelen, T a" — s" )RET. u^ d^ 1, CAlc) 
X c^. e LT PT), PE pa d, (d) 
容易 看 出 。 :53cepmgGeEBENQX D S8g— ^ckGu. 例如 ， 将 
Ciia] 和 (4id) 用 于 半球 = eo kb hmg et ES 
dys . d( sinssinv, sinwcosp) 
1 Afu, o} diu; v] 
MEA ERRAR AREE Z REIHEN, TIE S 
的 定向 是 染 于 由 部 光正 的 那 一 个 定 问 。 | 
ZR RU GEEDEO HIPH €,» WAR DE) 
ALP) mQXESEDE TUE EB. UE D(P) 是 通过 【48d) 与 5, 40 
在 一 地 的 单位 村 向 员 。 计 5 的 第 定点 A 的 分 域 中 ; 正 划 其 数 表 示 
X X= Xir e) 有 成立 ， 它 通过 lm) mx D—'DGEBEdg US 
HAE £o ULAIERT GET elh) = +l 有 CUP (MAE), 4€ 
Pabat gr) ER E tiS i Tit ELP} — Ux (ERU 
X3 AE | 
(CP) HPo) = ePi (P EP) E(P 27 D 
XX HUE EZ SER PNPREYL. «fr. PERA (40e). 我们 长 现 
L EC, CE); EC), wlPo)] 
£D * £7 6B x w(P) EQ X (Pl 
由 此 推出 ,假如 对 3 上 和 督战 只 
[£CP), PY EC). O1 27 0 (der? 
对 所 有 3 EEE P.) PEL. MAA DC. 9] ZEE 


- — gin 4 cOES LJ, 


L) APITO Ez SEN, 196 MAEA Che E CHLe) DERE GC nPCP 2 UC SCPAY) 
TE-A ER DAER TAE i RIDUEÉGDY Ug F Ae e Ea EZ 
Ws £i £125 nC Pa. 


=æ b5 » 


TEER ESE X TR s 的 一 个 定 疝 . 
FA its REEBRIAIS o 9-4, 4s IRR 
A (D.h, +1) RA (m, Yi 22, WE 
Ẹ m (xz, yr, t — 01). my ,DY 
Era, HSCA TENAE ry 在 极点 
(0,9,5), HA s= t1, HA $= (l, 0,0), 9 一 1， 
e,0), WER HE g) sW A Ra AEE M PS 
EEEa LIE E SUPERI IUAENE E. 9 EÈ RERARESER 
向量 因此 我 们 只 要 症 朴 是 极点 了 发 证 条 件 【41e7 策划 对 于 "JE 
BU P, 10,0,1) 各“ 北 举 球 ” 的 性 一 点 了 一 ry), AT 
P= P HUER 
| OE E) EP) aP) 
LECP), m(?); ER) (1 lp). KP nO. Lp) 


NEL 


s = (F -+y m, 


| am y 


fdxf P — P. 当然 由 有 
【各 9g 9.3. ECPJ p 29 = i : 


b. deze EL dm dee e ud 


SE SUE BIET JUR ET ASER Zo lH B — t zd 
Am St RE BED D IDEBNDRSADUS. Bed E NE.SSHYnIELXE 
X -RRE eE E S" remus CtmHeEUAM EE S 
E RO", cEdBHdEAPIBZ.OEZIBIB 的 定向 法定 
的 方向 

Q(£) = p(c*). (411) 
Gp E40 EVESiEBEBRPIU.IHGEOGBEX,X 


OR Xe XU) RC I-A BBIURSES OCCU 5 SUA EUR EU 
ES a. 


* Boh * 


9(n. $) es d 5*5, (41g) 
我 们 便 说 和 指向 CT 的 正 岗 ， 反 过 来 ， 我 们 可 以 通过 紧 求 一 个 不 
5c (C EA y aE S EADH R ADE a n fü 
[8] C HC XE UP XE BLA RB E EE RI. 

MC RAEM e CEASA E S! 上) 的 边界 的 一 
Erb]. A-A HAARE C EUEBERUEX e BEES 
E C* PLE, a RR LAM ECT" EP S se EH 
和 有 远离 f 的 方 内 的 向 基 v 3RTS] C7 IERI, TER C5 ET o E 
正定 | 向 的 ， 反 过 来 ,我 们 可 以 通过 才 St ERTZA e RIFE 
553 s de e$ BTE ge puoK PRESE Scoti lg 5 前 定 向 ( 届 图 5.11]3。 


g5.11 在 定向 曲名 T" prx c 图 Alr 


车 一 个 定点 曲 面 8* 被 分 成 若干 部 和 Ser fortea Swe 那么 
三 一 个 隔 开 5; 5 SLISTIE C 如 展 关 于 5,0 3y BEEE, l^ 
M. gus, ARARE. 这 立即 可 水 下 列 事实 推出 : 性 意 一 
AdEC Ee PS STUIBSEI S AEREE m» MADA S 
E LA 5.12). 


1) 23 SAR)RIRREC EPIIT SERE, -FAAEA BIIERET ATE CL EG Ha den — 
(357 AD rp e d SIE — BOR RE. EREE Hop o5* ETE NGA 
-AEAEE AEE prp 4: 0C R—^IEPULORG URBE LE 
MAHA C* "p 3HesHE A 41g? RIETI hF 
186" ARR 2] NE op 2803 ES Un RA C. ELIEGUS ET E SU 3 4 Ai 
Fi, tin C* my. 

Y) RIAD 5* podus C* 的 定 同 来 天 示 曲 配 5* Beni EG 
REUS a CC* XT ELO REER). MERC ET Eh a 
B py ck EHS n rau 9, ARETE v. 


TUE 


x 51 
1. s Essa SEE L7 ETO3BSR. ). 1508 


M = coss, snz, coss, sinw) 
Erb. iW ug 
E- [-—24, Kis — Xas Xi). 7 -—í(—Z,mA,5,—x) 
zs 上 决定 一 个 定向 ， 

2, 设 5* 是 共有 在 第 3 $286 BD Y ER RAAN 
面世 关 士 参数 0, p EEL SHREE S* 关于 它 的 内 部 是 王 
SE [313 

LRS EBREN CER G0 UOS SUE, 

(3) EHIE e-- 4/2 深 5 分 成 一 个 可 定向 的 和 一 个 不 可 定 
DIESE SIN 

(^) EBRE e — 0 SES ED S, 也 就 是 说 ,以 Y 上 去 掉 所 有 请 
Kb» — 0 Bra T9 RU ERE S. DE lj. 

(c) IER 5, EATE 司 的 。 

4. € En XÉT PRAE, $ 一 &U.i—-t- 
n. € — ni’ Jj XHES t fr 

RG) È cos — LPs dar) ge SERI y, 
4c — E siarc — E 

WR Rio 是 由 在 = pu E 按 韦 定向 eE, p Hid 

Fup Fg. 2 MiA, 


5.4 pg E33 53 SEO ER ER 93 5 
aa 定向 平面 区 域 上 的 重 积 分 
TERRE EB E ERE X m.p iniifecbx eM, 
HETE AR, AA f UJEDOdÉS;IDWSEURSU ERE. dd 
PoR S a FE s ERI a i E ifm RTEGEUDE Eni E M RE 
链 徇 了 。 伺 是 ,如 果 我 们 想得到 积分 的 简单 运算 法 则 , 那 冯 全 用 带 


-AB = 


HI. Fs ASEEaLAMEEIRGUIACRET, mia — bj, 
ERR 


[ JC ds 

FARS RRR SoARGRd SOR 3 HE M 
Eo + NO = EOL 
不 管 a, 5, e HHR E EEE EE MAITA . ASI HIIS 
| fiae = — | 2s (422) 

KEN a 关上 时 的 积分 

T 
(Of 3E— 13^ BD, LEL. AFRI e. b RET E EET ES 


fr ek" RB AAEE ID", 2i 天 的 定向 对 应 于 * 增加 的 方 
MH a < shi, HA 


far (42b) 


J jds = ji 


的 伍 书 黎 皮 和 的 极限 给 出 (对 于 正 的 了 走 分 值 是 正 什 六 Xin P 
识 分 值 是 这 个 极限 下 的 负 下 。 交换 产 的 端点 把 1* SUXSI I 
定向 相反 的 区 间 —1*, FEAR (Ha) 也 可 写作 


ja 一 |. fadx, (42c) 


对 于 xy PEER SAWE ”上 的 积分 也 有 类 似 的 
TD, S R*3XCToxyEGEAIAIEBB. MR 一 Qx.y), HI 
分 


1) —BMU RURAL ORE LE STRE S PLU TE EG RECO 888 TT e ERE, R. 
Bye de HEEL G5 o BUE HL, E RLB E PET EHE TRUEBH IR A Ez E Tg E 
TATE. GLGCPENXDERIBDIRSSGOXDGR EIE tE Ea tE EG. 
DIL ECoPopk ECNEPEGII AIDER AREN T RERA E 


Bj. 

1) Ag R* mp MEOLTIBREDIIRUO-Ó&REOQ M. REE R* OBJECT AL 
BS XE RE s EC BUR s zb X [ELE IBRRAZRUDSGEIHDNS AERE IR IU. EDR 
3i s FL nf íi 0S PCT IR ESEER. 


i 549 + 


' | Jo, 3)dxdy 
EEEE WDR MGRBPEBE,  HDSUrRLERGEOEJE RENE S 为 
22^ CAW LARIAT ARIE HTE RORA 
Ef, 4E O(R*) 一 一 让 [x y) 一 Oy, x) HAEE, XD 

|| jazdy m — |} feas 
| 这 
REX J ERLERDI 
(. dydxz 
BU EUER EE, E RA TRE 
EA (43) 

其 中 一 R* 是 通过 政变 REIS, ERRE, 427 
可 让 Ar ET 工 或 者 处 处 为 正 或 者 处 让 为 全， 那 和 至 而 于 从 
T* 到 7 tA 1-1 JE BE SH 

x em gi HN, iJe y e d e v). 
EE S pude BER HDI 
[tse 一 Jj 2) plu, 2b (338) 


ET 


Ru. 这里, UU 的 定向 必须 是 R* 的 定向 在 工 述 映射 下 所 对 应 的 


定向 0， 出 如 ;如果 RY 一 Hay) KE <b, ET 


1) 25 T RR REL EIC Ho, PRERE [5] Ex 
Rr Vay XQ ts V 
H4 
R= 3X Xu) ne aga 17 N sh 
Y. Ya. 
AP em Els H 


a. 


KRS KT) = Ku 的 


+ $20 9 i 


DETH) = Ale, v)， 我 们 可 以 说 RT 的 定向 给 予 激 分 形式 dady 
一 个 确定 的 符号 : WE r y 坐标 系 具有 R BEM MEES T 
URAS. E ?7* 的 定向 而 和 抱 玫 的 向 分 形式 4. NL 
系 式 
— dits y} 

dray diu, v] rj dede, 

HANE, 
用 同样 的 方法 我 们 可 区 在 xy. 空间 中 的 定向 集合 上 定 广 

三 重 积 分 

ME: 


Tg Emir Ug S 2 Sg RS Xe Ses KSERA 


b. 二 阶 微分 形式 蝎 则 面积 从 


现在 我 们 可 以 给 出 枉 何 二 阶 微分 形式 w 在 空间 中 定 启用 面 
$* EHE EOEX. 证 名 由 表 波 式 
w cet g( m, 有。 全 可 和 + b(x, y, z)deds H ela, y, x)dady (44) 
uH. AERA IEEE Er ST 能 才 为 参数 形式 
+ y — yla, p), x — (z(u, v). (45) 
(n, e) É «c ELAS HEEG R ECE ox 3 Bt 有 一 个 
由 5* Base IB Dax 63 J^ s |) CR 661 p)? 
我 们 可 区 招 避 写 或 形式 
a= Kdudp, 
AH 
£n gd : EPE. A 
-T dust eat ea CÓ 
JE HUE X 


D) ih R* 定向 的 规则 如 下 - AUR Se $O(X,, X,), x] p(ET)-T EC 本 
sj, am X] Xi X —(z.».25 Brei E. 


"ls 


a ll adir = n ICA 
|| = [jen = GA 


diu, v) 
dis, x) dix, y) 
b PN 十 “元 人 dudv, ( 46a.) 


这 样 得 到 的 在 定向 曲面 S ER o A RRLE HB 5+ ORIS dto AE 
XX, 如 果 曲 面 还 可 以 用 参数 ,wv' 家 示 出 床 , 我 们 兴 ( 见 309 DO) 


ta Ed do, 
Ep 


一 = ‘m... 


则 存 ow. 平面 沁 半 分 又 城 RU 项 宝 向 使 得 苇 换 东 划 (434) 是 
通用 为 ,并 县 
dst, v) "e! us la Y" gu del 
jl Kduds j| K I ey y da'de f K'du dv . 

Piin S* 可 以 非 参数 地 表 为 形式 xo fx. y). x. y dE S" 
5]:,y XéngUsEPpiRip R* 上 变化 。 5* 的 定向 决定 R* 的 一 个 
定 问 ， 当 空 际 的 定 全 是 nyar 坐标 系 的 定 册 时 ,可 以 削 规 害 S' 的 
指向 正 秽 的 法 向 来 撕 这 5^ 的 志 说 , 当 法 商 和 = 轴 正 向 构成 一 个 锐 
ja. Rf 的 定 区 就 是 x,y ERRE A SERERE y,x SR WBGESU 
3E [I7 ERER TO ,我 下 有 

E 一 fj (advdg + bdzdx -v cdxdy) 


v 


- | (c — afi — M, drdy, 
NUS Dte A Anna AARAA 
ERO ERT. RIBEZA S* 可 以 剖 分 成 有 有 限 个 定向 加 分 


1» 在 第 一 种 情形 ，4* ERE *> 9 AKFEN D RAAB itip 
HAEE, de 5,X ,, Kopa, 


E rrE 


Sr o osi ERRAR AE DET I e RS ERU: 
TR.LÉRBUXRGE CERTES LAE RD LEA o BOSE Un 47) E 
Sf 上 积分 的 和 定义 为 5* 上 的 积分 ， 当 然 必 倘 证 明 这 样 定 立 的 个 
士 的 积分 不 凤 炉 于 $* 划分 成 ST RAPRA, CUM UE — OR 
JE Aor EE E EE ELE ub LAE SEES a, 


c. Er diii E do T re EUER FEAA EAR 
DEEZ l 
定 第 四 章 509 pR TSH T ARH S mA miexck 
Ap HERDERA. 如果 3 ASARI 
r- rine), p — y(s,u), a —z(u,v), 


LRE fet dE 


dwa) dG) p dl) 
: d(u,») diu uy d(u,v) (36b) 
Wl] 5 api 


A = [|V E Fn F Y dude 
&hip Sy EDBIOHÓILBRBIEELU S 对 应 的 #5 Eo EARS REA, 
Ap TERI IEEE ER. gnaue 


EPEE RAEE ARE EME EER PRERT wz 坐标 
PAER HR AEF AREA A. S RTE [FIRE S EL 8 
的 。 恒 加， 读者 容 县 用 一 个 积分 来 表示 由 662 HA UL o 
RS EDE IRL H Tic 8 E aA RT ri ER, 


LU) SUE TBHXEESIRDE A= (r,r 8 YE +p RI AGE X. 
K, AHAH, a 512 Iu) Eba f 
VEG F= viR,- RA Ao) Ka- AA 
-— IX 5X.:X5, 1.1] - 
Hp 3d dpi rdEox, EERI CHER SATHE di 具有 同样 的 
mak us e f E fudit STE bn CR 5p 5 228 3 b, 


i 873-4 


5i—i ELERS 上 的 函数 j{x,y, zj]。 我 们 可 以 建 
E f 在 该 曲面 上 的 积分 
lias 一 (e EC a F C dudo, (472) 


R 


$815 EU IRA S. HESE FRU RE E e BR. if BLULBLA HM 
8 的 任何 定向 ， 对 于 正 的 了 积分 信 是 正 的 ， 

为 了 掺 在 定向 曲面 5S* 上 二 阶 繁 分 形式 

i a(x.9.2)dydz + b(x,y, z)dzdx + c(x,y,a)dudy 
的 积分 和 刚才 宝 尺 辽 的 在 非 定向 则 而 5 土 函 数 的 积分 联系 起 末 ， 
我 们 引进 5* EIE P [RATES R1 


56 EN 
cosa 一 一 一 一- 一- 008 f m ——— —5 
EP VP tG 
cos T si 


其 中 Espai dp (46b) 给 出 ,而 e= +1, 2(5*) = S0(X,, X2, 
于 是 ,由 (46) 


K — — . -s(ascoso + P eos + ceosr) 
ddr 


x Pa Re, 
WE :也 16a) E 


j^ 一 | Kane "m | Kdudo, 
" g E 
BHEE (47a) 得 到 等 式 


jí ur 一 人 was +- bdgds + edxdy 
at Id 


aa | cosa + bcos + c cos rS 
3 


一 一 


(acora + à cos B + c cos Y] 


R 


* 48745 


a 


Xa E rw! op C ddr, (7b) 

REE pm S 上 微分 形式 wm 前 积分 表示 为 非 定向 曲面 5 或 者 
参数 平面 上 非 定 向 区 域 尺 上 的 积分 。 然而 在 这 里 被 积 函 狼 依赖 于 
人 + 的 定向 ,因为 cosa, cos, cosv 是 于 的 指 册立 的 正 侧 的 法 
向 的 方向 余弦 [利用 了 美 于 x, ysr 化 标 系 的 正 的 空间 定向 ). 

如 果 定 向 曲 间 是 由 几 个 部 他 曲面 晓 组 成 ， 允许 每 一 个 部 分 
54 有 一 个 形 汐 (45) 的 参 匆 表示 ,我 们 把 恒等式 (47b) 用 到 每 一 部 
分 上 去 , 并 且 把 各 个 部分 上 的 积分 加 起 来 。 就 沽 到 在 整个 出 面 5+ 
le 的 积分 的 同样 的 恒等式 ， 

TGEA ST IEQUAUMEEO n 的 方向 余弦 与 r, y,x 在 n 方 
向 上 的 导数 等 同 起 来 : 


coga 一 dm cos f 一 £y. cosy = ds 
dn in d 


KE 
[fo = Ho A rof te 2) d5, (470) 
用 启 量 的 记号 ,公式 饮 化 为 
Jj un fv- nis, (474) 


其 中 n= (cosa, cosH, cosv) 是 位 于 S* EAN BEAT HE TAL RE ,而 
V 是 分 量 为 s.b.c 的 向 其 

可 以 直观 地 用 不 可 压 纪 流 体 的 流动 {这 次 是 三 淮 空间 中 的 流 
动 】 米 炙 释 由 面积 分 的 概念 。 流 体 的 密度 取 作 1。 Gua Ve 
Caba) 是 这 和 流动 的 速 立 向 量 。 AEH S" 的 每 一 点 了 上 向 
V -nn 给 出 了 在 曲面 法 | 各 nn 上 的 流体 流动 速度 的 分 量 。 所 以 ， 可 
ELSE 

V -nds = (aoma -+ b cos + ccosv)dS 

HEARR PAA 5" Ro AE R 上 RRE SRE E 


+ 8753524 


I1 9 E98 T USEREH PESE EIAS 
| (adydz -+ Pbdgdx + cdrdy) = jv ~ nds (48) 
gi 


表示 在 单位 时 间 内 通过 曲 语 ST MAMARE WE, X 
我 们 连 意 到 在 诺 体 运动 的 数学 描述 中 开 面 的 正 删 和 负 仙 的 这 90, 
也 就 是 引入 定向 ,起 了 重要 的 作用 。 
ES- FE BE Kv Hic, qi V RRRA (x.y.2) 处 的 

力 场 引 起 的 力 ， 于 是 向 量 V 的 方向 就 给 出 了 力 的 作用 线 的 方向 ， 
itr 六 的 大 小 或 给 出 了 为 的 大 小 ， 在 这 样 解释 时 ,积分 

(fedyas -+ bigdr -+ cdxdy) 

i 


8 15:20 6 DUST ERE i i R3 3 2G. 


&.9 ”空间 情形 的 高 斯 定理 和 格林 定理 
a 高 斯 定理 


曲面 积分 的 概 这 能 扎 我 们 在 627 页 对 二 维 情形 证 明 过 的 高 斯 
定理 朱 广 为 三 维 识 斯 定理 ， 在 二 维 定理 的 陈述 中 ,本 质 之 点 在 于 : 
把 平面 区 域 上 的 积分 已 为 辐 缠 着 区 域 边 界 的 一 个 绑 积 分 ， 理 在 我 
(195 ERE a,» e SARE dirum S BIBIT T 1E AE — EDU, d 
RALFA AR DOR ER S TAT ARX BÉSE 
I fe RT EA zm fl, 

WETA a(x.y.2:), ix, yz), c(5. 3,2) 及 其 一 阶 
RERE R ER RISET x. 3.2 坐标 系 定 向 为 正 的 区 域 
R LESS AY 

([[ S68 ases, 


x 
E 


12 $E OLLLEXGEBLZERERS, ALR ARE Ara Am tA 
A as ERARA MH ax eT INE V. RGESOBIREN 
到 通过 5" hn BAA OR, 


NE. 


[X I R "TE FRAN, 

mir, y) xoa m niray) 
来 插 述 ， 其 中 [xy) GERIE xy 平面 上 的 投影 下 上 上 变化， 我 们 
PERBERA sls, y} 和 alz, y) E8 pR 
一 阶 导数 。 我 们 可 以 以 助 于 公式 ( 见 615 X) 


J| seres 一 [E jde 
XCEHRR EBCEGERAM DDO:ESI- - 关于 = 的 积分 可 以 
积 出 来 ,得 到 


Ár Oe 
| uo dx —c(x.y,u,) = 6) — ep, 
EI Gxr 


所 以 
fil Beto) dxdydz == | edrdy 一 (eaxay. 


toGREAD MESE GASESOETIEMERREEADAGED). AmE AA 
Hm $t: s= mix.) 上 的 点 所 组成 的 那 部 分 负面 ， 当 返 影 在 
x,.y 平面 上 上 时光 于 x.» EEES”? me HRA 
点 组 上 成 的 = 一 z(x,y) 的 部 分 具有 正 的 定向 。 四 此 把 最 后 商 个 
积分 蛙 台 起 来 就 构成 在 束 个 时 面 S" 上 的 积分 


(et ,ardy, 


区 此 我 们 得 到 公式 


Jl Mens) dadyda = [s.v as. 
. gr 


如 时 5* AAEH TF ray EARE., MA AA, A 
AO EEBDRNCTPOGRROMUDE GER. Hin 期 果 S" GITIEDBIBEAD S" 具有 法 
BA ymi, RIRA S5" HEREN 


L3 W G72 Bist e= adrar) EEHECER PAPE Ef. 


* F7» 


za, you), zy, 
因此 确实 有 


care 一 il: PER. dudy = jf- » 1 dud» = 0, 


5a 


如 来 我 们 对 分 项 a 和 点 PEGGEJNIAGUPIB-T xg 
来 ,我 们 访 得 到 一 般 的 公式 


[ii ED + 3 十 Pelen, ydxdydx 
| x 


= Asus inns + BC anas (49) 


iy 


+ efx, y, r jdxdy |， 


ARIRE ER, MA 475 MRAR 47), Rien 
公式 写成 


ul (a, + b, + drt yd = | (arcopm boosp + c coe ras 


-líC e re% SIL (50) 


这 里 , 相 训 于 SU CD RGMHIESE LEITET DS [nl RTAE E RE TE T] 
FER n, Hr, 

EBERT TAAR ERAK, 434] 8 SERDCER R nf 
Ex dd or EESTI RA8IESRER)SPEIBUT XR Ra PERS PR, 
AA LEEA UEADEBSR RETE FAIH AR AT 
于 坐 怀 帮 的 直 钱 其 多 交 于 渔 点 或 考 是 一 人 导线 平河 于 某 个 华 标 锂 
的 往 面 的 一 部 分 }。 对 每 个 区 域 只 商 斯 定理 成 立 。 拒 它 们 趣 起 
HEERE THUS FSI EOD LED. 3H Ea S 
AER GARE MAN S* EARD. miid E dur bi CO HUS 
R Ay al 31285 2 ES b in EAR 2 ei 30d TEE d E eh EIE 


ur s 


荐 的 那样 L631 MORARIT”. 

作为 高斯 定理 的 一 种 特殊 铺 形 。 我 们 得 到 由 关于 中 定向 为 正 
的 曲面 ST 包装 的 区 域 玉 的 体积 公式 。 Mán RÆ 9) m$ 
#0 和 全 旭 得 到 体积 的 表达 式 


7 ~ (awayas 一 jj 


BRED i. ipu 
V 一 (lsdyas 一 | yasax, 


su j;* 


PES À Rx Ht y g.b.c FUE, HRE 25 dy t b ees 
mE À A n 的 数 积 为 
d LE # 
? dn uid ds (51) 
EHEAR A 的 法 向 当量 ， 因 此 , 用 向量 的 记 壬 ， 高 斯 定理 就 变 


EE 


NisAcrdyds 一 jja - nd5 e- | AS, (52) 


H * 


D Ri TÉ Sk JUST —ÍfREKC hit R dpr AATA 5 ERAGE ER 
.E3EBER (EBRE i A EE a i pe RET P3 E er RE EB iE m 
ASH. HPRP 5. AWA 715 Did ERAS LORIETAN. 
ERRENTE j beat TE RTL R bit: 我 们 老 预 利 抽 有 热 而 且 二 者 
foetu 3, PEATA. Ai» HA-A ETAn ERE EA 
EEEE R A ERPE GERE E S, aREA NATA ti 
A rt HEEXEYUEÉ— Bo iESESE EAT Hr o hE EARRA CR 
FRUDRgBiE WEE ER HR, mE SET RVIELELEOPURRZR. MERN R 
ag 7I9 c[ m 222 E. 

2) BRIBIBHUCY Y pXRgt ADSDTGSRGDÉER ray, PREAS 5i zie Ct 
f3 BERE] SETA 2; 4 3) HRA 

P [.. xy e 一 Jers 
ETHER. 
ik JEDE x ENAERE r EAR ¥ 正 向 互 失 司马 恋 了 平 阐 的 定向 :。 £x. 
vjæ - d v.a). rude T Aeesha S OR EG E S fed S [n D) FE 
ÜUxsYs3) = D( yaz sz) m Mitr h 
3) AE han pr Ip S ERER E ERR ES, 


^ 879 5 


A CE ape HieicaeyESIumASBgSE. — E 
(Lr EN 
i) a(e.y, a jdydz + (xy. midzde + er Y, 3 )dxdy 
EJ HL, (5803, 314 UL GESER m EA 
dio = (a, B. -4- cL ])dadydz, 
用 S* 3e XL. ER WENR MER oed] S CMS A 


i en 
AUHNFEXQE, SOMERE CGIROXGgAGOXCT r,s BARE A 
ERL, EHEM e Em ue IL ERAS E a 和 
dw HARRE EI Em eR TE ISbWX X4 EO. W 
R* 米 表 示 空 问 的 一 个 定向 区 域 而 居 5R* 来 记 尖 于 R* 定 癌 为 正 
Hui A. SETTE SBXB—[6 R* AE E) EI X.9.E PA, K 
LENA. Erh $*-6R* (F 6570 EN BERTIE, R T R* 
PEHE, RTIA 
yf jao li. . (53a) 
我 们 将 罩 到 ,实际 上 ;对 于 更 -- 般 的 仁 音 稚 数 的 集合 说 来 医 伺 
RU A E CI HOS, 


上 


1. 计算 半 个 辆 球 而 《二 ) 十 Z) *«(2) c4 mo Em 
井 面积 分 | 


1) —H T e AE REA E Bip sxiEpIRA. jde A nc OR* 
EENEN R" HANED 38 apend pEi 
MRY) = K B, un, ues, dT 
其 中 4-45 n ORT IE EAE ES SB EA 
KAR 一 B At d m y 7), 
Jo B3&— BET gm A ET heb, 


+ EBD 


ss 


其 中 1 -%4 TE r dyma 是 外 法 向 的 方向 祭 跑 。 


入 计算 中 心 在 原版 半 径流 1 BERE ER) Blige fn 


[js 


其 中 H =g er 


b 高 斯 定理 泪 流 性 流动 中 的 应 用 


WHE. Erim A 一 ts,5,5)】 看 作 是 密度 沟 ”的 
流体 流动 中 的 动量 何 量 REEE V 一 Gee m), RITR 
很 孚 空间 中 高 其 定理 的 一 个 物理 解释 ， 这 里 和 速度 分 县 nov sm 
WEB (2,5,2) WEE ERIE A 【单位 体积 内 有 的) 动量 向 量 由 
点 一 ay Ae., MEREÈEZApE duni s 包围 的 一 个 罗 定 的 区 
Be. zzril Ua TERA AS 835 ATONA M R$ 
为 部 说 向 外 部 的 流体 总 质量 由 表达 式 aV LAS HLBJESN IB. Hp 
V. ERRE VERCH- Abian kE, AE, 
m BOR E A EIR KODA S AAAA a I ib e eT 


hys EHR 
j pF uds — [Las 
结 出 。 田 高 斯 恒等式 (4527) 任 单 和 他 时 间 汶 开赴 通过 灵 东 边界 流出 的 
3 sio 
ji dirådrdydz = fpi pM )dxdyde, (54) 
HAHAA R rper de d E m Ed ILE RSS 
Nu plx sYaSt)dxdyda 


r 


ie UA JT H Rii E STER R H BRE ER SERO na det 


2 41 


— (il POR yd 


mm - 川 Plt uo sur) ded yda, 


fom EE SPESEBEAGE.NGER ARpA BARRANC - FA. Mod 
lS AHA Ri [BREIÁÉ—Ei4METRHIBNNBEBSGT PE. 
EHE A CEDERE R EEA 


‘i [aiv pV jdrdydz = 一 Vlorar, 


EATER RAMEE EAE REE A T SCC RET LE EPA TR 
We) AUCTAERL S EESE E 
divi oV) = — Pri 
" 
Bp | Bou) q, Ote? q Me -< 
oe T Or T v T Üz 
8s EOTAREURUU SERIE SUICRORCS HEU AADA rp pte e, 
如 果 质 量 守 全 定律 不 成 立 ,表达 式 
n 十 dwi oV) 
Ri Cr IHEL RE Fr HC PLA Bre 6c OR SOR CTHROE fo. n) 
5585 E, 
KARE Cri s d t e). PUB o vic c e, 4-28 
SUELE ERE e DOTÉ ELE IRSE AC, RT P 是 常数 。 各 条 
ELE TEMA USES 


(55) 


dix V 一 Ed +2 EEE -, (55) 
gum s ER dc 
ilv pds m D, (57) 
F 


Hab. JA gppPg iB dpt 界 位 的 元 个 由 区 Sm 
3 Cila EE—EGBETIAEDLERKRHÉNRDEX 1402), ANEM 
» jja 


T (v . nd$ 一 jjv . nd$ + M .ndS, (5B) 


iih S, 405, E. ndBxcniB0 R 9B E, 我 们 可 以 用 如 
TAE S AS nOD HE STORISI, GEI SGHIST. £67 
的 定 宙 都 是 正 移 ， 在 这 岗 个 曲面 上 ， 令 n* 是 指向 正 俩 的 单位 法 
向 量 , GST ZXBDGREGRGEQUIXEBD.XKSEXEHRGS n* 指向 使 c* 的 定 
[325 ERéTÉU.s 的 那 一 侣 )， 那 么 在 曲面 51, $ 的 一 个 上 , 必须 有 
ut — n, 而 在 多 一 星 面 上 有 a*— —n". 从 (58) 得 到 


|lv - n*d$ = Wy . n*d$, (59) 


WR 之 。 MUR VERUS SIN 可 压缩 的 而 LEBZATGS mIS3A 


IER RA^ Rol Doe y Rak - ELE p 
Fiaa, RMR RIE e" 怎么 亚 示 流体 的 总 量 ， 任 下 让 
633 页 通过 斯 托 融 斯 定 埋 来 回音 这 个 问题 。 


e 高 斯 定理 在 空间 力 和 曲面 力 上 的 应 用 

作用 在 连续 体 上 的 力 购 可 以 看 作 是 空间 为 (例如 万 有 引 放 , 电 
力也 可 以 看 作 起 曲面 力 ( 例 部 压力 ,牵引 力 》。 高 斯 定理 结 出 了 这 
丙种 看 法 之 剧 的 关系 . 

我 们 内 考虑 密度 为 p= pl*，y,z) 的 访 体 中 这 样 一 种 特 基 类 
型 的 方 ， 在 这 种 意 体 中 存在 压力 p(x,y,2). Eih P HORT rx 
(zr ,7y:s 小 这 就 碍 味 普 由 活体 的 一 部 分 只 的 其 余部 分 作用 在 已 上 的 


D WERNER AA n 指向 的 正 侧 , 那 公法 向 a 在 整个 曲面 了 上 决定 
一 个 定向 ， 关 于 n Mp SS, 密 了 向 如 杂 栽 们 时 求 曲 组 人 关于 S, mp S. 定 
[135 1E 6 3E Uh EC 认得 到 相反 的 方 启 ( 见 567 ii) BRENT C^ EFS, 
HO GRAENA, HERET m* 和 n 给 出 的 定向 只 可 能 在 两 个 晤 让 
S, 和 S, 中 的 一 个 上 一 致 ， 

D 如 有 果 我 们 进一步 根 定 流动 是 阁 定 的 。 即 迪 度 向 量 V SREK: MEREN 
间 启 通过 由 闲 曲 钱 拟 伴 的 曲 商 的 流量 与 过 间 无 甘 


a 683, 


WALE ERIRE REE S EAN. SEIS S P ER 
Jia fU BE SEDET H LKK% p. H^, 2, PLOLI 
FE s Pss EAR RU E TED de, PALACE, E3735 43 E ER 


£I. ENEBER EAIYSIES PIED E 
x= = Mot as, Y -|j 4$, 


站 一 -人 
E23, 


di 678 页 的 高 斯 定理 (50), 我 们 可 以 把 X.v.z 写成 体积 分 
X--— HM easayas, y = — n P,dzdyds., 


Z = [fiparayan 


z 


F = 一 ||| sradpaxdyas (69) 
t 


Eb, 

RATETEHEQ tE RAT, TEJ P HGB CA 
为 一 方面 本 以 看 作 是 密度 为 P[< ,yz) 通过 点 Oy) EATE 
PET th e fioc Eis EIE CIE E, 559—725 i C DUBTERE OS, 
Vogt EL REUS BEI 一 grad p ERES T (Ez ERST. 

EVRAE Hh FEE 205 FE ZR 3 DHT FL CARA TE P3 
rb mE F ADARE R NÉ $851 GAF 88: 

F -G-—0 

如 果 作 用 在 点 《x,y:#) 外 的 总 位 质量 上 的 引力 用 向 最 FU sy sx) 
ih he MRITA 


= kite 


ce 人 人 weoe 


处 对 于 广 体 的 任何 部 分 都 成 立 的 关系 式 : 天 过 空间 扳 商 ,我 门 推出 
对 于 被 职 函 数 相应 移交 系 式 世 成 实 , 也 就 是 在 流体 的 每 一 点 处 ; 方 
程 
一 grad 二 bh (61) 
KM. o BDOOTDEHSEEEGUHECGEATIEBORCSSOSS deg. Ri] 
得 出 绪论 : RUTAETE AURI ZEE PRETOP RUPRRAROR AL. TERI 
tog forti C8 IR e A EOS DTE Pun d 
RR MEL ETARE., dp HbEIEREuI. FAEM DEC 89 
EHAA P-(9,0,—2) it. Hon e EE ZUGE, BELLA 
(C51) 得 到 * 
b= D, py 0, P, m —£p. (62) 
特别 ， 洗 号 一 个 下 压 为 为 0 S ELE RETI CIE URGE oH 
KADE MAAHAMME RIA 
o= dp = Ped dx b Y - + pdz m zet, 


， 寺 于 液体 中 的 任何 一 点 rm x). tis 
Px.3,2) = 一 | pz, Ade = polso — x), 
HEERE «— zc k EHD ge. XD Deka 
漫 没 在 注 体 中 绚 固 体 ， 令 中 嘱 示 恒 体 航 位 于 自由 表面 以 下 的 那 部 
儿 。 涛 下 和 确定 作用 在 国体 上 的 蕊 于 为 *, 我 们 到 公式 (的) 司 到 区 域 
RES, KEDADEA. UETHIECE DEPmSSSg3 
TEX 


X-ü0,Y-0,Z- [| jeeasayas 
E 


D ITLAR- 239 minh fe UUBCK I mir c 2; SEHEN ET doen. 
IR eT am zs ria FUREE REO AAF SEC Hd Br. 在 那 
breit 


= $85 * 


的 一 个 力 (浮力 buoysner), xx 4L EE ETE SLRAUGEPAET) 
3 FS JT FIL CRUS SEE c AS RC E C E s IO). 
d. 4r 8518 5 3n se PRHE 


正 怒 两 个 名 变量 的 情形 ! 637 页) 一样 ， 把 578 HAEE 
(50) SB au, bo Leu EXESESBUT —T A BBESZGX 
fijen + he, + cue, ddx dyde 


~ 十 ép ew Stars 


一 Mee — b. d-emddzdydz, (63) 
IpRXXH emo m o Uy abe HIE am Fa, b—V,, 
ec Vu, FUB V RAMOS, MRNA R 
MICA 二 DF, + EV drdrds 


n 


m | U P4 d$ — [|u av arayan, (64) 
这 里 我 人 用 到 了 由 l 
AV =F Vy, 4- V, 


定 六 的 熟悉 内 Laplace 算 子 的 符号 4. aut X ZR V IE 
DII. 


TARG RAUA F, 注 与 [64) 相 减 ， 海 亨 玉 二 格林 定理 
ij j(UAY — Y AU) ded yds 
av dU 
E li (v Y ^ M. (65) 


- 485^ 


e. 应用 格林 定 埋 招 AU HARRENA 
如 此 我 们 在 烙 林 定理 (65) 中 流下 一 1。 我 们 得 到 
[| avasdyas - | dS zx | (gradU)- nd$, — (66) 
# 3 " i 


1E SE TC TEE D RE 38 CTRTUA RU FACT LAU ERA A 
E DUE MSIE mE 
t= peos brin D, y= ringing, s rocas 
定 闪 的 妹 举 标 rs 9. 8 tham HOC) Pc HE BDE 
rr gru daddy, 8, 0 «6, (67) 
BLARSERGEIRBUEUED ERR pd. RALF S HATER, T 
HAm eir d D BT ETE. MAS ER N E 
HAAA A ESME A 


J| Avaya 一 if AU PAE drdBdd, (58) 


zz MEE 


EPE r, 0, e 空间 中 的 积分 是 霸 布 在 区 域 (67)} 上 。 为 了 变换 
69) 中 的 曲面 积分 ,我 们 引进 定位 向 量 

,Oo {F coa dsinD, raindsind, r cosQ) 
HESHT- MEREKA 

X, X = 0, X;,- X,-—0, X,-X, [aD (68a) 

X-.X —i,X, Acer, X,- Xm rsin, 68b} 
从 这 些 关 系 得 出 ,在 每 一 点 处 向 量 X, EETA bU b bil 
Er 一 常数 的 : 苛 量 X.seETm 8 二 常数 ,而 | 向量 rs EAT H 
E 4 = 常数 ,更 确切 地 说 ,在 曲面 7+ 一 常数 一 r; (其 中 :i 的 取 什 或 
26 1 226 2) 中 的 一 个 曲面 上 的 单位 外 下 然 各 县 n SEEC— LX, 
因此 :在 这 些 面 二 

(gradU) - me (— 1) (grad U) - X,  (—1) w 


+ 682 € 


HEHEH -= r; FUB RIS OU AS3RC, EIJA BL ELIO e i 
ALE 514 TEC308)] 
48 = V EG — F’ dbdd 
= JS - X) * X,)— (XO - X4! dade 
= r'in Iddh, 
WEBAPI rm r rr 对 ys ES 上 的 积分 的 贡献 是 
HEAR 
Gi au 
(n dir L ~ düd — I" r! an B PM dBdá 


RGBEBOURA REESE 
8, c BO, da etd d 
ERRE. SE4DyST DL Feux WR TOR B 3E pL Ref PE DC C OT). LL RJ 


Lf 
(f 2 (: ria TE) dr dB, 


类似 地 :我 们 在 面 8 一 (5, 上 求 得 
ni (ly Xo, 45-rinSzódr, 
JU. (—1» DU 
da r o 
MEH 4 — 常数 一 ;上 
t-—(-—1Y-— -A,, d$-rdrdb, 
ag 
aU 1) oU 
du ring Dg" 
ix mimm uuu o- dam EBUIIBARS E ERI .E 
[RAS lie ]- H8 P LIE BER S 


jj, s- [llt 的 


r Gf s 


df oD hl OD 
+ dà (2 95) * os iuo 52] 77 
15(68) tll $2 B ELE e REAR FTR i ER. 
我 们 所 娶 的 球 坐 标 形 式 的 Laplace HE 
1 B 2o ap 
AU 一 12-4 inë 2) 


r'an 


api cm 


S 3 ale 
1, 设 方 程 


ErAPpsp} G—1,2.3) 
确定 一 个 尾音 的 正 交 誉 标 系 P pap M ,如果 我 们 令 


只 ` 
s m s, WYE 
Opa 
adn E 24,2, 十 du, 0 DU 


8,25 十 2,0, 十 aun m GO 
fad. F dnas c aur. cm i] 


EATA 
(a) 证 明 EET pp 
Op, f. P 
其 中 
e; = al ed ai, 
(b) WERA 


Öh m l Deru 1 
dxe — 5 Dp, e, 
(e) IHE EA, H ,Psp 把 


Aum gu 十 uuu 十 Hee, 


gu. 


iuri. 
(d) 把 Aw 用 255 p(3.3d. 3d 51 9 pE CHORO {focal} E 


-MS3- . 


EERDE. 
5.10 空间 斯 托 克 斯 定理 
a. 定理 的 叙述 和 证 明 


我 们 早 就 知道 二 维 的 斯 托 训 斯 定 担 165635 T). TAE HA 
定 娃 执 一 个 向 量 的 旋 度 的 其 同 分 量 在 曲 曾 上 的 积分 和 这 个 向 年 区 
ZI EXT ATARAR LARG KR. EE 
H., BEURA mA, a e e eA R e E 5 
请 彩 这 是 两 个 本 质 上 不 同 的 定年， 

urs ET eri- A h R Ee e m, XE 
3 的 一 个 定 间 把 3 EREA 5t. gà CAES RRT ST 
LERRA HS. 假定 空间 甘于 z+, 9. 2 BRRAURGCRRIEDA 4 
n 表示 在 5* 上 每 一 点 处 指向 85* 正 划 的 单位 法 向 量 ”。， iu rikC* 
上 的 扒 向 与 如 的 定向 硼 对 应 的 切 向 量 ， de A = (ahe) 是 一 
TERES HEHA. Paea 


ii, {curl ) - mas 一 [A - td5, (Cn) 
dx dy ds guagnese ngon gmp 4, 7, A 
用 de" PME du 3Xidplk n H4 uH ds ds 4s 


Ac tH] s. REAR NIE SESS GE SS 


fi, je — è) E t (a a) E 


4. — a) 2 |as 
gin 


D XX oEXmaibredW. sym) M EA- AARAA -8083 & /DGTo c] 


e-— E335 SLATE. S DIHAR RERE x fal n » jag) 907 E: 
前 点 向 . 

£) 31 $5.6, À TREJRSIEDI Me DGE — iro RE Er IJ) EHE 
mx d. 


, O3) K& M08 AO) pu de inu X. 
» $5). 


一 (ce 要 Eo Dope TES, (71) 


利用 公式 (O6), 875 MUR 
fic, ~ 6. )dydz T (a8, mni es )dzdx 


CD. — aVdxdy = | adx + bdt p cda, (72) 
STE BN BD XE 
L = adx 十 ddy +- edz (73a) 
和 
ww (c, — Bite -H (a, o cu dz dx + (6, — a, )dzdy (73b) 
fUMEXTEICE, 313 pw 正好 是 二 的 导数 : 


o= dh, (735) 
如 果 05* 是 5* RO TESE IA ZUR? LE RIDERE BL AM H 
| iL 一 le L. (74) 


这 种 形式 完 例 类似 于 680 页 写成 公 忒 人 53) 的 高斯 定理 ， 

从 平 曲 面 的 情形 的 斯 托 克 斯 定 肚 早 就 得 到 证 明 这 一 事实 ， 马 
上 可 以 作出 结论 :斯 托 克 斯 定理 的 正确 性 似 季 是 役 有 问题 的 了 . 
四 此 ;如 扩 宇 是 由 平面 多 角形 组成 的 多 面 角 曲面 1373 XE RT d de 
一 仿 多 稍 形 ,我 们 可 以 把 斯 托 克 斯 定理 应 用 到 每 个 平面 部 分 ,并 把 
相应 的 公式 加 起 来 。 在 这 过 程 中 ， 藻 多 面体 府 巷 上 的 线 积 分 稍 去 
Jf. 我 们 立 妆 得 到 对 于 多 面 厚 直面 的 斯 托 克 斯 定理 、 为 了 得 旬 斯 
术 克 斯 定理 的 一 般 陈 述 , 对 干 由 任意 曲线 C 界 住 的 任意 曲面 5, 通 
过 做 一 个 近似 的 多 而 和 角 昌 而 ;只 要 取 极 限 吕 行 了 ， 

1H Ez PE b RR (n) P 8 BS EA E OBI P «T EA dE RC JA e 
EUR VELIT PERBEJE o AINA P EOS ELUERH o gA Hindi a $0 — 
张 平 曲 面 上 去 并 且 指 出 在 这 种 变换 下 定 吾 还 对 。 


0) jT 2 的 情形 ?这 和 第 662 D gis] — Sor S. 


„AFl 


RRRS —^£ÉSRU 
& pNP], Y c (nv), è= Xine), 
其 中 ph Box Ama. HF gdt DEH 
e dus) p dar) pL. dGuy) (75) 
"IEREM diu.v) dlu, s} 
的 向 量 不 等 于 零 疝 量 。 BE n ”平面 上 存在 一 个 由 一 根 闲 有 向 
dh F* 界 住 的 有 所 集合 E". 使 得 Z7" WD RB BUE SES ER Fn 
S iF Hr EHA C* b». 
TELET di H de HAR: 
L — s(x,du + x,dv) H Pl yudu + yods?) + c(suda 十 s,dw) 
— [arp E Èa cz, )d& + (ax, F Py, + c2, )dp 


并 上 且 . 

| L= | LL 

c* ul 
Stn S LEIEIE dh 和 de Ek X. BED. peu 
JF es ji de ARAILE, 


i = A dude = [ey — BE 十 【es 一 cz] 


+ (hs — nV dude 


上 


桓 且 ,如 抬 我 们 在 123 AAEE KAA c 4L GEB 
Thu X. J, Z 或 H.v EER”. 因此 ， IX Our ous 


l) dE TEBPBE SC HUE SE T Kb 5 UD) ES.JmscULuueRSmES 
kde igi Hun dn n img. 

13 E (6.05) 具有 a HAAMRI ME an, ejui Ep OAN 
a AE RRIA m(E*)— —ü(s,). EEN- BIST THES T I* 
AEEA 656 n. 

33 AGE EL ZEB et 

(6, rm BIS t Cas ro eO (5, — a E 
EC 十 Bi ton Ca bk F suhe 
BIHEDMPIERUTA MED dans HOTEN, 


T HE—EÉUCN 


= T? + 


EAE Zr der FU dp d —Br aA E3901 1E v,ecERI UA 
天 的 区 域 s*«aWEE, PLARESERODEÉTE £m. MERNE 
BE HOSTES. PREGATE Sx. 
斯 托 志 斯 定 租 回答 了 早先 提出 的 问题 ， 对 于 一 个 给 定 的 
div V 一 上 Hm Yir, y，s]， 我 们 已 经 知道 在 共有 单位 注 
[m m BUS BEST 
Dv. uds 

RATS 的 边界 曲 红 C pucr s HERRERA, 59 — 01 
Ei. 在 316 页 我 们 发 现 坎 总 为 0 Hata V ouppi3og-—-Tus 
A = isie) 的 旋 量 一 一 雄 少 .如 果 我 们 由 拭 于 宝 交 在 楼 这 平行 
TERTA AHELA AERAN, ME, DEL AE 
T E RTE EL 

jv - nd == MESES - més 

Li 5 


RERA 
| À - tds, 
c 
id odRX RGB ESISaüp Hy. 
So) Bla 


1. 
T | [zaxar — xdyda, 


4” 


Eb 3E rtrt rel, r> > x TAREA SS H 


是 正定 向 的 . 
(2) AE yr 作为 S* n x ERR L 
(b) 从 8521 AEAEE AAU 2E ET 


EL. 


zdxdy — xdy4dz = dL, 


其 中 L = —ysdrz — xyds 
来 计算 了 
b. KHENA HUI RH 


SAER EAE EE TUPLSUE PER D 2848 HOS 7 EY FEE GE 
理 的 物理 解释 953 ULTRI, XRHCEEETIRCIBTRI Er V = lorn) ME 
叙 为 汶 体 流 场 的 速度 。 我 们 把 定向 闭 有 曲线 5” 上 的 各 分 


| v d$ = » nd + pdy + rde 
POER ded RAUIRIE. MERNEM: 沿 C* 的 环 量 等 于 裕 


(ennV) : nds, 


其 中 BHES IE B CENSET. Mn Es 上 的 单位 法 
商量 。 这 样 则 和 使 得 由 口 和 Cs 的 旋转 方向 决定 的 炉 疙 方向 和 +， 
yz ERRUJE FALEFA. BERNAC EDS 
RAT s HAERERE CORRER, Hee Etm EUR SIR 
HERR. 对 于 cun V $0218 ZHEEBACA ERA BEES A 28 FRI PRI 
SAR h TEREE Cou V) - n BOR. WARGA 
以 把 cudV EHE E5)2-EURER UBI I FB BUE WE f 

WE V 称 汶 流体 运动 的 旋 度 ， 于 是 , 沿 C 的 环 量 等 干 旋 度 的 
Eso ER SUM. doing RU AEE 
Er HAST 0, bat cul n De SED TRO t 


' Ov, dp Lg Gn Or -1 dr | On Lg. 
ay e Üüz Üx Ür ay 


1) ik Be T RAAR E NEERA Pene AR, Ai BLEU b n EE ALAA] 
X epi% AREENA B- Tm. 


r 694 , 


那么 流体 的 运动 就 叫做 无 庭 的 。 作为 斯 托 克 新 定 建 的 = 和 推 典 ， 
无 旋 运 动 的 环 量 洛 性 何 曲线 都 等 于 0， Bak c 界 住 一 个 在 流体 
Dg H8 8. ~ 

如 果 我 们 把 向 量 W 部 释 成 为 场 或 电力 场 ,那么 线 积 分 


|, Vis 


表示 当 质 点 沿 曲线 Ct 的 定向 所 指 的 方向 走 过 es 时 场所 做 的 
3. 根据 斯 托 克 斯 定理 这 个 功 的 表达 式 林 以 变 热 成 一 全 由 C RIE 
的 曲面 3 上 的 积分 。 被 积 函数 是 力 场 旋 度 的 法 商 分 量 ， 和 如果 力 夯 
的 旋 度 等 于 0， 则 力 场 对 从 -点 出 发 又 回 习 该 点 的 质点 所 作 的 功 
等 于 0， 这 种 场 叫做 保守 饭 。 

从 斯 托 克 斯 定理 我 们 得 到 空间 线 负 分 的 主要 定理 (105 项) 的 
一 个 新 证 明 。 主 要 闻 题 最 :如果 积 分 


[A " jS - [ads -+ dy + cds 


线性 何 闭 曲 线 均 等 于 0, DA tm REGE TCU A = la, b, 0) 的 
EE., ARCE A 有 定义 的 区 城中 的 曲面 5 的 这 界 。 斯 托 克 斯 
定理 给 出 了 如 下 事实 的 一 小 新 证 了 明 ， 即 若 curA 一 上 0， 则 线 积 分 
EPTO, Mil, cud A 等 于 0 一 一 或 ,我 们 将 机 疯 的 , A 的 
XNHE— JEMEN HT A ME RHR S 的 闭 曲线 
t 和 的 切 向 分 其 刚 虹 线 积分 为 0 的 一 个 迹 分 条 性 . RAER 
XU STONE. MERE curl 一 请 是 ,我 们 就 能 把 入 表 
为 一 个 函数 r) 的 梯度 ; 
起 m gradi, 
MERNE A 到 作 流体 流动 的 速度 向 最 于。 eee 
KUHATE NHE curlV 一 0。 昔 含 着 存在 一 个 过 
势 Ass) 使 得 
V mm gradj, 
此 次 ,如 时 流体 是 均匀 并 且 不 可 压 的 ,我 们 育 (632 Dd XU 
diyV = 0, 


* 895 ] 


在 过 种 情况 就 得 到 速度 势 1 DIR 
Ü ^ div gradf == Af = nm 十 jyy fin 
R gb Re UA Bip S ROS SIE EJPLEHEETIT 2. 


i 3] 510b 
1.54 ps RIA REX c EE ARR, Oa a Iwel) 

aiD), Pw) = (0), q(2n) = pi) + Zne (n RAREN), 
XE ox.y EEH. ju m 

È = xcosq — ysin qi t d, y = rang + yeosqi +È 
TEERCO SED EFE T ETER: HR TEER , 试 亚 阴 

L| Ger ~ nat) = A( y) Bac Cy t D, 
其 中 


dou i fep, E = | (aso + bang ép, 
C | (osing bem e)dg, 
Do JN (adb — bda), 


2. VE —S B V RERI P JEDE FAE E A 3E SE SE TIT v PE 
一 个 封闭 的 运动 ,了 P 上 每 一 点 导 将 画 出 * LBS—2RDUDDRER OE 
烧 所 围 面积 的 代 教 秸 为 SM), 2na (o EAER ARP EF 
= 的 总 旋转 次 数 ， 试 证 明 下 列 缚 论 : 

(a) mi ase 0， 则 在 P 中 有 一 点 C, RNT PHH 
其 它 舶 点 好, 有 


S(M) = «2C M ?+ SE) 


(b) 如 果 s 一 0， 则 可 能 出 现 两 种 情形 : 第 一 种 情形 ，P 中 
有 一 条 定 宙 线 和 ,使 得 对 于 了 的 一 基点 叶 


SUM ) Ad M), 
其 中 (M) 是 和 到 于 的 距 篱 而 和 是 一 个 正常 数 因 子 :或 第 二 禹 情 


* 6900 * 


形 ,对 于 平面 上 所 有 欧 点 M, SiM) meri pel (Steiner sz H), 

3, MR E MB 在 平面 * HEAR HEERES Bf 
ree C 的 闭 逆 时 针 较 晨 运 动 : 而 4 在 过 上 的 直线 上 作 一 个 5 闭 
的 ) 直 夸 运 动 。 喧 寿 上 述 人 重子 的 结果 ,决定 由 刚性 她 连 在 AB 上 
的 点 型 在 上 接 出 的 后 曲 线 所 包 国 的 面积 . 

4. RU EEZE BE 4B 的 端点 之 和 8B 在 一 条 著 廿 曲线 T 上 作 一 个 邯 
全 的 旋转 ， AB LE— AM, 那里 4M 一 qs Mi= b, 作为 这 
个 旋转 的 结果 遂 出 一 傈 闭 由 鳅 下 ，。 hrar 之 间 的 面积 
等 于 vab (Holditch H). 

3, 斌 证明: 如 果 我 们 对 一 很 被 相间 的 ， 困 的 刚性 曲线 的 短 一 
个 徽 元 ,在 主 靶 线 疝 县 (第 二 章 , 221 页 ) 的 方向 上 作用 一 个 大 小 为 


2 HITRE r RHPH: " 是 在 性 的 曲率 ， BEGE 
TAR- ARMEES., GHAIR R, RLAR 
|. 245—o, | 8X5 as— o. 
rp r p 


Hn 36RIYE ds 的 单位 主 法 线 向 量 , mu A 是 SS 的 定位 向 
量 .) 

6. RiP: 在 持 闭 的 生性 曲 三 三 的 表面 的 所 有 微 元 上 的 向 内 
的 区 多 压力 的 作用 下 ， 了 保持 平衡 , CERERE o Ra Hha 
元 如 的 指向 肉 部 的 单位 靶 向 量 : 而 用 x 表示 4e 的 定位 向 址 ， 则 
本 命题 的 际 坟 等 价 于 问 量 方程 


|a 2z = 0, ix X ndo 0, ) 


?. Ej giri X ERR 32 V. 3 (soc ERE ELE RD 1 9E 
性 中 . WFA RE HEU I Bk He 08918 7] S E RE FR EE 
的 形 心 C Li EIS FRAIS V 89587-8535 Bra Lio e 
样 的 . 

8- 设 P GR XE X 


的 中 心 末 点 Pr (xs ya o 外 的 切 平面 的 距离 而 她 表示 了 点 处 的 面 
KA. ARARA 


G) fpes — 4dxabc, 

T 1 4r 1 2 Hr 

Gi) ] 5 MICLI ELEM 
mx. 


9, 35-38 EDS [i f JE FIC UT 4e DRAGEE EO TES AR 
的 弧 长 案 率 量 的 。 对 干 由 顶点 在 4 的 网 锥 茄 庙 界 化 的 主体 角 来 说 
可 以 把 这 于 思想 推广 如 下 ， 根 据 定义 ， 六 体 角 的 去 小 等 于 它 在 以 
ADOS ERI EBTDAXHRBUHDÉEA. AERE m0. yl, 
cO 的 立体 其 是 4m/8 ~ 二 、 现 在 设 T 是 一 条 闭 曲线 ，5 十 出 
re, ARETA a te. FAM 
钼 的 面积 元 素 45 定义 了 一 个 顶点 在 4 的 是 本 惟 ， 而 且 通 过 一 个 
初等 的 论证 容易 求 得 该 锥 的 立体 角 是 


Buh r= AM 而 8 Rum AM Ju X EM ASUDIEFLZ BI 3678 , 
Tug ETLHGETSSUROEUUEZXUT EGRYLIBEEIEXDARTA. AE 


Ei dtr 
a- | cosÜ ye 
E 


MILE EEEN —" Pr BAT UEBH 


U = jis — z)dyde + (b — y)dedx -- (e — r)ószdy 


[ta — x)' c (6 — yY tr (e — aa 
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AH lada) A eyar) GAE A AUM BE ES LR 
10. 首先 , 试 直接 证 明 热 后 利用 她 积分 解释 为 一 个 立体 骨 来 证 


| | dd — 
-u d e (PHL " 


11, HIER H a (n) eR y ro) m Catre) ml 
AGR (0,0,0) 的 立体 角 是 
nd Acos p 十 a^sintt 
M | 0 | PERH b'e oos p + EEE dP. 
L2. 试 证 明 : REE x ALA T EE URA 
g= if (n0 — x)dyds + (6 — y)dadx + (7 — rMxdy 
[(a — xY cr (6 — P (o —aypr 
的 值 不 机 束 于 了 的 选取 .通过 在 曲面 外 边 的 积分 ，。 从 这 个 结果 证 
Bi, hr ERARE., 则 按照 Ala $c) 在 由 了 所 国 的 体积 的 皇 
面 或 在 该 体 积 的 外 面 , 2 一 4s 或 0， 
L3. 3 Ert x p pn dat D PSEUD 
(a,b. c) 
-= fe — x)dydz th v)dads + (c 一 x)dzdy 


HH 


r? 


[rv (a — xY t (6 — yF Ce — aY], 
WE «6, c HAR. AER Q BUSEEER PERI DURS RP PISA 


3 
BO a | (e — edy — (f — Bds 
Pa f 
a | (x — a)ds(zs — edx 
Bb r r i 
B0 -| (y — Pdr — (a — r)dy 
Br r r ] 


fg. IDUXUCIEAEOREBPAGLXEGRI PEEBUBDECR 
i 


a 699 + 


| Xx dX 
grad 4 = — j. X B 
其 中 XEDA leash O — è), Le) HAR. 
14. 验证 湛 运 式 
—4rydr 4. 2 1)ay 
(x fy lt 4 
Eia —l«rell,y-0 区间 点 《zh AEA p. A 
ARTA: :通过 一 售 几 合 论 证 IEE T amne 设 了 是 xy 平面 
上 不 通过 (一 1,0) 和 《120) HRE a. a e E EE 
AYS SUTPIESÉDRE C 之 0 ZIPSERER —leex«i, yeu 的 次 
XR. UR x05 vlefupuiRERSSXOER. Bl 
"m | —4xydx + (x! — y! i)dy 
ir {et p= D) gy 
国 此 i RERA R TERR r = 2cos 20 {0 s O «x 2n), A 
B n. 
15.75:8 x,y 平面 上 的 单位 贺 周 
i'*- cosg, y = sing. 3 — 0 (0& p & 2r} 


Ha3kidBldt x -d-y!«21. s — 0 jm P-xy.n) 所 张 的 
TRE. WEP EDD —4AISIBIESCHEZÉENG E DR 
?iEM Ligxédi90$/PiXHRpe 过 0 rA i4 €? — 
bl. 2-0 Hue eGxAc-—0|pz:2-9 Do wmxtESUE, 
inx€pirbso-2omui»uum. Hm OUO PES 
变化 ) 的 P 点 注 回 到 本 点 ,这 阿 OG - 0. UFU UETEOA 


à —9, = E — Ax(p — n). 
Ha E fx STR T ES FE 


= eip — m), 


bp 一人 XE am 


^7 gm] 


* POU 


PL r 


5 i 


HEER 
‘Tr de dx 
Lbr o e 
5—3 da dz 
fr 一 r)(dyds — dedy) + (y' — y)(dsdx — duds ) 
= Í o + (z'— z)(uxdy' — dydz') 
ric [(z — xy - G' — y d a — iy]? 
一 jai p — 5), 

IETA UERR ATT Ee HRABRA., EER 
URARTE CORA RTR ENA. MATER 
DSPTRERAbHREET OEC ARBRIRAETRPE AE TD tE pR E 
5.13 FRANT- EIE p= s — 1. "BEDGARGCHMBUS. 

16,3 DT RE— REA FR ,在 
宇 上 面 规 定 了 曲线 在 活 的 一 个 确定 
的 定向 ， WER: 存在 一 个 向 最 
a 具有 下列 特 性 ， XD EBORE 
En, ha'n 等 于 7 在 五 直 于 
n Wie CÉNHESPTESOBTERHTUUU 
RARA. 注意 给 出 了 x 的 
定向 而 了 AHTI A m KARR 
EE. TEEI T a3 
ENTERA Oe. CAE 
= a MHR T PARAR, ) 

17. 设 f(x.) ERARO E FRE SEA, LUE 
H: in 


g 513 


jsj 一 产 ， 7 D, 
见 变 搞 
Wi {ss o — —2 M r'(v,y) m vfu xy) 
fiWE—ISESEJR. LLJEGN On 
E= falut) Y — aint js 


+ 701 : 


g = —m cb ngunu p) + ngu], 
18, $2517) [Fd t 3g 


X =æ — noY————— 
VECES Vn y sy 


Gn y ey 
天 为 一 个 话 度 . 


党 


goce 


811 高 维 积分 恒等式 
前 节 讨 论 过 的 高 斯 公 志 和 斯 托 克 斯 公式 部 可 以 被 看 作 是 微 积 
分 基本 定理 


| God = E) — f(a) C6) 


ERER PRE DOEEXRORRR AEG AME AEE 
H9 zr eT EUIS J 88 2 ER ERSA P Ex] BER IL ER. e 
H3Jy i ETE RH 


je. + gy -+ BI dsdydt 


-ju dx eg 2 nn MALE (77) 


(a= AREI RRRS R LARDA R AAA ERRAR N 
了 未 ， 窟 成 商量 形式 -用 A — (rh), UEG H Aike 


Naiv Adrayas = ji A - nds, 
PAREA dv A BEER CD DWEH. 


Hb ETENEE RIH Sms E BU xxn 
E EARDER ARRAN. BrSELBQUIHHEE RS DEN 


| A- Ms, (78) 


(t 一 曲线 上 BER bz VOR] E TET EE ER ER SE 2S 
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[^ nds, 

(n 一 (Bb s BRE). MRR RMR TRARA S 
cS RHA ARET. GAE A cmn tp. hi 3 
JAHA RARER HA Aea -站 
AR DRI R e T dB ER a S e T a ERNI E 
WARAH BEMER Se Fed rn Y 的 情形 . 

ARIRE, E A :在 出 线 5 OO Wn 
TcNwLEPRm O, RckEU A. ». 2) GARTE: H 
curl & — 0, $n RIXBSÉGIEBUERCHJ——GZEZIBIEELFSGIERGm. 
mIl]aBCES—TGdEMEEED Ue U(ry.2) Ei A = padl = 
(UU, U,). ERRAR ARR TRTE RS ARS S 
不 等 式 


| T Ei - U(Q) — U(P), 
HEE ER HERI 


jja + mas 


H gem sphygdEma.A.gu EJ XqPHdvÁÀ =Ù, 
aikai div — 0 AAWE, RDR A REER A 
cuiii. CIT, 316 n fo ELI EAE E Re RF EB HC E-t AnA 
aH S5 [| Am GB 

IÁA . nas — | (eudB) ,nds 一 [5 - td5, (29) 


1) BoEC HERE I Aa EDEPHBAET SIOBÉL C, MAATEN 
AGR RRA NRS T ELE TERI. MERITATA ECT dn E 
n PISA RECER [3 S t ee 2 xs DECRE o RUP 
—-^"[Birai F-32 Rz IER] id d aE EEE ERI EIE TSE,. 
jus N dion OLI Re? HM HE EA UN 购 识 分 是 0 由 
WOERSBEQAMER E rA KSAT 0。 BIRAREN 通过 空间 两 
PSP 6A =t, 
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MEHTA IHA TEE HHAH, DEXXJEM SEE 
KERAP o ES ET A ER A d 3 PER. ATA 2E D ELE 
在 该 集合 的 Lm 一 1} SUD EYE. "pmMBL REGI 
177) 提 供 了 一 个 明显 的 推广 : 


-+ 


jm ene Fr dx 
而 

Lf d ct dI 
m a I me ers 


XERREMGGEG P mE 9 的 《MM 一 1) R 
曲面 8 界 住 的 一 个 集合 ,而 hP 是 meu UC LO 
一 方 画 下 为 (79] 的 斯 枉 元 斯 公 去 没有 这 锁 类 似 的 注 广 。 但 是 外 币 


A ^ RÀ t € — a d 


hebes o 


TEREBUPTRIB, TO(IEDCRIIBId m DEPO RPRUCEA RA 
ERONDA KH E eda LEUR E s e PP RR SEE e 
BAA. 


附 3 


Bh Ei as i PUn HS ERE ie 
HAER HL HE ER DL ECEH EE RE ETE EI CR 
FEED EAS LB, HRE [ec CA RE e eA 2 js Papa ot dE 
FEAH AM. AME A EPIS, 
Al 三 继 空 间 中 的 酚 商 和 曲 侈 积分 
a. ru 
EHER PERI SS ER 559 DIHDYE X8 dp 56 Lir [Dl 


= 74 - 


Wi. EUR T BORBOR SUR ZION RENS S, 
rJ 空间 由 的 一 人 基本 此 面 Red m ^ p 
x m j(Ón o), 9 — g(u.,5), v e An, n) (1a) 
参数 表示 区 点 P 一 (x,y,x) 的 集合 ,其 中 
(1) 活 数 的 定义 域 口 是 me 平面 上 区 一 个 有 界 开 集 ; 
(2) nad Tcu abet B BUE P — Ud 


p- u Je " "e. E» . EP &, |" 
rA Šu d lf js 


ps — hete” F (£sbs 一 gpehaY F Chafe o7 AY 
= 0: (1b) 
ra 

(3) M pw XE EBUSGSUS r,v,z 空间 的 千 舍 5 上 的 肤 
Hi L-A Ez axo EHUXÉURGI SIE ESE]. 

BW REDY 

A— pahe — £,k,, B o hale T Bolas C m Jafo — hgs (2) 
Hi REPE HC RE ves RATER 

(fns8a5 hu) AI Lf, gos 5.) (3 
HERA. Quiere 5 E REDE mE (4, B,C) 
RESTANT THRHR., AypEETgE. HE OdGUEIDH 
有 两 个 方 HEE HA, EINER (4, B.C) XXE 
(—4,—B, —0), 

Ee 的 每 一 个 点 ,三 个 其 ARB, C REDATRA E, B] 
ip mPa c Dd $3 0, 5) TERR Pom (xs Ya, 24) 处 
C 天 00， 对 于 充分 小 的 正 数 e, 我 们 可 以 求 得 一 教 6220, (€ 
4 —XADS 


M(x — xy t (y — ») «à (4) 
B3 (z,5) wIDJHE— ER IOE X 


* H3 


x = f(u.e), y — gu. 0), [5) 


其 中 
y (a — Y E (rn cte, (£3 
由 r.y 决定 用 ,wz DH kA 
uc dc. y), ne = play) (7) 


AISBÉGMRITDERgE GU x. y EeiksES] DDAGEGE Ep XE. R 
(x, rp P E EARNE E Ie IE TED qu n MIS s 
上 的 每 一 点 了 有 满足 (6) ARS 0e. m BR SPP 
fames, HKkLPmpumuoue EOG Hip, e CEARA P, 
AE P, 我 们 可 通过 (由 x.» XeXemÓARBHAADE se, WEA RA 
方程 mhr) RRG ERE EUER 
zc ÁÀ(q(x.2), dix, y)d = H kay), (8) 
JyESNEDE BEP eHWBDULIUO$£u:c NE, MERER 
为 0， 阳 我 们 当代 地 得 到 一 个 带 为 ?一 Gcr) EBARA M 
TE.4 5e 0 的 情形 将 到 一 个 形 为 zx 一 Fixy) HERA. 
同一 个 基本 则 曾 ed YRÉSAR IBS ERR o, AA REL BUR XR EGRE 
TOBEDL— RBGEDGRIRBIDEGRG. M- 
T= fiz), p ginn), E A(n. 8) XU tainn) (91 
R ep C RER URS €EPEBS RR RR. WAU oe 
ZALE UN 5 RANEE A ATERT EA 
U gA U Et 4-121 HRA ES 6 D B ph 3. 
x= A v — B(g,7), 3$ U rfe (n0), (10) 
XC dn U dE (m5. 相应 的 值 (ees) tE Cla, 
$e) A] 0. ERAO ARAT (Gene) BAE (Ges) 上 
penis EAERI EE 
u= piad) = flar), BCRP) 
a= HÜn.s) = pijl), p(u.0)) 
对 所 充分 畦 近 (e.£,) BD Cus) Wer. By dbe ER 
FERIERE, EE e e AEDA o, BRA 


+ JU% + 


Ecin EL ERATES XEREU— ET SEXE. 
e 
"TNT 
dja, p) Üa Fp dr Bs 
ABIT gh 3- E SHORE E B zE W, Re R 
LE dizay) — diray] | Gu. v) 
diu.) Qe.) 0.) 


ETE 


= CA, (122) 


类 山地 , 求 特 
F = BA, Am AA (12b) 
持 别 294 122 MEN 139 ax Sq CE CLU RETE BILE I SRTO 0. 
Es gd (12a.b】 
W - Xu d. Bx CV NC H BO) 

一 |A|Ww, (13) 

RRE 8 T £o. 
MEG mr Eb usr ERAI EE A E TRI, 

Š Hai 同一 个 TIG ob Te SUR m ye 


EF | 


"o ù à 4 S 


b. ARE deos OR EE 


在 一 个 基本 地 画 a dép P EE OE A F UTERE So 
SITZ. ROCEZRHE A Peo 以 下 列 方式 对 应 一 个 
H Fo FO), ARTEA e PU c EE P, 我 们 
有 


Em FfF) - F(F) 


fcURBDEREREA SEE (Ca) p F a RAEE S e U cum] e mf 
EE .m rie LAFA HEUTE fRIL we HERTE. 
HERGA HHE v EGRUUECGUBIBEN SS ITE: 


O 这 里 我 而 利用 了 QU Z dg Asa pd X ERER, 
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X oRUs PRERADA, EUREN Chr) WRU 
du ord GE JcES REN 
M FiA = [EW dutu (14) 


KEFAS A o REB Henr C5 dp EX 
A. RE FW ibe.eHJxEWRPAER.sPT OS RRBS a, RNE 
X PW bbh A, FV ÆW, RA EREU MIU 
Te r[BEERRSERIERBHETORERPUJECNGEGX (120. 这 可 以 愉 
WEWETE ase Hs. s gus BEST RELIER 
HRA EE, huc 

[| rw zoe = re HE 


- (irw | A dide = | | riveaas, 


FW [T2337 UR T FERREUS: IREE ER W dudy 
did. EROS PILAE EERME. 
FAUTARA E BUTBOEDAE HEU pi RAR bl. Ae 
TEIBERBÉGERBGIEHE d mper na AERE E n dE 
E CSELA EUERBNSdJSE S bz. 我 们 内 要 求 在 参数 平面 
三 点 [55#) 航 相应 的 集会 是 一 个 其 闭 包 位 于 恕 中 的 车 当 可 测 毕 、 
HESH-I E pati AE TDETIEE ERREUR rre i 
TRENS AZOR”. SF OS 的 面 租 阿 放 鬼王 话 成立 aad UT OUT 
S EHESS 
ALS) m digg | dudo, 
o= jja i 


1) Tr, JES dn emn, n). 0 HrHERS E GUT S9. $ Mom 
AEE P. -EENE ESSN- Aa P. BES, P, r P 
$8 eor) RAHE: hadie, BE, fueled, aiT i E 
BH. FAA REU HTE S AANG. 

232 HX ERR A 3. 


+ DR + 


EEG RESEIMREZUEELSRT fs 上 而 商 积 为 0 dude Ss, EE 
应 于 av 平面 上 杏 积 为 0 的 集合 5; 这 就 意 及 等 可 以 用 有 有 限 块 包 
AEU x BE EURE Ee HA E T2 o Ric 5. 


c. EREA e 


Rahu eB ERUSSUCEm Ca) EST 了 的 一 

AS ESEESE LCRET xe 5bERTAGENBRTEQDD. S185 nftb 
gr) 

(Ek WUEuEELTEIEN. Miiat E cIEISM 

E cÀBTsTHBTUESS,. HRE TEATS REN g e 

fud. bid ssdi THAT. MEA bb e AA RER 

定向 结合 E e S NERA ERE 2t. 

iie BuIBS ex. ETARA 0。 BORD TAB CARE 9 
ESEB, RITUAALE E XERE n o S 
Ac. XABj--7- ERG TRP e BOR BEER PIBDETGTEET 
为 e*$0—o'. EE SU Eod T 4E EE UE RES HE RUE EL ER SCA 
T. EMES p MARAA v Bin f T] 0] D d de 
JE ds, 

Ak denaggátsmgume p GREER s AARE E 
HH. e aAA AES RNAn AAC HEE TA PE 
TO A, B,C, CBLDGÓERTEPGXET eA Aa BR 
量 . HHEH EH 

Eu ;255,[- 7 

m? p’? W 

PEt EESCDARESEDESTR. HRIH €. e He, r RES R 

tA d, A, C BRER i a E EEEL A (12a) Erste b 
[5E 2, B.C 所 代替 xx gi P CLER L5 Ee 


(15) 


» Tit 到 


THExMEANDESHÓIL, ELSEN, es 的 定向 在 每 
LARET o 的 确定 的 一 何 . 归 ,过 加 最 CE, n, £). DER [I^ 
os， 的 定向 还 可 以 赋予 位 于 o EORR IB HERRERA I fn 
FTAA, HAERE 对 应 的 位 十 #,z 平 哥 中 的 阅 曲线 ? 关 
T v Blitzer Ec dd E ARE € RAR, 
A3 £84 E HECOHE 
w = odvds T Bagdr + cdxdy (16) 
的 积分 ， Kuba. Reo DEDERE EXE REYEPUR 
To, RRES T pea RAMO r &— HER ERRO, 


TA- x Aeg BUE MAITENA, Ix 3E. BDEHARXAS 
的 这 个 积分 荣 自 然 节 和 解 粹 当 就 是 
| = Y L dty ,2) Tb dim x) T c SOS aae 
dieys) FICHPS d uer) 


mn M + èB 4 cCMude 
- Me d by HeU dide 


— [fiaz E ba cL). 


其 由 我 们 已 如 用 了 关系 式 (13) 和 If14)7， 这 果 , Ept EEE 
ir w.e [TE BLEU IP RP LÁ) 
dapes. ER. Sed E tOCE x (coh e LETS IR e 
AE IRI X EoBIES. [4 


E EE 


D ik 0* AEW EART tyor SPRA EA MAS HAA SUD BIG 
HES RA WO = 9 让 


* Ds 


一 (ics + bn + ctdA, (17) 
Epe, v 必须 是 用 来 定义 o* 的 定向 的 参数 系 中 的 一 个 或 者 是 通 
过 一 -个 雅 可 比 为 正 的 代 换 与 这 样 -一 个 做 数 系 有 交 杀 的 一 个 套数 
A MEHRERE E, qad Æ o" EIDEM. nik —e* 
Ri RO BUE GE ANAA hm, RHA 


|o=- Jj» (18) 


=0* 


d. fi 3 eh 


设 是 一 个 带 有 有 和 参数 表示 (1a] 的 基本 曲面 , 其 中 参数 点 fa ， 
DERELER. WEU EUR TATE, 限制 在 U ke 
Tr Qe) 的 EB s A Et ao mgyli did a, 
TEE. AARHUS N se 我 们 的 全 部 四 全 条件 马 上 可以 用 到 
c' kE, PAAT. RIIA HEATA Oma Yos 3.) AMEA =e 
的 = AERAR TEA GERE, AAAS 
P ae ME 

[ila e) — nl b leler) -— y [5,93 — n] — e (19) 
Bg. KAX 7s: 5 JEU RESA, HASA AS ICTU 
U' 是 开化 . 

包含 硅 臣 本 曲面 6 中 的 最 一 般 的 共 本 曲面 of WIDE o 


ur BOE SURRE — Ait HRAJE Sa EARTE REA 
为 了 证 朋 这 个 车 实 RAT (#, 0€ U 基本 曲面 Ragg 
ER (aj, eA d (u. 0) ERA U 上 变化 的 带 有 参数 表示 [9 
的 一 个 基本 井 岂 . bo Re BQ— FR. DAR GGr)e Uu 
定 一 点 PEg, 向 记 及 决定 一 点 (ws, neU, CDSE A, 2 (A 5 
EM 
u= ali P), e = 8(8,9), NUT. (gr) eU. (290) 
《2 的 把 集合 U Wed URP EU D. PARLESSE (s, o) 
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HEUTE k, PM tigr, FERRIE U 
ETEL E Py (ys) Xeon cho ER 59 U pA Ghare) 
和 U' rag di e (eu, v.) SOR ZUR. ACNE EET 
09, TE 

xc VS), y m (S) 
把 Cg ur) MIT OE x, EER- RAE, PPEH 
f£ Cast JAPU— T 353238 2. 5A UT HERRI A (use) HET 
(mv) BiI—7 55e ,由 此 可 见 U' 是 一 个 开 集 ， 

此 外 ,我 们 在 到 在 RRES xp BE e 
ERR LU TJ sESPSUR D Ega taaier EG ESESgE C 
的 登 笋 值 ;因此 ,于 于 充分 车 返 记 的 了 我 们 有 ie, e)CU', 3429 
(es) EE HTAR., ALRITE Pes. AEEA 
T: 


tO F à è ¢ 9-9 k k > + F OR 


= a > h a A o F; > & h > u aà > F > aa p : F F 


WEEE". PAESE BIER REO ETE 中 的 站 本 
HE e 上 法定 一 个 哈 一 的 定 荡 . RDR e GATEN HU 
3EIfuR E] —" TSAR, TETRGECD ERE CR DUE e 的 定向 ， 

RER 71862 cH 485 3E i B] —— PE2U E EG TEL DE HE — 8" 
ia E Ei 1-9 E ——— EE — RUE S Bo LU ER V. 

xy, 至 本 由 的 一 修复 全 r AR k guum. en3bxbT 
r Eum. 存在 = > 0， 全 得 的 与 如 中 EEF 的 点 和光 
REREH. 

HIE, ATEN E+; 看 在 一 个 基本 曲 下 e, EE P 附近 和 
f —39:, f H5 4k cip. SEDI ELUEBH SL ARE PE E v m 中 的 
Bi AER RU exp dE EE ED NM ERBU EDO. DS 


1) keRGC EE raor SA tE ree. JESICIEDBTPURE —q E 
4,B,6 £z P, WE. BoR AEC MyAir, 45 UR C. 
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PEs o" HAARA, HATHDORS sm e- 
Ne 使 得 0 一 NA 是 一 个 基本 曲面 这 里 ,5 包含 滑 个 基本 由 
H MAr 和 M.Dps". DOELYEBUHETRSENID P iait, e ToU 
与 # 一 长 ,因而 o So" —f. 如果 RETER (ne) 的 [基本 
曲面 ) ,和 而且 种 so 对 应 于 Po, MERA sr) 的 所 有 Qn? 将 
对 应 到 位 于 o” 的 ov' Byn. ED RES soU 中 点 (xiy.s) 的 
EW d 构成 一 个 开 集 , BE, eNe -AER 


po 
"orco MG r E TERRA HRS 


3 : zn ] Hr Es TR m 
EET 
HAARE TE rs HERET REGA HHN T — Ae 
SEE mE Xm.eiblBsERE--—THaNitaBEGS. ai, 
RHEA rE Em, AEEA r 的 每 直流 向 的 定 问 指 
ERESHE TRIS R 5M RET pa RS UB 
We SERRE. XT r EER P (xum) , 2X0 8] CL DOR 
—A fEJLSEDRE c 和 和 一 个 基本 曲 自 一 政 。 我 们 甚至 二 以 渤 
—^r a Hb ERER ED e n] CHEST SSH E SEO IRE, 
HE mit, AET [x aa t OSR BD 
s= F(x,.y) (21) 
表示 出 来 。 — AnxEEBImUEAPGDE DU mB—aT.&RBIBEX 
t HJEASIPTMOEXE SE HUM. PAAA PLAE R IBI PuS,TE 
R h,AXp Td 
Fix) eam Fix) 8.0 — SY E G — y VY «se (2a) 


1) iR ACH ROBES BON AIHH R EIBET ua SE ERLAR, 
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cnp 
F(x,y)—8ez«F(xz,, (x — uS) d (y — n x sz Zh 
BU TEIpjn.RHe:aodREEesEES RS Eam. Db. 
Ee (223) 和 (2b) FAAA R RURE RE ,或 者 有 
REFAH. EIRA E aR h Am EISGBg8g. 
ET RdEBIBSLBIEL SEQ) B EERDT Ri dE rn REERPBHUA, 
EN 23 P Aa IEA R AARRE, DONI ERE SPRPRIBEX S 
的 外 面 ， 困 此;, 仁 人 台 (22aj 下 22b]j 于 恰好 有 一 个 是 外 舍 在 灵 中 的 . 
WnA«G2b) SL RAE RBS RIERS smer, pey E 
P8 sg. dcc gi i C21 B) $E D Sid : 
ym. F9 oU. mo Fus), 
ARSHAD Hi. R2 mC15)] 
Ke. Fe OQ 
W W F 
R3 Z9 0. HE - Ez] ATE A A FRA R Kah 
B, ATEN EJEA Aak ERES e a A 
TILLATES (222) p AE REPA. SEE., WEE 
&OQ2aug F R RIBER AT 
ty, y H, gom Fls) 
XE wODBIEER.XG-XI—-—ü4/wo-x99, Hai fH 
器 外 的 法 间 量 。 
[E Jp RACES DE rA Aa mha, DEBET SS 
KXUPIRE TCI H LARES SC EARE RT TRE LE — ER BE , 
RIJE OECD REEE apg”, 


ET 


e. PR SES) ELA dE M ER HER IER BLA 
Aa tE RHE r, AIRAA TRL r REN 
|| paa. 
Mj 这 时 我 们 候 定 反共 有 ors HAAREN. 
EE 


BREE: Fabr bi EGUKUUBE THX T ; 
外 为 0. CR MET gun ERARE X Tol SCR EIS r LIE 
NEÉHRUGC v D EDEN.) 我 们 利用 一 个 寺 租 单位 对 解 的 方 让 。 
招 我 们 的 积分 化 沟 早 先 已 讨论 过 区 基本 曲 机 上 有 的 基 子 舍 上 的 IH 
分 . 

Aea RHA TR TER S MDRP EHEX BIBT 
BO CPG) ,ZatPy PER VETIRCOG FA d: 

LFA) Pes 53 £e j -e IV, (P) Z2 03 

2, 对 所 有 的 PE, XP) + EXP) on XP m l; 

S. XT 1, 5.8. STi rd gm 
2; , ERE v, BS EIE THER IEEE = rpm P, d X) — à, 
(HARPE 2 TER TS S GLA FAEERE. ) 

ig UT s EIC BR Qr 7 DR. Ab Per, AF AASE 

EPY = FLPYLGQOO +t FU)E4E)- oc OFOPIIQQM)C23a) 
XH, XT AAP, gE, Bk. AARE FLP) 在 
Etr LTGEXERESRGREGEHÓ s pihia, RERBES 
Piy rA FE EEE o, BANAR- Fp 
CP) EAER e 工 的 连续 范 数 。 

25 m ATE 


| na 一 3 Mr (23b) 


4 
T i-1 T 


KEX FET EUP RE KA FX, ARE n LESH 
Hi gy EARTE ST t, gn LXAGxwjex x. 

TAE Y ELETE F E r bRDERA RURAL 
TiTi AA R A — GOEGSRU TEIL Aha 
(GU), XP, rs. XU RRJ AE, RETO BU E ihi 
Ze afa BUE PESE 0. HFI = 1p- N 8 &— 
LUES M ME 

diiic 
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Wf ioa ri Con AREE ER, 图 为 o, 和 oi 部 位 于 r E TEE 
B. HEX Pio 在 该 向 可 了 欧 一 个 紧 秆 集 外 过 等 于 0， 医 此 从 公 
式 L23b) 得 出 

p 一 » [Lex aa 


z Ti 


xj KrkidA m Y f PXX(d A 


m 


"ui 


Xv rzxaa- X i XA, 
t oap 


WONDEHAUA ERE |l e 
RE ERREA, HigsE X. ADT 
r 上 的 每 个 点 0, HALE koc 0. PEIOR AHS 
eo JT ERAR —T EE HH so, 720v. 
ap 一 255 rfO cla 
#0(P) = MEN (242) 
( Xy PO =- sg 


P 
EF 


E-A Pme. E PO RRRA PA OIPBHSEBSs. 对 上 
APAA RIP, AR SUP) TEMES, IN SAE sp 上 


ES. "Ke TARG ti oo LP API «x > ep ,的 


ROEDE. 0082 X49 Pda Ek vo REED AE VEU — ART 


1; 更 由 外 于 :> AEF R15 0:77— eek ri BHO EO d: T u PE 
By&ng4&s: Xe 扯 凡 于 亲政 于 而 .上 的 开 信 日 使 从 对 应 于 一 点 4， 证 
t. AXES ChEPEX po EROS. Hé px. ATAARE s. 
p. PDT OD TED BA UAE e BERI EH. n. 的 一 直子 序列 p. ERY 
能 一 总 FP。 本 上 与 了 对 应 点 正好 是 p. PERPE, FEER ts 
Eiri Pg Seo MAP ARAE ERT 9， 那 中 存在 正 加 gems Gk 


WP 4o WER) (Ec 在 半 包 中 亿 FO s APP. i ogo 
ERIE PI coo rur had e ARDEA., KARPI SL 90 的 fw MIA 
PREDRR NADASA ul anf ;ce9p DURE co H. 
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QOO) VET 0, 
现在 对 + 上 的 每 个 避 我 们 取 一 个 半径 为 i so 的 开 球 ， 在 此 
开 奈 中 国教 quo REGES]. Hi Heine-Bore) 定理 , 有 限 个 这 样 的 球 ， 
比如 说 中 心 在 ytt Ons 的 那些 球 , 已 经 其 化 了 时 有 界 集 s。 HD 
ART = l, ,NN 我 们 通过 
PY fa) o 4h 
a PpP) tt pp (P) (Q2) 
AE X MEET X, ix s hetre ARTO, e xO) 在 
s PEREMEHE PRET 区 (LP) 非 负 是 和 为 1。 而 
BOXES BUE co H TETRI GOE m 0, BU, X; Y 
不 一 个 单 应 分 解 . 
fEf dg bx P BER FUE E. WARE n RR ENR 
TEA 
w = adydr + ódzdx + cdxdy, (25a) 
在 一 个 定向 简单 曲面 r* EARD, BERR abue 在 r* DT 
WIET 0, RD EN 
ffe- = C d byt cL), (25b) 
Hob EREA., m Ent 类 通过 rT* 关 本 举 标 轴 的 定向 选 
出 的 法 向 性 的 大 向 党 弦 ， 


A2 MEX 
B. ZEBR OVE CM 


TEERDE, MARRE DP BGRTÉ BUR EN 
JS BRI REOS SE RESTER PRO. (EXEC RP TNT ayas 2 
[Hrs 29 v ES, ERR Es LO TEE, 29 


fic. + b, t cu) dudyds = j [cat c bsc cA, (26) 
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其 中 EQ». 0 Wet EARNE HONET R PH e D i 
fuk. 

这 蛙 我 们 将 在 如 下 慨 定 十 米 迹 朋 这 个 定理 , BEDERS rs. 
z £3 [B] tB — IER SEES RTI. UE OH. R iu EET (RIP 8 n. D 
TE oa(x.y,2), bir yz}, eCa, Yar) Æ R PER HERRAT 
连续 有 界 的 一 阶 导 数 ， 

公式 (25) 的 一 个 重要 特征 是 在 空间 的 刚体 运动 下 的 不 变性 . 
如 果 采 用 下 标 而 不 用 不 现 的 字 萌 来 区 如 变量 的 语 ， 这 个 事实 就 更 
AEAT. 我 们 用 tona AH x,J,z, H] aapa 求 代 
$t abse, WMH foii EIEE E mi ARAON nz 


Ie A dx,d xudx; — ij 之 ad (27a) 
Hui e,2,3. Mp5, fen RBS E Y a6 2 93s (m 
RARU, 
一 个 刚体 运动 是 由 一 个 从 x 下» REDEA 
X, am 2; Cat d, (27b) 


的 线性 变换 给 出 的 ， 鞭 中 en 和 是 常数 而 ca MEERN RI 
LRL 155 页 (47)] 
0 jek 


Deens Witt qr 


AEREA HRES PIS. (IPS dE CURE d, DAI] 
ERUOmIERPLUETIRERSSERRUIR. BRE, 我 们 把 a; 和 同一 个 向 
基 在 新 坐标 系 里 由 
a; — 之 
+ 


所 确定 的 分 时 u 连 系 起 来 了 ， 这 个 变 虱 规律 也 适用 于 边界 上 污 
向 络 的 方向 祭 续 ， 它 们 正好 是 外 单位 靶 身 旦 的 分 旦 ， 新 的 方 问 余 
iE wx 53 E, E33 S Js EH 

$, = 2; aur 
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EU. 
J52. quA 
NAMEN 3E 
T r Pp 


Or, Dr. 


mo ro + à E o9 


Ra) 
È ag, a, 2 Cubic, m 2 Petit. 
HD. (273) A 
jx 5. dy, dy,dy. = Dr bud AL 
Mfg a EG RE^ p na M ea) FRENK, 


b. 定 更 的 证 明 


利 月 着 位 分 解 再 一 次 太太 简化 了 一 Eras], CUTE 
一 小弟 定 的 壕 宣 为 + ZR OR. HUPGbSERÉ LG -H 
Dh ae dt 0 的 gab, e 的 情 
JE. RREA FAA 
A R TETAY pea eo HIIRI RE (26008 ETIT E E 
BRISTER e. B. e REPARERTE a, b, c, 
RH. l 
29 TAR Tr Bas TA AG 
"TE < Leo 
a = uu] 
ADT PU > 2 bp 


Y) AATAS b i E A E AT Fis WETA 895073 E ICD 173 np). Pri tHE 
AEE EDRGE,.FU EN MARACH) WAAGA 7A = Wurdp 
EAEE. 

2) ENARRARE BGB ER atp, 20ER ES, dTERdgg th 
RW M. 
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ESRD tolf), BATH P ROESRBS EG de S3 — Bg 
导数 ， 因 为 及 是 有 界 闭 的 ,我 们 可 尽 揉 选 有 限 直 点 O. Iti o, 


0 + D; Hg Su FO, < È sg, SERRARA R1 


再 次 引进 函数 
Y,— fo? 
PPIH E APY 
ORG R IUBE L4 E 3L CA ESI Bd. Ti EREA 
RETE RE ERCETA DEBA RS A 
(a) X4P)z0, ÆR 


(b) $5 GP) = l, 
C) YAP) ~ 0, PFG > eo; 
于 是 ,函数 = CLE D RE 2 
g c *: ax; 
HEIR t REER ERLAR UARA EAE 
Xx. RBH, e duc Tah. TE EAA s HT EU 
ME ELLAS RTTE TERR, 

El. RACER OT — T E REED TAB RT 2D 0 a 
&,5b,c ERC). 3&4 XXE O0 EERBAAR Dux HT 
BD EGER REGE EFE. 

AFP RIRA A 9, RIE so inis EO S 
Xpie HIRIT Rcp. XD c ETRIS eg HRN a, b, r 等 于 
0 的 情形 BERRETO, 从 而 我 们 只 要 证 明 

[| [os 二 性 十 careyd 一 由 (28) 


KERRIER Jr amb —c—9 Bj, (ET ESBI 
eh SE X EUR XERESHI, abar 的 一 防 导 教 在 每 条 与 坐标 轴 
平行 的 直线 上 是 可 积 的 . 应 用 616 页 化 三 量 积 分 为 单 重 积 分 的 党 
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起 (29 上 和 乒 们 求生 ,全 如， 


|| reden 一 | [4r Dandy, 
其 中 
Mx, yu jen z)dx = D, 
3X EEBEUESE T (28). 

Xp 25: O GEAR Uu EDXAEMEGG. HiT EREA TiO 
AARSET p E heee T EUR fr; 通过 一 个 空间 的 
活 当 的 刚体 运动 ETHERIA OARE, fo 
MAR ge JE dp rie SERT ARR E EDS BEES 其 :方向 款 
3E 8 vC PRASA BORISSE , PDAS 333 mu MEE R ER 
Ac T BIEDESRA RIELIBOIGU m7 兴 标 x, ys 白 的 枉 何 一 些 标 
sg ST A ERO EE S AER A E, Gian, RTE LAA 
t 

r= F(x,y) 
km e. feb 54m ROKRER S Fir,) Norm FO, 
y) BrECBISCUL 213 UL). TAERE, R 局 部 地 由 eom 
Riz, y) WAJE, A r ARAALE 6. n. 0. Fb 
D90, TERSA ET OR d,e, Apu crdüs-y 
feoda RNA, 
[lezas - Mearey (29) 


f 


HdkülSum 7€. 5— 7h. We RAE ARIA E 0, 


(j| eu rd ydr- 中 € dxdydk 
i ECZF(x,F] 


m= Go Jdxedy. 


0) 3i. PEDES s= Fersy) REA Qus ys Hnc i bs rog RE 
c. PAIERA. SOT EMRUUESUREDS 0. 四 此 ebrr PRÉ raas 的 
RRGOREE x»? HIA s DuMEOEEG n RA (KD493 LLEOHUPE 22 内 
jb 614 REAL 29) JE REFS. 
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其 中 
Pir,y! 
bx, y) d | ' RER ax )dz == elr r Fe 


RF ONERA RD GER AUA Fa, y) USE 
MALRI (x.y,s) EEA. Sizot HET. 


fjorda — 中 .azayaz， 
AIL my. » x,2 "— 
acea = [| edsares, | badd = Mu deyas, 


Ru n 


x gts T REESE Sur, 


AS rae 


ARTIE RTR- EEMHRE HH. E TrRATE v. 
们 拒 + BRA TFIIA P HIRIS 6 —- RE P ART RS 
AWARE T 的 所 有 的 点 说 于 一 一 证 义 为 了 的 相对 内 部 (就 邓 " 用 
AÀ FEN? mAh). RUR, e 的 相对 边界 由 的 那样 一 羡 点 
HR EEC RHS- TAA r 的 局 二 a 的 点 也 包含 不 局 于 # 的 
PF EWRÉ e MaE I GHXDAA, URS e EYA. 

SUR Rd t WERMTE S, Hh x a 
和 它 的 相对 记 界 和 组成。 这 个 相对 这 界 将 蚌 一 个 简单 重 曲线 忆 , Tu 
区 形式 


r= a, ye RD, m ri) (30) 
SWA, Hop oter OBS r AA EIER Y LOGGED E 
BFAR o e" ce 8^ Y" c0, SUDMBE SIE T E, JF 
E £,5,0 记 定向 曲面 v7 LERERÓSGEgADEREIE. TERME 
SERRE CIESE— TED. CA € AEDU AX e EE Ca — AR 
定 ，。 因 此 局 已 成 光一 条 定 疝 由 钱 CT, COT f BITS IE EA 
JEENE. XE x. ys z 空间 中 与 + 的 增加 方向 和 对 
应 移 切 和 疝 症 着 向 由 鲍 量 (e (0. (0. 002 痊 出 的 方向 ,这 个 
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AnEpEEBEEEME (5.4.0) UAR A HER 
RE — yn, TE aY, ra Fé (31) 
的 沿 重 ， 它 的 径直 于 心 的 切线 生 与 扯 询 相 切 的 那个 方向 给 出 了 -- 
^ cfmemBUIAXEBZ. ixkEgEOI) Hs AEN, 
WFC BrHBSE BOT IRURE e HEIRAT P, n3 P ro S So iab HR 
= P325 mI. 
fH HEE erit — n 7f 8, EIC E MH T s. P Hei v Bs 
dd vhi 
xc Kurl, y genus), y Alur), (32) 
REPRESE ee BEA PONI T DUE an] ge n RP ER 
705 A (15 EHER pa T HJEK TRE (disnngwished nor- 
ma|)2. P NERIS a, o SP AA Y ELSE 
XP HUS S HE rs 平面 的 混合 o 中 ,根据 定 向 所 赋予 的 前 文 。 
RIFE Cc BE ATAS TATED 的 正定 册 夫 应 的 那个 
Xu. RED H 各 一 A frate RR C P Pp S ALL 


以 说 了 的 定向 是 上 HEBES S. 

WEEZE ary), Pirr) et 它们 在 
RA sm pp iX B dS Ure xX, IFG 
AREER x. 


[fice — BJE + (e, — era + Cb, — otlad 


— | (adz + bay + edi), (33) 


A 

c^ gr SES SEBA ER S U  E DSERSRU EA. ulis 
KAEH Aiae, BiA RRTER e.c ES ROTOR 
PER PET o EE, EARR HS — 
J GINSEBGEORGK, WEE TRKEHE ANo HDE 4, 


1) z HEARS R LEUE P A RD. 
a zie 


B,C 的 法 向 性 具 有 自 r* WEARER W, RÓLA 
作 


frc — b, + (a, — en) H (b, — o, JELA 
g* 


== (fices — b,)A d- (Cu, eB + (b, — ayje adr 


一 flo. Lom) dedo, 


dua A = ae, By 十 cr — p ma nx, H Ye t esu, 因为 组 过 
代 人 人 ?05 HH A, B, C (E XHESELODU ERU TR AAS SERE KI 
d, 77 Gf, T ran F Erta 

等 等 9, 从 代数 上 这 蚌 容 其 验证 的 ， 
iR Sire O XE S 的 相对 内 部 的 一 个 点 , 则 让 产 的 边界 了 附近 ， 
UAE Quae) 和 pour) EFO, SURE ERCUREORERL TE 
ja. + ga )dudv = 0, 


IH R O E SaR aR E, ME e,r i EBJN ABC 
Fr Eii l,e 在 该 点 的 一 个 小 部 域外 等 于 0。 K AER 
其 再次 得 出 
fa. s Mude 一 | p apr, 
其 中 必 Ekren, i es lg bfEpeFfBÓDIEEm 
m. EEF e REDNER G r RIE 
j, (Apr ug)dY m MC — pdu) 


aA 


= | y Cem b by, t eguwy + (ax, + by, es.) do 
Y 


D ASTEGEERAGA (Sh ARAB Aaa, 上 中 d m k 二 tedas 
AI, p= Llida, 


^ 7244 


-— NC 十 bdy + cdr), 
T RE ERREA. 
Ad ARRETE PED EB PORTER 
E T Ij 


ub E, BSRR nepr TEHER SF Ë 
先 我 们 人 在 Eu ri EDT Da der Bh om T eg eg ER ERRE 
X cum GE 基本 曲面 "， BINH E. NAARAS Etm hE 
gri RRE L REMA EE avertis 空间 一 个 开 
Ar EAM ERR Inu aes Qs PO ur uer a a a 
8425 它们 具有 下 列 性 质 ; 

1. 方程 

r = PUn, tta Hu EREET y m Pn, trum) 
XXTUES]S ERUXHEREASI.JtPpRARU SEXESE. 

2. ER Plas o atn) TEU UE ER RE RR. 

S. EFU RER Doc ue) RE £m 1, um. EAT 
An, ou) BEA E, Rope Uhe foto 19) GRE, 
JT m xA 是 无 闫 的 , 即 

W =y TCAA,- A") 2-0, (34) 
其 中 了 是 由 093 ECE SES SLUT S. 

SIE 706 D SDAEV.UEBE T SZSARATIEA EEG] 33 25 EHRE RE 
MIRRE 4.35.9. RAR 5, MERR R E M Catta) 利 
(v.i bpm) 之 他 看 在 一 个 1-1 PERME RET OE ABEST 
比 示 等 十 A 


dm Hd 
"PEE An (35) 


如 果 First- sta) ARM TE AER ME AE EN 
B nis GUrdpSQS—THIRAUCESEAMET 0), 


+725. 


我 们 用 
fff ras 一 上 Pa am (36) 


XX FYTES LEAD AD Xue D BURODT4ESERUT s 所 
FHARR RHE CUTS. 

TES A Po 45, RE RUE A, ETREX Po, 
市 用 PP 米 表示 它们 的 终点 ,所 内 A 一 PI, mtie Pa 

… ,Ps EFA mE ns 在 ,处 的 急 平 上 E. fuse 
a REL EE 197 mb. P, S8 2g [6 SJSE RE io RIA 

pf) — £( ) C À!,---, Am), (378) 
其 中 ELpo) 或 取 +i RE l RiNS ERIT RATS 
E)sEpi p" CDL x 3 Se og TIO OO P; 刚 ， 对 于 带 有 六 
rhBEBusE,-.- ,BY 的 
Q(p*) = aCB'.- , B), 
RTEOGRÀXPDPHBPE S LESIEÉ A AE P, 
[B(55,:--,Br(pP); B). B(02)] > 0, 

Boop dE A HEAP ERDE, MUAH (374) xz USD F 
e(P) 3E S Ef, PESHE, M*A EAMA P EREE, 
27; s 只 能 取信 TI 或 一 1: HIE SE 659 页 那样 ， 对 本 一 
壕 通 的 基本 里 面具 存在 两 个 可 能 的 定向 。 在 性 全 情形 下 。 Hen 
Xi S* EBREN ss at "Bess v Bg SR 


13 E Buca. VEIT EGLI AGED SABE HRE 72-8 空间 

dip Aip RAT gete pS [EUECAE HOS ER 148 2 2 LUE mdi (cR 03 
VIA,- RAA] e ht, 

RESTET AEN., BU 38 应 等于 «2:6. YaxpRDEHEROOROE 
ELE W. 

2» EUNEHDZ ET a EEEE E g E He es Pet efe E HEER RA, 
Aaria tA EAE A p- TABI CE DEEE EE £ xum 
V FER OEHEpEBDBLIR—] ER BOETCUE C ZRBU IAS EI TAC t f. 

33 tja mit XI 095 NIST TAAA. J 


+ jh: 


Gy) 一 s( P), -- 3 Hs) (37b) 
ig pa sp rab $60 Dilme p) XH, FEM munt ans D 
pO ttt. Bussi do KR B. Bc e EIEL E TEG SESS, 


h. HELEENE EALAR 

8 TXGHEÓ Ha. RIMER EEX — te KAER 
e Pi me E AAT St EAR. TEA Ge Ei degota 
dey Cup m A E E T FREE RR E n 

(oum didzidiks cda. Bad re, d edea draco, 

AHMESE GRÉ gao, xad, Pony cce Xu. coo dE EDUBS 
3* DH OGORGU IE ST qLIHSIEE YES S Pus —ád E U* 
EEKE fro, £eitkhXRbEE. THREES 


hejes Jers amaz ttt 


Mn | e NETT. 
lgs dr, utt ua) 


r 2- 
十 p 450 Xml EIN 


FL "en 
RERS CAAF HEBEL ECRBGÉCDIOS" 所 用 
的 特殊 的 参数 表示 ， 
c. Mji me FE gb E 


BERAT SER eo Bote ETERA HN PR RTT 
DL RU Ele MERKEA o e seen T cn BEN iu 


D) BD a zE S5 PECTUS EET SHE P T. 
Y) EB SEMERUAGH er tub FERRME US ZI 
OED — sd uy a) 
(a rlmnünd Ub, m 


J[ [72 2. 一 [= [Pudu um 
x m 
R Xo Kol PU FUE EE O EHER RR UP AEN. 
e 7227 24 


ing c 的 每 一 点 BP 有 一 第 域 , EIE) mE. fr 
I FERE 378 di EST LH MaA E BER EE RE. XL AU ER 
23 x E RH dh EHI O TRE SIT 9B. XUI 
3a T1 E Ha n CS 2E hi, 

É m Ese. [P 5 HR EL GEA RITET Li mmm AP), 
e ATP] fef 

Qie*) = OLAF), - AYCP)], 
[b gp ESTEE 
LAP} --, A"(P) AQ), - -À(0)] 2 0, 

XUPmiRSSAMEEDCHIIAEA S. 我 们 可 以 定义 的 相对 这 
界 9, 即 ,5 相对 于 扑面 7 HLA, S 的 相对 这 界 是 省 3 的 这 样 一 些 
点 组 成 的 ,对 这 些 点 重 个 名 域 都 请 夺 3 的 成 和 不 及 栈 5 的 的 右 ， 
S BAR AE? HisAXHDEIBAAA. ES AEEA A 
有 公共 点 ， 则 3 叫 相 对 天 的 ， 恕 果 3 EREHE IO A S y 
Bug rae. 

HIEKE SHE mig) T TERIER, SHRA 
边界 本 身 是 一 个 (mw 一 1) PEERK, RIE- PRE S t 
一 个 朵 对 开 梨 的 由 几 肝 名， TE OS Ege P omi Ln b ze 
BS A r" ESR E mo: M, RÓIUIDLAWHE SED) 3E 
CARIE AR tott ata TES E E TAT RA a E A 
3l zr fei Xp P XuMDetibmme urn 

ap dr die mode, M) 
而 在 es LAANA 
Km gient Re), 
Euh 天 A: A RER AA. LÆ F HO S AARAA 
等 式 


1 SANET E, q- rs. St M 2m ES m1yun s sEJ UNEGE 
4E. ATRAER S DUCENTE E ETBETRS. 

27 3 HRPA t LAA DE Ee HIE EU ACER 这些 点 是 上 上 [认识 所 构 可 
ffs SLIDE. 


= 128 » 


gE 二 r 
或 
glr" e 2T) = X3 | 

RERE, 

dnd HEE- TERA 名, 对 于 粗 对 边界 OS 我 们 可 以 
指定 一 个 唯一 的 定 癌 。 设 在 85 的 一 点 ?了 处 给 了 mw 一 1 个 与 高 让 
切 的 独立 的 向 量 A o A, 以 及 一 个 向量 A, 它 与 7 相 团 二 
不 在 让 点 与 8 BE HfsENTStBgAgu. ARA 


QL) em OL A A (38) 
AR s AREA 十 1 GE 一 1。 TEME 
Q(OS*) = sQU A, , A"), (38) 


Jn 65* grsténogcc d s" 正定 向 的 - 

562], mc—MpgAv3WETMIIBEEX[BL R SEI 05 yh 
BHR S 的 边界 是 一 个 《1m 一 10) AeA Âs, EE r AR 
一 个 分 城中 茧 面 OS 有 非 参 数 点 示 

$m E(t Ys, 
PAUEL- AE = 土 !， 合 得 对 于 了 近 区 的 后 Cn, e 
f.) 
[ — gCxj,* 77 414) 18: 0, - (40a) 
我 们 选 与 05 HRE 
A — (gl, d, ,09,- 上 一 人 《00 
作为 Ar, An, (mifi EE Fl S BUE 
A! = (85,0,--.,0) 
作为 ASQ BAE x xs SR 
dal 点: A" ,A T) — 5, 
PAIS 195 m83. a. bY} 
DCÀ, AP AT) m OC tm) 
AFERA 5. 34x c— tl REPERE. TE 


10 xA TTRDUBFHN ART iiddas 


27295 


I BUSY) = BRL, tn), — (40b) 
而 对 关于 3+ 定向 为 下 的 边 异 OS, 关系 式 [39] 成 立 .因此 , mE 
ons RUE Bl LOS E P REED A CL MH OS" 决定 的 司 。 
xs 的 定向 是 


Oe) | (40c) 


[2,727 页 (37b)]， 因 此 ， 对 活 于 muri, xs 坐标 《好 一 D) gt 
向 为 正 的 集合 S, PAATE E 5 Hr I GRAUE F 163; 


具有 xz- o, es ERROR IURE LIE S REP HO ALS" ED" IS RR 
ARR (与 714 页 比较 ) 


AS 高 维 空间 中 简单 曲面 上 的 积分 ,高 斯 若 度 定理 
和 一 般 的 斯 托 友 斯 公 焉 

正如 715 页 所 做 的 嘟 样 我 们 依 符 单位 分 解 来 定 尽 在 简单 曲面 
LARS. WAWR r* RA m AERE RE ER em 
MESRA, REB o IS AECEDEHUE EE +* del Hn THO 
外 等 于 零 , 划 积分 

e 

HEN. 


现在 设 了 EMiks ajh A m E S a i $* En aA 
害 向 有 界 闭 子 党 。 我 们 假定 S het tR a, n P 
3 定向 为 下 的 29 的 查 对 这 办 是 一 个 { 霹 一 1】 维 定向 简单 曲面 
O$*. e A m l RER, GRUB Br EREN. 
Aim pe oem 


Geom Lon (4) 
IRAIA m = M LER ,这 是 总 维 情形 的 高 斯 区 
应 定 迎 、 这 时 ,我 们 招 z 到 作 全 空间 ,把 * 限 为 一 个 定向 集合 , 它 


是 由 关于 S* 定向 为 正 的 一 个 (wm 一 1) ehm Os* 界 住 的 


O FG Ue dixi PI. 


s 23)» 


—^43r S839. m— 1 次 形式 可 以 写作 


mdr dx, $ exisdi s dxodx, de s ob au dx dx, 


其 中 di i Ti 3^ 7 7 aX B pEDET. 则 
du = dga ro- dt tT odadrdr, cdxgqdr, t oee 
+ dad -de 


Ba 


` LI 


wr — deda drm 4-00 dedir- dads + =+- 
Ür, Bz, 


T oe dxadn = Zr - Kdx,--- dX, 
其 中 

Oa -, ĝa ð 

Kæ p gagy OR ge O0 

Ox, (=1) e üa 


-, üg a: n 
Je [—1)77 7 Rees 4 I— pom 
CD Ox, c9 Ox. 


Tm 


(42a) 


(425) 


对 干 这 种 情形 ， 公 式 (41) 的 证 阴 完 全 可 以 象 在 719 至 722 JR 
MEREK m = 3 所 讨论 的 那样 去 做 ， 重 新 叙述 此 里 做 过 的 屠 
此 单个 的 步 要 足 鞋 光 哀 义 的 。 瞧 一 要 验证 的 一 卡 是 最 终 的 公式 中 
的 符号， 最 终 化 为 对 如 下 情形 的 证 有明 ， 即 arts o 恒 等 于 夫 
而 a EMi o* 上 一 点 2 的 一 个 各 域外 等 于 零 的 情形 。 这 里 的 


E irc HE ii Hi 77 FR 
T,= g(x;,ttt eS) 
给 出 的 ,而 3* 是 由 不 等 式 
[x ^ glxi : : ,£4,)15 «0 
EA HE 5 一 tl, BA em tl 在 2 点 由 
有 一 
FEM [ 死 (4Db)]。 册 恨 据 1 428) 


| Ëg, 
ojom |). | l dgicrritu 
» | Ox, ' 


— eje] (RE ARET E 7 
E ki iat i 


另 一 方面 1 由 《40b) A CA0c) 1, 我 们 还 有 


" ru lo mm g | Ay m m "rd, 
这 就 完成 了 散 度 定理 的 证 明 . 

TER m< 于， 一 般 的 斯 光 克 斯 公式 是 一 个 直接 的 扒 
iz. MHRA, RE N (S EREHTRE n Bux P BU— 1-85 TU VI 
SpIGEEUNOIXXGREXAT M AEIUEABT. Eh or 
HTAA. 2$ PG or DPYEESNRIAGA £a. . 42. Xxx 
(41)48 p M *E A TAENSA, TEERAA E 
Hi AHE ARE R E. IXPEBEUEBR T — EEUIIUmUTE 
à, 

RADE EA TERKETA BE, METIH EE m T 
EAZA MER R e REOT EARR 19; oo Z9 RIP 
DARMA, ARISE e Ae r ERA] e EE BI 
— EP EABMHSERABZURI. AEREA ANELAR ASR 
MAWE- BH e PARRY LARIA. A, HIW 
APEGAR ERARI DCE, RIAR TIH ER a ph 
的 简单 曲面 ， 


UT Qd "EB n RU. -Lp 


dais COMI 


i T a 


4g dl 


1. 在 第 # 次 分 划 中 ， 和 任何 一 个 包 省 5 HAREN E DET 
BUE. AI(S) SATR M seo 取 极 限 , 我 们 得 到 结果 . 

2. 在 第 = 次 分 划 中 ， 任 何 一 个 包含 TT 一 3 的 所 的 正方 形 不 可 
能 是 整个 由 8 中 的 点 组 成 ,而 两 类 于 方形 都 包含 中 的 点 ;i 所 以 ， 

ACT) m AMT — 8) + AZ), 
类 似 地 
AMT) & A;S(T — 8) + A2). 
综合 这 些 结果 ,由 于 AT — 8) S AT o 5). 我 们 发 现 
AIT) — A(S) S AT — EAT — 5) 
< ALET) — AC), 

从 此 :通过 ”一 5 取 极 限 即 得 结果 ， 

3.99 TIER Ca), 注意 和 任何 一 个 参加 4209) 或 者 (了 ) 的 第 
s 次 分 如 的 下 方形, 可 以 内 套 本 其 中 一 个 或 两 个 都 大 加 ;加 果 正 方 
形 只 上 黎 加 一 个 , 它 就 参加 到 AGUT) 如 果 它 两 个 都 参加 ,就 参 
加 到 Ai(SUT)， 三 不 尾 要 参加 到 dx(5 作 T)， 困 为 下 方形 可 以 
BESS 中 的 点 又 包 合 了 中 的 虑 而 不 包含 这 两 者 的 公共 点 ， 国 此 ， 

ASUT) +t AZCSO T) x MEC) T GUT), 

Mb, (a) 成 立 . 

对 于 Cb) 我 们 注意 任何 一 个 这 样 的 正方 形 ， 它 参加 到 一 个 和 
式 而 不 鸡 扣 号 外 一 个 ,比如 说, 参加 dl(5) 而 不 参加 AT, 
参加 4 GUT) fr ALCSO) T), ifm ERI 1 RAS IE 265) 
又 参加 AT) BUIEZDÉdBEESJRE ANT) XEM Asu 


» 7335 


T). TK 
A (5) He ARTI & AAASNT) + a CSUT), 
ME, Kb] EY. 

注意 ,由 5 U T REGLES E RE ZEB S pog 
组 成 或 全 部 尚 荆 中 的 点 钥 威 ,因此 ,不 等 号 不 脂 去 挤 ， 

1, 在 第 = 次 分 划 中 。 考 卓 尾 一 个 完全 启 5 U 了 的 点 组 成 的 二 
方形 。 如 果 官 包 售 5 的 任 条 一 个 点 ， 则 亡 方 形 参 加 A05), 但 不 
ESM -而 [T)， 末 为 它 丰 能 全部 由 节 书 的 点 组 成 。 如 果 正 涯 形 
不 包含 sn, MAATA T hide, EDS dm 
ASQ. GEgPRMCIEEKE—TEÉm 4105) (GUTGETÉ ÉSTE 
SUT 中 的 正方 形 必 须 包 含 SUT 的 一 个 过 界 点 。 Gui 
4i(OLSUT T), FARER, EAS 

ALSO T sg dii) + HT) EAU TY 
+ AICDESU T 1), 
因为 Ema4zC$U T) = ASUT) 和 lim ArCOESUT T) — 0, Af 
EB EXER. u 

5. (a) Mb Jodan "IE YEDSUP ERR TER LEO TREE EET 
NHAU. AX A(S) 一 0、im44(35) 一 0。 dá 
f 是 RS 中 的 任何 一 个 点 ,注意 在 第 次 分 划 由 ,在 包 滞 的 正方 
形 中 任 条 一 全 点 到? Sg did 27/2 .再 在, 在 第 = 次 分 划 
店 相 对 于 新 的 堂 标 系 。 设 玉 s 是 任何 一 个 自省 REST, E Re 
在 中 心 ，5 个 分 浊 正方 形 在 一 边 形 成 的 一 个 大 的 三 方形 Rae M 
RREH- RR] REODDEOOREDA EUR 2.20, FEREG 
每 个 这 样 的 正方 形 Re EIEEE TARRAA AHE 
Ap RIBBE, 对 于 每 一 个 参加 芭 4008) Mur Ede 
xl25-M£3X BICOS) WEZ. DX» 0«- BIOS) 42(05), 
由 此 推 可 

im Be (03) 一 


h 观察 列 在 两 个 坐标 杂 中 的 第 = 次 分 划 ， 和 任何 一 个 伏 加 芭 


34:5 


Ar: HESSE BO RENE WERDE. ht 
ACS) S EI(5], FEBA w— 00 RER, A) & BUS), i 
过 平行 的 论证 得 到 BCS) «m A(3). ERU, ACS 一 BES), 

ERRARE TRETE -TER, BW S UMV 是 
由 各 志 网 格 的 不 柜 重 谈 的 爹 答 的 正方 形 组 成 并 且 ULCV, Mær 
中 区 正 古 形 煞 小 于 或 等 于 下 店 的 下 广东 数 。 用 数学 归纳 法 证 要 如 
TF. isie RINT AREIS TRHA ERRAK a 
BEREH ERO, Hir» DEREDE U EVAE 的 正方 形 的 
HEr k, dms 是 x DIEEGGUE.. quib 的 正方 形 的 全 
PLU] pena, FSER =e HR. STEA, RT 
EESE TEA 

车 二 一 1， 我 们 下 能 有 qp. H0). Wia 一 0 NEFA 
Eig U, 此 让, 如果 # 一 2 一 1, 我 们 注意 * 的 正方 形 的 相对 的 
TA- I HEDERA ATA HAE ER EA, E 
HII CR a av 2 只 能 在 相对 的 人 禁 点 上 达到 。 因 贞 酒 王 方 
X GE SETSE ar, 

MÆRE., BEY? IEGETSREIEIHASRTEOM ? c DIE 
Ho 设 x 是 户 十 1 个 正方 形 的 案 合 而 且 没 st €EüqGIEÉEME 
—rES. B&Bio-pc-. AARRE ER Y 
UOU*. qp. A Eg cpt) BART 一 ?因而 由 数 
FAEG, cm vt. URL AEI TESA TET t 1 39 
EAE, ix&5vosxIE. HIPH 2p tl TERA 
RI, 4 =pl, MERTER v o4 RIREHRS U= 
V) FERLA- ABA BERR, APEA i BPREBÉR 
BERRAR. CPUERUHISRXDEUBISA Eb. AR TÉ E 
正明 能 RENER- DRET s。 EATARRA M s 和 v 通 
FMA rox Aot uium WU Es 一 v, 

XTüpHUéG—HB,uPliRnqggttk&m—TJIEXRESO 
*pECAYE BER 3x E, P —SsE ETE U AR E LES tr A 
^P Fg LUTOZEE S EU PISA i de EO RE ol ofi BL o — 
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SERE cun AEREA, Ape RGB EBNA, 
PRR pOWPBOR d m no r8 OEE? BI, 29. 
MoE- REET UNE AWS, QUAS EOHRBSER E 
BE pR., 相交 于 串 点 的 两 条 直线 不 可 能 成 为 一 直线， 因为 同 
样 的 论证 证 明了 组 越 这 两 条 和 这 移 线 妇 冰点 之 一 到 中 的 上 距 高 一 定 比 
到 二 的 医 高 远 些 ， 芍 请 和 它 的 所 车 邻 过 可 区 只 属于 e 的 一 个 正方 
EA FAREL, WEXDAUGGSISEU I TIERE), 
完全 一 样 的 论证 用 到 vs ERNER MART v, 

6. mE r SEIRE, We 
成 是 5 的 点 而 且 受 孜 蔓 下 是 的 极 
限 点 使 得 每 一 个 的 去 潭 点 的 令 
usce sm TE S Rs 
d msuanusCEPIRHRTE. dx) 
Wk. SrbIquü— 
TEABEST X, RE 
趾 为 这 沾 集合 是 六 的 。 它 一 定 血 令 
AUT HIER. 5 

7. RANREO NES. RR GARDES, IASA, t 
VER DLE kR T 2223-03. 1-25. ALARE 就 着 
4 等 于 大 


$e SUT UT --uT,, 
DG 3- 世 舍 在 正方 形 


(npo simi. ox «nl. 
B, | 


stampe ial 
ANS (E x. 
六 注意 到 T, BA 24—1 4-5, Eni 1 EURE n 次 分 
划 中 的 不 多 PATRESE. Hik, 
AT) « SER, 


j^ 


T2555 


Bez TEE 


AiQS)eo 405.) Sq I) 


al 


«(+i 


d $e 
图 此 ， BM TJOLIS 
ik] 4.5 
L (a) Ela — 27)78, 
(b) 一 4。 
(r) leg2, 
(dy oF (e — 1/5, 
(e) «/15, 
(f) 4/2, 
2. x2, 
3, Dp, 
4, 2x, 
5. MR: 
aA rác T x 1 
OU yg aip- 


CLE ETT ri] r E "iE! a 1 
(b) | Ga dra r ctan "n 
6. Rim t= gË, yb, srs iRga Hip SEBRAUD E 
性 神色 


xA fx 
Sibi [ | | pcos sin. dsin?D cos Hope pdt = 
a 3 


* 


ast 
ý 

7. EDERRA AA k 1/16 g& ED), 

(,0),04D) 2STELAESZ REA ESL HERE] + 1BJF 


PELETER 
B, x(ir'— drh t 47), 


ww 


3.10 

10, 0, 4E HER S! so zE; e/t 

11. 1/50400, 

12. Hopes AE 8,7,# 各 人。 [o — C372)1Iog 11, 


13. 用 球 坐标 , 取 原点 在 (9,0, 卫 V Rame Lp 704g]. 


R^ «pem, 


M? Pa [3 x 
| | | + ^ NT 
15g Jà Jo i] nan 


== r fa + $153], 
i 2 


14. MEER leg (1 十 f 2), 

LE COE S.A 153 E 13 MCA 在 六 内 部 
BEe— adi KR, URLDEHEUCP Ha y) 一 fx， b) 之 # 在 此 
4bidirumEir. digo f $038 


| edray 一 no. 
uii 


A ia—f(2a,5!«s, 因为 这 个 积分 是 0, 所 内 4-0, [H 
Ks. Eohi 8 HTEREM o mima, a, b) — 0, 
16. H d(x,.»)/2(u, v) — wji1 t n Rl 


| ao NE gott 
EK 


= do p” dodu 


L] 
- H 
— P7 | ge M arttan T da, 
n 


再 通过 分 部 积分 得 到 结果 。 

17.5 Pmp du, M fma ae E £,-— —2f£9. m 
—2£$, p = E'— w', pneu dn. y)/2(5. 32] — 1/6* ifi B. 
XH owokap—gwg(é di) 

18. HFA- REFERRER, TRTE, 由 于 
ren (xr cd-wy 4r, JhIRGBERS spraw, HE um (xr + 


a 73H » 


Yy + sO/r XAREBUIIXOUIETR 下 十 十 玉芝 1 上 的 积分 
i =- €—— 
征 柱 坐标 se 一 pcosÜ, we pint F, BAN 
7 一 | | (A pcosrudotðdu — ixl E 一 esn, 


"I 


[4 Fiy Gat 
19, 一 ] (4 一 51 didy = 10i0g2 — 12, 


i 
AT 
EI 4T 
L (a) Ke im | | toa ridrag, 
Wr pr wp opt 
2. (a)m, (bjr, 
3.2 RROEGERHREUHRSUERMBIESERBRE,. — 因为 工 不 是 0, 


I=, HERE, ROSE ocal, ik 
NU) 
d NI (x vy emi) 20) t aC +H baty 
先 对 Bx y 的 织 汉 等 价 于 联 


I = Em lim / = l4 
2 


b-—bDb oz 


Juez + yjdyda, 


wax aH ü 


w y ER a 的 积分 等 从 于 也 
üm lim = ~ L 
^ 


4D bj 


AI 4s 
LAAS E HRS wak, 
2. -> zb , 


3.4 r—3i, pq. 设 


者 $39 1 


则 体积 是 mode [2 一 5d + d), 
& C) UO fo XE d POSSE LV EG F — ar din, 
的 a! CI osin tagg = 11 — coni (jd 
(x) BHA ajh mw — V 23, 


5. 设 ekse DIE d.B.C Bui HE s 
IUS RSS Ex, 


(a) $ aep, 
(b) spia + à). 
6, i (n — mln 十 Amn + dn? — 6$ — 6m - 3). 


4 在 x. Xi DERIRSUERIRODEERDSGE sr aram s^ g 


ai Ph? m —————2À | Ft«z& 
sea ( (s Eu anas —t an 
入 :L-] 1 


& Joe — p. 
-— 20 — Bal, 


其 中 


1 = (va — pect do, 


d O - arc tan (A ETF cin co) 得 到 
n | { — B. )cos'o do 


v aisinao 十 cms 
其 中 ouuieó/s a, DRR 

I — gare un( tan ) 一 bit v 
Br 


MER 


Se fr EB 一 arctan 一 一 -一 | 
+ 4 ai 25 
— Sabarttan 一 一 一 一 -一 ， 
"4 a a 25 


L Im [VEG — Fê drda 一 P d9 | VE dr 
= [4/2 + logt1 + "EDIN Zr 


ü, 
(5483 —,.32,4), 它 是 投影 面积 
D É, * 3x6, 0 sor I (0) 
的 [w 2 + eg( + vy 22158, 


io] 49 


1. G) Hirst. Eeim [. MAAA E KAR 
3/4, 
(b) FEE SERUAMIER E. IX D e SE ERAS 2/3, 
Z x23, -5-0U, 
3. Et ERY, 是 洪 心 : 
=g Ü peg [7 Deasayas, 
其 中 下 是 在 二 这 三 重 和 分 中 用 1 RERBA x fta viram t 
WEE. RORE] B — 4750/24V. 其中 V — e5cib, XU gt 
HAREE, E= 2/4, m — 04, E c) 
4. («) HEN gn, a 308 — a/8(P — a), «— 9 — 0, 
(b) XECG) FRAU En, DUE PAAA e 一 
e EREE, 
5. miè --c7)/3, 
6. jn 8 REE, 
(2) x - aki R? — R"), 


(b) 2xgh(R — RN 4 (R + R'} + s 


* 2415 


7. 应 用 车 坐标 ,质量 ,二 xa^[ ia 十 3a], WE, to'l p 十 


5m]/45, 
VERE + mazo y= Bn, am cp; 用 在 正六 中 给 出 的 由 性 
En ES ERE ge 
(a) 5 zübc(a! + £^), 


e) 5 zabe — Ha’ + (1 — 82! (~ ve), 


.例如 ,在 4 — | (二 sd B= | ue àv 和 


E 


Ca | Coe yv 的 情况 下 ， 
PEN | (十 | 224V > C. 
KE E 


1. i8 E 2,5) 8888 II AR E SLOTS OR 1/1. 
点 Cray) 到 直线 的 虐 离 平方 是 

+ éx CE Toy + e), 
因此 ， 


1 


用 Ptt D GEUJPERUSONiDS. 我 们 得 到 一 个 a O 的 正定 
LAG. AtA ERA 
1l. «'(x- Eyr T PO e ny eie IY 
z» |a d 6 4-6 -5(P «bs RH 
xiir —£) cQ — 9) ch C — OY, 


12. (1,0,0). 
3 


TP Salle 十 b" te’) 
l6(a +b +e)’ 


14. 了 一 【5 mr) (snm 其 中 天 和 7 是 过 两 
邦 分 各 自 的 质心 的 轴 到 过 质点 组 质心 的 坦 之 亲 的 际 珊 、 用 mi 一 
mr 

15. (z, y, s) BEG axt oy t ws —1L 的 所 元 由 下 
式 


eB. t EL rR Ae i PED Hoe T 
uw 十 Ba! Ce V 
x oce og Ru 

i, Hao. B, C EREN TER TERTE ID V EUR 
N, BD Bo 4ajÀ'v/15, € 25 dabe!/15 FRI V e 4a5c/3, H 
ftx aRXXCGEXEGURUeA, DTGEEGKEN Th, HAFF] 
HHM 44 — à) ix, (B — Aje — ay, (C — buo m as E 
driXeR—UDLIESCT. BAMEAN RARER RRA 
ly, qi xE—r5EE IBS BAT ER LEE 


r* " y + z =l. 
BA ka ge V 
[ ————— 
16. este il (b YF — 25. 
V à! — «' iu 
Hn emu. 


i7. DES ÜGOY de xnl Pel, AE, BUS 
ERER MRS, FNE“ +S, 

18, X Rari ep] —] 35, O REGA di Y EE 
wERIEqGMERGEg.KUEYmusE 

m - [figs 
"TEMPE 在 8 中 的 县 大 和信, 则 BF <a 3R Y] > e,i, 
UAM RREH EA 
a F43 直 


LE E d 


[v — ivi i pr (y x- P i 


« fj wiar 7 ji 
< flle rci orn" 
t 因 汶 根 据 三 骨 森 等 起 [Y] 一 YY Xj =l) 
«Ji pri" 
«ien 


(这 上 里 我 们 假定 |Y] 2 20) 
2aM 
24 


19. 因为 A= BR, Á — 5 BR! = F, 我 们 有 -4 一 


10，8 一 ID, 在 内 点 处 的 引力 等 于 将 半径 为 上 的 球 内 的 点 的 
AREH TETON ERS]. 

20, pr Hi Fest sje ees. 

21.32 SLE EE ET DLER E zz ROÉ TE YE ESESE RID A IEAI 
BET 

eC y, 03 HR n yim yi) | oy m. 

其 中 dix xy) ERBAY (x,,0), Cath (5,0) 的 四 过 

din», PY = (x — aiy t yiy: d- ny: yi. 


AF 
22. [= | (3 — à)dy [ dr = 12 -—1l6log2, 
. i 


Ur rnt 1 
23.1 7(9) JE tsi fc s RR d Dn, 在 中 心 世 于 兰 点 并 
具有 单位 电荷 密度 的 药 球 完 内 的 一 点 (0,0,2) 处 的 电位 是 


ERE 


Ua) 一 ~ f f( pa! sin Bdêdp, 

Hop fpe BORED UE = ERR FEE, Ne H 

ge gu i! — Iar cosh 
esr. ERREIAN, GRE s 一 pilos, RE rR 
$c T8 EX . JUI 

Ue) m deest oll, — Zea (a + e) — gla — 91. 
因为 对 于 Le m6 129 0, RIT] 
U'iz) — 2wa[g (a H 9» t g'(a-— 22] — D, 
iR. 
ta + a)i t 0)—í(s—ria-—z). 
这 是 一 个 对 一 网 正 铬 和 县 有 13 e Xpr GTP. 
PHARE E.g. Eoo 0-06, n— 00, RIRE 
EILE) = nfin N 

HHEH ia Ea AE, o 一 并。 其 中 也 是 常数 ,因此 ,我 
们 得 到 

KAE 【C 一 常数 )， 


XR EXE 2 I SERE RI c. 
SI 4n 
1. fre x, m má, cR, 0 fin: TA gl 'd,, 


el...  fxrtü-—u qi. 

4l | | "m 
TARARE rers SEPH 一 1 座 单 位 球 的 内 部 , e|ERE 
H3 32 P1393] 

J icit) 
i fa »" 1 p dq 


€ 145 « 


其 中 s(r) SERRE n'en 空间 中 ， 中 心 汐 0, 半径 为 上 的 球 。 测 
于 积分 只 与 "有关 ， 
Hy) ICT T) c uua, 
a V1 — gi . 
e y—M1—r, 我 们 痛 
i maa |^ IQ) — yy, 


I al 


3, B8: usn, 


HS) 412 
L4 L= [ereed 网 Pa] m — 1720) XE BUR 

EPERRA « 敏 商 ,另外 通过 分 部 积分 ， 

wax, H 1) 

M» XO, Ilic cin 


PILLS: 
2. 通过 分 部 积分 ,对 于 y 0, 发散 ;对 于 3 之 9 F. 
3. 用 关系 式 
= (f cos4b + f, Sin) m J dn'p — 2f,, in peog 


+ fotp e | 7 (fsné— heng), 
E dp 
+. 对 one. 分 部 积分 内 深 (在 pec3/2 TUB. mE UD 
i). 
5. PEERAGE E= ex + Py, sc r H By, ARE aspa 
yQU B E ty = gx + liwy + cy. 
PA (a8 — pry sc — h MHRA EA 
1 pre pe "" 
Jed. | cease 


r 14651 


ge — b m, a c. 
6. 作 与 第 5 i EERU (CER, H RRENA. Ca) 利用 
第 1 题 的 结果 。{b) s up 6. 
mlo tcd t tR) " x 
ia) Cac py 1 ( J [ae ary" 


7.4 x RFA SPEUE (I 


"L 
R--—| sn 好 -- 
* J-l 


rot 


«i 


一 X. f Mf 1 一 r! cosxidi, 
sS JJ 一 


REEGRIRB T TU s oM 
下 一 一 » P JI car xidr, 
HEH ARHANT AEREA TAR 36S. 
8. 将 答案 与 第 7 PH 
9. (a) 通过 形成 K'(a), IX HB" ," RGTOM a DR. FaR 
APRH xe * AAAF ORT 
Ka)  —Klaly/2a t Klaida, 


HI 
Kla) — Coe ， 
ic RC 由 
C 一 limy a K(a) 一 im | e7 fd 2 vx 


Vr 
EISE, Kía) — 7 


分 


224 


(O 在 UG) 的 表示 下 中 人 变量 替换 + 一 ,证明 了 一 


—24, 于 是 1 一 Ce 这 里 C limi = | edr, 


ie 
(0) PO ALERTE RCRGIOT TRIER TEE ,用 公式 asin es + 


cosy; — sin(a + bi)x + sin(a — Dx; ZUR, 0512 4 
的 


的 吉水 式 ， 

aj g b, gj2, H a « 5. arcsin aj b, 

10, 4- sin's = (1 一 ces2gx)/2, 5%, 5157052888 
是 和 第 是 (br HEE, 

LL 存在 其 一 个 sl 们 得 对 和 后 一 个 4. FE Hood E 
得 

I jayyjay | = 

*t x ARIER. 


dz] 4.13 


L (3) iC (27^ — 028 5, 
(b) 1/2 (a + ic). 
(c) 3E 4.12 E 8 i, Loona 是 函数 


- (1— r)*7,|x| «1 


f(x) = 4V/ 2n(2n1) 
ü, bar | = | 
Erg vr PEDE AE, BEdcr BU EE C m 0 是 AG) 
PIRIHA, 


LIES 


#3 4l 


L IE iC 97b) 
rf luu ino — Ds 5) o3- 2 RAUEN 
2 (na 一 2) 5-. 
TEP ETER, 
2, TE ERG (97a) 
T 1 NL. 
(e+) 和 2 
5 n r 1) 
= Es, 
ATAT To pm E IR 
(2 


F f t= 3- 5.-.(25 — 1 


4, AERA je £0, BA) 
|l -— 上 L PEL] ds 


X 


x V 25 — zf(lfxdlj2) 
5. 在 村 .分 
I=] -二 ax 
“i 


H, =r, BJ 


"FES r 


ua 1 LATY a 20 4370.4. a 1 B ati H 
I | i (1 13 di 2 ( 2 ? 2 


= por( 5H . LLL, 


iHERB—'TSGBTI sm. 
(4) 对 于 as r+ l, áH 
Im pes Go Ts 1). 2"(mpyy 
T(?n + 2] sr 
(b) 对 于 w-—25, TE BASE à mbia R ANA 
好 十 3) 


» oro jt 
ui Fí2s 4-1) 


Iž 
se [EAE Fian, 
mi4" 
EEE HEHE. 
6, SR r” m thife, g" m b*halc, z= AC 得 到 体积 分 


waT nE - B 
ELAN njtem gt aydi, 


EM 


r=- 


然后 对 入 9 积分 立即 积 到 
sh Rn ft 1 
AO PG Lr) 


2 1 
一 
1 | i 1 
pl ata] 


"mt 
= apk Y B(E nl, 1 十 由 
"E y [rri nm + 
7,4 xm a, y cba, it CS. jg RE 


x 


f ma PTAC (fi HE eo de Eye hmmm perm de dw qt 
B 
RARER PTUS en EET rt Sene dE S n0 onc 


a yje 


gme l REWE pDeir—£—wy 的 新 变量 + ML, 得 到 


T | NE Kg mmy my , -— E-— 82) TE dydi 


}] = 


fa t 
- 2 [ | Ka)g 7t — 站 Ha 


这 里 我 们 已 经 令 =U 一 jw， 于 是 
pe STE B (E, 7) E omg — praana, 


HEERA PS ys, RIDRSI 
athe ^ 
r= aedo LE(S, 
x | Korm, 
THOAIPBBDEBEERH EXE A858 m TL d m van 
中 


rtr. -1) 


J= jj ft og H Cy IP didadi 
S Teriery [' eH5:—| 
D(c4- 2 d or) V or er 
这 入 三 重 积 分 职 奔 疲 平 面 +n 0-1 SHEMEHnESMB.E,.UEE 
积分 能 导致 这 个 形式 ,正和 如下 面 杯 筷 折 看 到 的 那 格 ， 
8. x — 4E", y= bn", z = rci" al 


griyego dE dst 
1 [e epa 
EBUMESHECBORE & 十 5 十 5 一 ] BORBHRETOERHBL E 
ERRER? 题解 答 中 的 积分 J E, NiE, 
x 3a l'C28 T ( $0] 


& l(a)r(án)" 
$.4 x REY, ym Ra 得 到 


+ 75] » 


eq M es )R* | er di, 
RERA ESPERE E. PEELA E 十 4 一 【为 界 的 
整个 第 一 象限 ,如 在 第 CREE ELS 


) 一 2Ra8 (P, >) -i xR 


10. 如 在 第 7 Mri IDEE, B x e ao I n HH 


x, Uil 
= "E Dam , 


一 


X| Hs en 


YR dr da dir, 


L 07r LE Si N ET y F pe _ 
一 | E | sog 
tI ü 有 


dL ral 
| gea Oo 
0 


并 
在 对 e EE ST Ea = (1 — ut Ra SO. TEETH 


E— ria y 
| re — x, mz yn dx, 


ma {a 一 Fr —z,. Mutat | ut M 1 = mam idu, 
20 


— am amen nu SI BC, ai). 

EE reme Cr — a ttp k2,oos quomm, ERG 
DEE, R RARE 

P His, a.) HC, — 1,2, + 48): Biss, 4 -ra 

da, 8.) KOMEET 

CEt HARE Ha 

l1. EA FREDE, 公式 (86e] A XE YES) a IER h 
式 定 六 的 G,E x). ^4 


-2752 4 


Ga 2x) 一 i - 2G, (gy 


jS. 
eben Dm 


SR A sax JD HELSUEPAGROR-. 3293 np. 

l2 la) X4 »-a—p,»—S53-—3. RBA Lf) x 
行 甸 部 积分 ,我 们 得 用 

O) Peis) EIRE uu, V Pam 


一 一 一 一 .一 mm 


EM Tn 十 p) 


DERE 0 IS SUB RIR x dé P Uc AARE 
e 


CER ge) m DG) om, Lotta ~ DPE (a) 


l. (x —4J* 3:043, 


7 ial. 
XB AXFERBL E 
rie Ls Q0, 4, 071700) get 
go) n 二 1] + + rie +g) 
1 TE ER. 
+ sed Wo uem rto, 


WS f ERAD 0, FURT 
ir D iix) e D plg) 


一 六 (x — 17 | Cr _ Se tes) np 
ie IZ ^ FQ g) 


ao 


x r (e —r)7'( — ert dg. 


"EATBALS EPRSERUIRAPADE f — G — 0G 一 +1) 计算 其 岩层 积 
分 香草 


* 7234 


Bia + qu) 
rs ne cg) 


l 
CETER 


ME MAT 次 我 们 得 到 


(ii) D'D*f(xX) — DD gl) 一 TES. 


D'i) — KE — P aii rtg- ipetn gs 


* (a — gy PN CIA 


x {x 一 pymes. 
这 和 持 后 结果 对 s 和 ww 是 对 称 的 ， 因 此 它 与 所 作用 的 运算 n d p 
BS FF AS s Eks 
D Die) = DDii), 
(b) i r 是 比 etp KEREN, w = Y- amf, Wi 
Ci) H 


D*fx- I3! "(x— ui OM 


X utrel, Web, wamla to, MERCADERS 
对 于 DDG) EGR ERARD E E A , 若 1a # 十 
vs2W]e-5wku-—i1dWir—pHMg—d. 现在 我 们 只 对 表 
过 式 [i 求 直列 + 一 rts RI 


Te 一 一- DIENEN rfc gp)ett pma 
aco ideo ommo, 


JD rdum ”一 1 RAS 
BD vix) — D7**7 s) 


i — a — wür-7lI 
iay h e L Oa 


- o E 和 
"ES MOD MOS 


于 是 ,在 这 种 情况 下 DDN) A Dfe 


re 


i2 
l. Xa) —bj2o"*8. 
(bj 6, 
(c) 0, 
4, 32 d(aspYr = (ur J, — (nr) me cor ugrady), 


57] 5.7 
l.gpEEE—XQTI.0—X.—X, 
2. EF HEEER Ag Tu a. S35 Xa X, prana £22 8 ESTE 


3.(a) 直线 V 32/2 EARS 为 一 部 分 人 ,让 aj2 Va 
AEE, SMEH vae Ve 一 ej2 给 定 ) HLH E— X,, 
7— X, EB AER -a Ss 由 ajl e V caj QU 
刚好 是 另 一 条 梅 比 乌 斯 带 . 

(b) S 是 可 以 用 形式 (409) ESRD, ZE V RR SEUEDC 
022v «ca 的 情 襄 下 ,显然 地 , 在 S, EEERIRP te: S EIE 
线 连 接 , 这 也 就 是 左 参 狼 平 面 上 连接 对 应 上 Cn e 的 直线 段 的 像 ， 

(c) 3 外 E= X, n= X, SERES. 

4. DET T B RO PEE AH TAREKAT N B un 
AET ERA RG). E/ E EU — cocer, ptt ROS rx 0 上 时 与 点 
—Ét, FIAT O3] 150^ 广 间 的 其 些 c, iim FE ARER, da 
n. 


SO c3 bis ac, sin 上 一 vl 一 Pac, 
练习 3.9a 


Sii ds— [1 4i 十 2 [用 >ezeyar。 
JP ^at hb rd 


a T55 5 


X HE BUE EUER T ERE ESRB R ERU gen 
HH EDT B 1 585 389 DIR OS 
gil, l. pe 
t Eo +5) Bes 
2. A a ENA R AR, TA 
4t Ha: = | (xH, — YH, + eH de 


" 


- lia a, 一 Agaxayds 


- sj teta dea, d d) - (2a. de n + a) 
*o4- mila, t s, t n]éxdydz, 


Š adat a inch aH o a). 


Eo 5.95 
l. (a) 比较 第 200 而 2.4 54A E] B dH, 
(c) BER REKE "EE DIE REST EX 
Ji (u.s. doe. 十 As D LUE EREA 


-— | dizde = — i rin Y» ep d Papa, 
i penna 


现在 
Ma =T Ey ap. Ta, e T ois, des 
' Ox, rix, ar M 
aem He I + He, 8. T CIT n 
e Ln E, 
Ti 


m Ha gn 
Pp ara 7 de 9,, — Tu, 
Ey Lir: £1 


r T55 >» 


FS EL. 


ji (ue. 十 uuo, 十 uu ty dr dzada, 


— TIS: ^O, Po t: — zz vs + 1 Snr) dx dr dk, 


"let it 


+ P3 P, ) 4, dp d. 


- i Ko, Tat conr d Pad d,s 


DAHTGRESm (erant w) 上 去 ,我 们 得 到 


一 M t tmt ar) PEPP ABS, 


十 是 对 于 性 何 一 个 在 下 的 边界 上 为 0 的 r, 我 们 有 
f [an V «ee, dpdpsdp, 


= lere e oan 
因而 


Cu Ou On, 1 
FUE ! ' m— 
PP. 


"vide E) 


9 ( jen 00, 8 ( fer au 
* A PE ur (y P 5] 
(d) 用 第 三 新 的 六 .型 Tk 2188 9 RA (c), 
2 F37 


i C — nlt i — n5 
— — P F E ab n 
[es 三 et » ài, (v eu) ac) 
— 1r. 8 ———— Gn 
+ (st) —4) (Vat 3.) 


一 AM B for 2 
"ít 4) v or) Br VEO or, J 
其 中 3G» = (a — )(0 — x)(c — x), 


£L.) h.lüe 


l. (1) T= 一 i (zx, + f)dydz, Ę p 
TETEE 


th 了 一 | L = 一 并 i --1 i 3 209068 
- Z Jn £4 


s" 


3 


m — — €, 


sz] 5.10b 


2.fp3& (EQ) 和 (x, ASE r Mr -HUAfüee. QUA 
对 (xz, Aa uper rS Bn 

E = yeod — y sing Ha, 5 "e rs d + ycos i HE 
( this Em dr MER M EE ) :因此 ， 

SiM) = Alx ty 4B: Cy T D. 

(a) Ei 4-0 0, Zh] COM) sorl (x — m) 二 《一 
y] t SiC), ax HC RE rcc x, |= -E nm, y — yo— -Ef 
mz, Ait, 4,B.C.D 取 第 1 MPRE. 

(Ai) # A= 5x0 {H B + C'z R 
Bx EYED 
y B TC 


Sumy Bx = MM), 


- 758-. 


其 中 =y PFC, RARA Bx 十 ey p= 0. 
| (4) X 4—B-—C-—o0, 我 们 有 SOL) = D = H, 

3. FAEERE A .上 的 平面 的 运动 ,我 们 有 n = 
0, S(4) — 0, S(8) — «CE? = ur Fh, AREA ELA 
FUE, AFARS AEH TÉ S(M) = are dM), XE 
| — AB, 

4. STRE EA ESE AB WES PESE), ROA ti, 
SCA) = S(B) =S =T HER, HE, Steiner 定理 的 成 C 是 与 
AWB SERME SA) = CA + S(C), S(M) — xCM'-- 
SC Bi, SA) — S(M) = 了 的 面积 —rn" RSE 村 一 
CM) 一 wah, 

5. /是 了 的 长 诬 、 弗 备 内 公式 【2414 页 2.4 节 ， 第 16 题 ) 给 
H: 

L n 1 P 
但 w~ EZ wm lee mm: LI wap; 
[exa B h= Ix X Eus -— XX &[ -|x X Eds 


= = (ë, x &dr-— 小 . 
6.) m ex (efa), xc 一 (xys 如 果 在 高 斯 公式 


[feae + bA + ceY )do 


- As e e ra 


中 ， TA a[l, MN [IN g — 0, B= x, £— 
y， 我 们 分 别 得 到 |adz —o 和 [Gv — «mds = 0, 


7. HL OR SEE (r, y, r) RB oz — 0 是 流体 的 自由 水 平 表 
面 ， 并 且 as 指向 下 。 在 de 上 的 压 为 为 nado, Hh e 是 do 的 深 
Br. 通过 到 复 应 用 三 维 高 斯 公式 ， 谋 函数 sbe 明显 选择 的 情况 
FERNER RAEE NRH 


. 159. 


Mi azgo we Ü ( [9245 — 0, 
-a . 


- 


free 一 一 Nardpes -- -——V, 
BRkERENUSURI DRE TIE DIES DR, | 


|o — z'ÉMs-— pases: - Vy, 


1 
4 


MES 一 xzgY)de--— ME - —VUns, | 


[us 一 yra)és = D 


(Lrc.yo3o) ADC Hio. 现在 我 全 注意 针 方 上 的 分 区 基 
0,0, —V, muB EIE T IEGBLEIXEHE BÉ. —Yu.u. 

B. TREE AEER Pul £5 SAE 

3 --£icp3ucosp, y 5:dnücoss, r-—csins 
(e < ar， EE x VF «x zh 
RDAS SRM GAL 
pdr = abconsvdndV, 此 一 Deroy 

P tbe Cos 
其 中 D) o— b'c'eos'ucos e 4 a't sin konas + db' sin*ecosim, 

10. RART RTE e RAA M — (0,0,1) EEBS 
FAIRER. D D EJE HEA H UEHR , PADE H iR. 

12. WEB EA 

PE A F 
E = 二 

ATA ET (G.5,2) H (x. v. x) 成 立根 据 三 维 高 斯 公 
ARH HW GO) dipEIGZOE. —(sa5,) (imr 
国 的 体积 外边 , 则 2 = 6, (Cu. SEIT E ARWR nr s rv 
PREX, EPLE AO ERIEDR A 2, 我 站 容易 证 阴 吕 一 da, 

13.» Fj e ERRERA 
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(一 Z) dyd + 2 ue ds 


P a dxdy 


是 号 3 元 忒 的 ， NM D RATE ANER 
E E B BNE S A ER EGER 


© [8 fr 2 [e (t) 
Dr EX Y Jr Oy Js A Y' ) 
8a | 局 a] 

* Br LB. E y ) k 


PERH worsg BE CRS 5 igo. 2 HAERERAA TA 


£-lz 
I 
un 


ROME T 的 线 积分 pede edy 十 uds, 验证 遂 数 


n= l, "一 一 s v=- É 
满足 恒等式 
guo Iw, B for—7 Ou — du 2- (4) 
By dz Ok | py Be Br BV 
B. BB es 
Hr Br Pla 


14. ETHE. CH) mr AEGkib SED. recte EA 
f. P A EARE 1,09 C1, 0) mH -i a EERIS e VS 
TOR dE:(2)ind& D ERHECH EE EA ) BRA IDEAE 02 
(3) $E T EIER S enia L 0) E083, ME 8 = 2», 

15. fü C Ek S pRa ES EE, IT xf. Infpdr 
EErEE, I HREF y 0 pj. ERE XX 
sodes gRokgr4egu fuel 0a 晤 被 月 到 平面 y》 — 0 papgidhtz 
DU RIAYA ~la l.*340.2—29 EB 
—r-4 zt TEE ES LDRTF Ae CHR dE 2x, PA AFIR AT 
HE PelsOBERIBIDAEEUSEM 4s. DRALL 


"3E 


ryar'Xxdeagdeu—£. Bitr a r AH 
Ten Tos bl}, y= Trin gr), | e 
x 
ETBEESES.TRCOSEIEBUSCTHESE c o4 
F(r):x = Y(r)eos[zgK0], y e rGOsin[ ro(2)], c — O; 
£M.OlgaU EO. ICD) Á X; T er), 是 落 在 平面 y 一 
i Pg EE. PEE TEE i s dE DC00 bgjyAR--— X p.c 
TERR < MER AE, € dp AERA a RE TG 
F. RARA O 一 Be 对 于 了 [0D) RFD 一 了 一 样 , Ba 
[]— £e ,29 Y 2EBB38 — SIE SRS 


2 一 co 一 | dQ E grado - dP 
dP 


-= 
-|| 7 ag xar 
pe 


一 | PP» (4PXdP) 
-f BP |? 


16. RERA Or, 0r, 0r. 下 旦 月 于 表示 了 上 的 动 点 的 定位 
向 量 。 则 
n 一 E x X dx 
2. 
RARE RES HE, E 


ax E j Kat — xis) 


Er XB Ora, ER E ESTER. 

17. E879. Hause) Oa, 二 天 00， 从 两 个 方程 am vi, 
OLARE x Fy, Hc r0—80(. 9), y —r(u, 02. EL 7 n, 
(EB 262 PD) RIJA L a y. 0, — zu. LUE, tia ox. 
e), 5 — g, s). AAN ETE, 


LIFE T AE 


ys 


18. dm get, 
(PY tyt 


—ARN 
wm 一 一 oy Hi b, 


To- 


(s yv ab y 


ILE 
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第 二 卷 ”第 三 分 峰 
R-P 已 绝境 著 
mimi up HMA 译 
Tmce 
Kia HER 
Ay * X* 86 UN 


jaa iy 16 4 
EE ELAT ITERE 
新 符 书 店 北京 央行 所 发 行 ERPE A 


1939 dp 5 HB ”和 RE GEKIBNXKIISB 1/32 
J030 p =E ARW- AANA AAE 
m:aml—E 1 F : I68. 000 


SON 7-01-000927—1/0.225 
定价 : 4.3a X 


ET 


B š O 


A BAS ded exa sus ead ideas isa da ad ada ear esaane ara. i 
6A ,空间 质点 运动 的 微分 方程.。 —Ó( IET 
XAATERCIGS) b- BERE SER CER (762) e. v.s 稳定 性 (769) 
4d 在 平衡 术 置 谢 近 的 小 振动 (771》+. 行 星 诺 动 (774) 8516.16 

(780) CAERA, ARDA REOS) 


6.2 --RiBg—HBrEESESR; £X aRREERÁANALEAASE PI TAM AER AA TER HAM 787 
Zn HARRES) .一 阶 线 性 方程 (L789) H 6.20291) 
- 6.3 BriRSESCDOIEee—————e6eee en 792 


EWER. PACI b. 二 阶 齐 次 微分 方程 [796) dli. 3b 
(798) c.JE3T ERR 2-25 £2. de Tc (800) $&216,3c(803) 


aui 54. —fÉi — Br ERA Jo Rennen mH rr $05 


AJ URRE SOS) b. BE ERES DD ER. E. 2E 2281020807) 
c. MErzcnk—vpEgEPRÓBO9) E516.4(813) 

[65 RADERAD RED Eee BLÉ 
Bk 216.5(817) 

6.6 用 待定 系数 法 家 积分 eee 818 
- S316. 6(819) M 

6.7 Hus Hgtr 3S RH En TS Eee nenne B20 
s. Eo at PROP HMC820). b. 位 热 的 油分 方程 (824) c 均 与 双 层 

… :位 势 《825) d. SESS 238(828) e AAA TERESA 

of Poison) ARA (829). $&216.2(832) 

68 来自 数 学 物理 的 偏 微分 方程 的 其 它 例子 …………… 832 
a. 一 瞧 被 动 方 程 (832) b. 二 维 空 间 的 波动 方程 (8342 c. Ej 
SIR BRL UBER S ow DAE) 5 练习 6.8(839 


ste 变 分 学 … — MEME 


BERE EEG RR remm nee nensem S42 
22 pti 846 


-第 一 变 分 等 于 要 (5457 2]887.2a(847) b 欧 镁 微分 方程 的 推 
T 志 基 本 引 理 的 证 月 W8547 d, —e Fe vETRCE REESE UY 
方程 的 解 , 例子 (#2) 21898 2.240355) edv A ET x 
的 情形 ( 855) 

3.3 推广 EAE ETETE TT TT sasia R57 
具有 多 于 一 个 让 TIBIA UST) b.B$-TX 559) 37. 5b 
(868) < 哈密 东 顿 原 至 ， 拉 青衣 日 方程 (B61) d. A RETE SEI 
PRI 803 c. 87 E3 3r ian) 

7.4 ARRETE. HIAB R eenen 886 
a. ERE e R i60) 习题 Aata) bb 其 他 类 型 的 附带 
条 件 (669， 21887 .55(370) 

集 八 章 Là KL P dista tuasae 3esatmbastuamesaca eiie R7 
8.1 GRAUE AR- eem nemen 872 
2-3 PR. ETET RENE (872). b V" c. XE CERES 

MAEHE) d. si Up EEagPi 3-579) 


B2 Hi Eb — A ES E. TEMERE SRO 
a RE a H 880) BASERADES) RAER. 
反 函 数 C846) 

B.3 EET PETI IR eetmanacte teens aeneae BBT 
= 积分 的 定义 (987) ) v PTEE) < 应 用 Xd BE pg T fa x 
ER SEE — M8 3E ER C 801) 

8.4 HAARAA HEN H- seemne emm BOS 


s 柯 西 会 式 (895) b. NEBTEE Sk [ERES RE E0896). c. i iS 
位 势 理 论 {899) d. MERE E EC A98) e. nanne 
点 s 18 gate du 9o0)--- tenete Ue 

8.5 贸 数 定理 对 复 积分 (力道 积分 ) 的 应 用 ,- 02 
a IEAA) 也 证 月 公式 (303》 =- 留 数 定 至 对 于 有 有 理 番 数 
的 积分 的 应 用 { 904 ) d- BIGEASN ARRA Arno) 

5.6 SA PECES BERT TERR eee 908 
间 题 (8.1—8.52(912) 

BE rre nnnm rene rrr nnns 971 
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第 六 章 微分 方程 


在 第 -着 第 九 章 中， 我 们 已 经 讨论 过 特殊 形状 的 微分 右 程 ， 
在 本 书 的 范围 内 , 虽 若 我 们 不 林 能 试图 详细 他 展开 它 的 一 般 理论 ， 
但 是 ， 在 这 一 章 中 ,我 他 从 力学 中 的 进一步 的 粳 子 出 发 ,运用 多 元 
国 数 租 积分 ， 至 少 也 能 给 出 微分 方程 这 个 课 厦 某 些 和 原理 的 一 个 必 
B. 


&t peESEIDASOTZSE 
a 运动 方程 
在 第 一 卷 (第 四 章 第 421 一 +47 页 ) 中 。 我 们 讨论 了 限定 在 rs 
Y 平 而 内 移动 的 质点 的 运动 。 浙 在 我 们 去 掉 这 一 限制 ， 考 出 一 集 
中 于 举 标 为 (x,$,#) 的 点 上 的 芽 量 me 从 原点 到 该 质点 的 定位 讽 
ERE: REDI R, siüb v.m R ER 
时 间 :的 函数 ,那么 ,项 点 的 运动 就 在 数学 上 得 到 了 表示 。 同 以 前 
一 样 , 如 果 用 圆 点 标记 关于 有 时间: 的 微 育 ,那么 上 长度 为 
J 和 六 (D 
Msg R 一 (o cmd mae Ë 一 〔#.3 .区 表示 质点 的 如 
EE. 
WE ab AE TR ARES ER MEENE R 与 
质量 m DXREUSET TERHEIR AL EINA] F= (K.Y, Z2: 
aR- Ë. (2a) 
R HD EA, | 


1) "Mutationem maius proportionzlem erse wi moiriei impressae, tl 
fieri secundam lineam rectam qua vis illa imprimicar" (RD S BAZE 


EGER HER EG, BL E HA EFI BAL E ELO 
e 7655 t 


mi-X, np Y, mË = Z, (2i) 
HESIBXTZ F HADE. QGEXUAXO 就 能 用 来 决定 运 
动 . 

一 个 例子 是 地 起 表 面 附近 的 表示 重力 的 恒 力 场 。 如 果 取 重 几 
作用 方向 为 了 轴 的 负 方向 , 则 重力 可 表 为 问 量 


E = (0,0, — m8) — — mg( grada), (3) 


其 中 8 HORJMESECEECCUL ZR ER 422 页 ). 
HAAT. HBTGEBÉERASE SR LAS 上 按照 牛顿 万 有 
引力 定 标 产生 的 吸引 力 场 CUHL58— 3558 437 01). 如 果 
rit IR 
是 质量 为 的 质点 (<,7,s)】 上 与 原点 的 阶 离 , 则 力 场 可 表示 成 
F —umr (grad, (42) 
其 中 7 基 万 有 3 引力 常数 ， 在 这 种 情况 下 ， 和 牛顿 运动 宝 杆 【2 X 
为 
R 一 pYgrad = (4b) 


或 ;用 分 量 式 ， 


Ẹ m r — y Fe ^ 
HY -gs y HY -q> * E A 


一 般 说 来 。 如 果 zx BEC EX Xx). 
Y(r:y,s)。2txzsz) 的 力 场 , 则 运动 方程 

mk-— X(x,V.2). 一 or (5) 
梅 成 关于 三 个 未 知 函 数 x00, 900,200 的 三 个 微分 方程 的 系统 ， 
质点 力学 的 基本 问题 是 ， 当 运动 开始 时 (比如 说 ,在 时 间 1 一 0)， 
已 知 质 虑 的 位 置 【 姥 举 标 rou x(0), Yo 一 (0) za 2000) 和 和 
BEIE 4T £(0), $»-— 3€0, & — O, 从 微分 方程 去 
确定 质点 的 轨道 ， 寻求 既 满 足 这 些 初 条 件 ， 又 对 所 有 : 值 满足 三 
个 微分 方程 的 三 个 函数 的 问题 就 是 通常 所 谓 的 微分 方程 组 的 求解 


OO [ME mR 称 为 动 一 ,所 以 后 颖 定律 说 的 是 = 力 等 于 动量 的 变化 率 ”， 


: 766 * 


或 积分 5 问题 。 


b. HERTE 
速度 向 量 良 与 质点 运动 方程 (2a) 作 救 基 积 
mR.R—F.R-—Xz:4 Yj - Zi tóa) 
ELI S iL LEES 
EAUS EOCEEN c 


3 
BEFLAUEDREGEGORE)- me RIMTRIBS EM KF MAR R 
488 62) ,我 们 得 到 在 到 ald 间 间隔 内 质点 动能 的 改装 量 是 

indc Imd- 站 Ies +Y 2 +z ^ )ds (6c) 


一 m + Ydy + Zda), 
Ah LB BGB AM, 加 到 a 至 过 的 路 猎 上 。 AEA EK 
积分 |X4: + Yd) + Zdr 


FRA RTE 77 F--—(X.Y.Z) 所 丰 的 功 ?， 因此 ，《6c) 称 
ERDE: DERRI Y ela AI LUE ND. 
BUR JH ERR ESCEORE RE, BH 
F = gradé, (7a) 
在 这 种 重要 情形 下 ,微分 形式 
Xda 十 Ydy -+ Zidx = db 
ARDE SERVED. DUC Rr fole A LE 96 而). 


按照 Helmholiz (IHE) 的 说 法 ，(78) AERA BD RT 


1) BTE SARSBSRAZLEON HIDE. ABAAA — i8. 
1) RESAN. HANE r EER LER LTUGETESS 
aR 
jF. P 
Wins MET 71 EA A A NES RE PLoS Res pug 


a JÓT a 


37. ARTA E U= 一 + 引入 势能 (位 能 )U, 则 运动 方程 的 学 
RE; 

mR = —gradẸ 
或 ,用 分 量 式 . 

mi —U, 出 一 一 在 mim UL, (7h) 
势能 作为 位 置 【《* :ysz) 的 函数 , AAEE RAHAA, 
EADEM., RRE TIE E FN 

1zzz + Ydy 十 Z4x = - au = fj, — U,’ 


其 中 U 和 oU, 53 A AE l to ME 1, 的 位 置 上 的 势能 的 值 ， 
与 ttc) 比 较 , 得 到 

一 -的 -++ I5 =m ls $c U,, 

z 2 


因此 ,在 运动 中 量 mm 十 器 在 全 何 时 刻 RC CERERI T 
年 作 这 些 概念 的 物 到 钱 笃 ， 我 们 已 经 得 到 了 深 守 万 汤 中 质点 的 能 


数 . 
在 下 书 的 现 题 里 ， 我 们 沪 示 这 个 定理 起 样 用 于 滩 动 方程 的 实 
际 求解 ， 
由 方程 (3) 和 [4 a) 定 义 的 两 个 力 场 都 是 悍 守 场 ， 在 均 勾 重力 
场 (3) 中 ,运动 方程 化 简 为 
$—0, ll, Ss- —§, (82) 
TE PLE LETRA E 


roa gf tya V oe but, rc ECC 6s (5h) 


TÉMA.ICEGHOA Gine) 给 出 质点 在 时 间 + = 04a. 

Cadoc) 给 出 初速 度 。 由 方程 CODO 以 时 间 + PASA i 

Metus. 是 其 负 平 行 于 4 名 的 一 条 抛物 线 。 扎 于 广场 是 
D RF ARATA s ESTEE qu. 


1 * 


—s4 grad s, HEW U 一 gs — AR U BOced4k ts HI 
的 变化 成 比 屋 . EMU.REREAIOEGE SEHSTÉ xt 9 


qur mis 一 常数 一 二 mo + mez (8e) 


= qnid dE) Ee 


所 以 ,在 轨道 的 最 商 点 处 速度 > ELM. 

TUBE ERES EEETRETS RARA EH F — 一 mg grad ei 
影响 下 , 络 束 于 曲面 “一 [i20 b.HETERBIBEBCT EB" 
的 质点 的 运动 ， 由 于 反作用 力 半 运动 方向 上 没有 分 力 。 深 而 不 作 
2px REDDET EJA. BE. SE 
落体 一 样 的 能 量 方 程 


| PLE IE (9) 
EISE T BE s= 其 ss7) 是 坐标 x, 3? AARE Bg 
c. EN. dtu 

PRSE 23 Er BRE za ZR 
mR = —gradU (10a) 


A RDUTDBDIBARARHMOCEEGIPIREJ. IR ARO ERI. RIRE 
THRIFT TFE. 2UESEEZGESEE. TED BTE HAEE 
'BS3EBEXIHEESDAADEDEEO. Dgk.xxgg $8 (10a) 引 上 出 

gradi! 一 个 CLühj 
或 

U,— U= U,—0 (1üc) 

的 一 小 临界 点 。 反 之 ,因为 常数 庙 量 

及 一 ETS Yon 24) 
TAE (iaj .所 以 , 忆 的 每 一 临界 点 (so 者 是 融 下 的 一 个 


1) RREIREHRT —T PCT XH — TERRE 训 在 一 球面 上 记 动 ， 试 与 第 一 
A 55 329 4 HT EOR Fra xit TIG S, 


» 789 = 


可 能 的 位 置 . 

特 纪 重 要 的 是 平衡 的 稳定 性 内 念 。 箱 定性 是 措 : WRAP 
决 坦 内 经 向 的 护 动 ， 由 此 产生 的 正 个 运动 与 静止 状态 公有 微小 的 
KA EDNBYDO PER. PE n 和 。 EEEREN RANERI S 
n 和 n 于 应 的 如 此 之 小 的 两 个 正 数 ros udin ELSE E EAESIT E 
衔 位 置 痪 动 的 距离 不 大 于 ms。 且 出 发 时 的 束 魔 不 大 于 ms 那 必 和 在. 
它 暮 个 后 继 的 瘟 动 中 宕 与 平衡 所 的 距离 永 示 不 能 大 本 n 此 速度 
永远 个 能 大 了 yw 


实际 解 出 运动 方程 就 能 证 明 关 于 多 定性 的 这 个 命题. am 
UL, Bc S IERJ SESTO RE AUE E ERER itih, 
因为 势能 介 许 坝 上 一 个 任 意 常 数 , NCERILIRTEE U(0,0,0) -= €, 
由 池 如 宪 原点 是 严格 相对 最 小 值 ,我 们 能 找到 正 数 + 过 nec HEX 
于 原点 的 半径 为 "的 东 丰 及 其 内 部 除 原 点 耸 处 处 育 7» 0, 因此 ， 
上 在 球面 上 的 最 小 值 是 一 正 数 ea, 因为 已 产 楚 我 们 可 求 得 re < r， 
使 得 在 关于 原点 的 半径 沟 zo 的 球体 内 


U (yum DIU (sy ua) «md, 


EF ARES] Q7 6 VR md a < mh mkv. 3 


Zi E 质点 的 官位 置 与 原 点 电离 小 二 fos 初速 度 小 于 ntsi 点 的 
T1313 t3 8E EET V ESSE. 


1) ”再 约 来 于 向 而 = 一 Kruy) Es ERER F ISIN ANER 
BARETHUREHRCA MIA. 因 平衡 位 置 是 势能 mus = mefa) EREE 
js rm fira) EUR BLAGRIRMSRUR UR, EERCDTERI T, 处 在 向 
TRECE UIEUAHE. A ER IEDLAU E Aes). FIELD SET] EnA UNI 
ER AP LO RUS AE TAE BOO NE LRL RCRAZ ION EL SERO A SLE RE ROO EA: 
WE. BTA CHR E e LIES BELL» 不 稳 定 平 寡 症 不 能 保持 的 "并且 
AUN S. 

2) EFRR U COIT E BAR ERATE HR jk E18 
值 。 定 又 见 第 326 一 ?页 ， 


= 770 + 


Pn * Uri) eim pn O12 


FE EUG) < Last Leni — en. (115) 


出 于 能 量 在 整个 运动 PRA (312) 看 出 :在 后 类 的 性 何 时 刻 
ES mv! d Ur, fani e; 
2 
从 而 ， 

U(x,».2) « a, 
省 于 所 点 最 初 处 于 半径 沪 + BYTRIRUI AR, X HT HEDRTSE EU 之 n, 
因此 ,质点 永远 不 能 到 达 此 球 的 表面 。 这 就 证 明了 质点 与 原点 的 
BARET rer MAEPA r RRAPI Z8 0, 从 
(15) 可 得 
I" 的 + moi, 


V, BAS GRE RR DEAE nieh. 


d. xeHNcer pin 4398) 


TAMT PEE fe PH t 8g REREH AAE 5b Be 9 
IB ARZAGEB, ARERR T hte y pm EBSxbtE 
设 油 志 括 用 于 = BR E370. BAMET Urn TENE 
HREE/VE UCO,Q) = 0， 此外 ,在 这 个 最 小 值 扣 上 Te Um 0, 
按 Taylor CER SERERE REC U $33 


Um D (a + 26ry + ey!) b rr , 
WERE 
Olet) = Tar t Ibay + cy?) (12a) 
EE ERE 
(0) DAUR NCERERRCSIS dx D MG EAE A BHAE RE 
ORTER EARUEEENS. 


" f' 


8 70, ac — à 77 0, (125) 


PAU? 4E rt E P Em EE 
mR = 一 Bradg 

或 

WE —ax — by, m= br —cy, (12c)? 
AURA x. 9 WER ibi TED E ES. Librerie io S PT 
0 一 常数 的 主轴 重合 ， 那么 ,方程 (0120) WEER. FELY 
变换 

x = 去 CDs 中 一 ying, Y= Enp 一 CD5 员 3 


HAE e RETRE 


D) 我 们 不 法 图 在 距 严 模 失 稚 庆 一 "局 平 有 有理” 的 息 度 是 襄 理 的 ， 

2) PUITS EDEAEEXGEDUURURHECT REPUHUT HIE = 一 Ur n ERE RE Rb 
E HULEIMSSLATYDEIIERPT EAE SEARA, ma) 
in*Si m EUER L-A Ajn CA EREET NFA: BEA 
WTbEGUHEÉREE 

F= Ajaa Po Af, Eae tA 
HRF) 
gc M fiki H iu Idi SL, 
dr 
AE ME Am amem x8 ES 
i-e — Afr y = — AT ya 


其 中 
A St PE b LES 十 ly 
- IFE +f " 
5X / ERE Jd mm 
f= liar + Fary Ty*) (1347 

ELL WEP ORTEGA SELBE 43D EAE FEX TJ 3A C121 080 7E 

£e 一 人 xy 十 月 站 一 -ekr + Ty). (13b) 
frm » Ar E Bl ia EE t Hn 


s=L- -ry 
{长 座 为 工 的 球面 可"; 我 们 得 出 
cH jo 
k= LU 3 LT giic) 


^722* 


Q= Gs + Ibay t cy) = (a£ + vw, 


Ep sr 是 适当 的 正 数 0， 在 新 的 直角 华 标 系 E." 中 ,运动 方程 

(12c) 变 成 
mE = -一 CE， mij — TY], (142) 
与 第 一 卷 { 第 428 页 ) 一 样 ,这 两 个 方程 都 能 完全 了 积分 。 我 们 得 到 


点 = sin "E 一 £1). f" asa f0 一 £j); (145) 


此 处 cs tis dis Ai ERTAN, 它们 能 使 运动 满足 性 何 指定 的 
WA. 、 

解 的 形式 说 明 ， 在 稳定 平衡 位 置 附 近 芍 运动 是 由 呈 和 填 两 个 

-一 一 一身 

主 方向 上 的 简 诺 振动 选 加 而 成 的 ,振动 的 频率 是 [55 IE .这 
美 报 动 的 一 般 讨 论证 明 , 党 舍 运 动 可 以 取 多 种 形式 ,但 在 这 里 我 们 
将 不 作 和 这样 的 讨论 . 

于 妃 个 这 类 复合 派 动 的 例 于 。 我 们 首先 考 盯 由 方程 

E sin(1d- c), y= sinl: — c} 
BRIE. HERH e4 TER 
(§ + nYsin?c t (5 — v)'cos'c = 1sn/ccos'c, 

它 吉 示 一 个 精忠 。 振 动 的 两 个 分 量 有 祖 同 的 舌 李 1 和 相同 的 振幅 


1, 但 是 位 相差 为 ?<。 im Er REL REGE BRE 0 到 卫 间 的 全 体 值 ， 对 应 


EARR HEER E — sm 0 3E EIE] 富士 一 1， 向 搬 动 从 
所 谓 线 锤 振动 变 到 项 振动 ( 邦 看 图 6.! 一 6.3)。 
1) ARER, v dip 
ug Ap 一 2h 


AEn BOrEgHEHEMa TX. 
2) dfe EERCEFXOIEE TIE e, 六 要 少 一 个 荐 角 的 14h) min 
LED ELE: Ip MPEM DE ILGLrEE 


3) Eža C13c) 的 情形 下 3 EET Ž. 


. FFI * 


EP6.1—-6.5 SAREA 
PO. ANC IBBEI TR 
E — sini, 9 — sin2(t — «) 


玫 示 的 运动 ， 其 中 频率 不 再 要 等。 我 们 得 到 显然 更 复杂 的 振动 图 


ik. El 6.4—6.6 分 别 给 出 位 相 郑 为 cc 一 0c 一 "n c 一 ftn 


HR. AINEENA F LIEGE — Ae SIE AR, LEERD [RS 
一 种 清 况 下 , 它 在 抛物 线 m -- 22 — 1 OLERE. RARR 
EARI T ERU FURY e RS DARAN HEC MIU Lissajous 
EE. 


-J 
$= 


(.4—6.6. FARNE 


e. 行星 运动 ? 


ÉE EE BOISE 1058 72; 2 BE SE ELEE C HUS REPRISES 
kmt eb 98. HLULEE — 1-068 7 25 E AmaE 
PIERE ME REAR- Rb Em REIS td X] s 

1) Bizihiü e WOLOE —u 0E i7 DREG. 
+ £243. 


动 方 程 已 不 再 能 名 分 商 成 上 述 简 音 形 式 。 也 至 在 积分 它们 时 和 多少 
包 售 着 更 复杂 的 计算 ， 志 讨论 的 司 题 是 从 后 络 引 为 定律 推导 开 普 
Bj (Kepe 行星 运 动 定律 ， 侵 设 在 华 标 系 的 点 点 有 一 质量 为 
的 物体 { 疯 如 ,本 阳 ), 丝 单位 质量 受 它 的 万 有 引力 是 癌 量 


rk grad i 
+ 


Ho rRNA CAREER AAA ERISNUE Ex 
A RECS 766 0) 
(13) 


^ 


TA 一 
为 了 积分 它们 ,我 们 首先 把 能 擅 守 本 定律 ( 见 第 768 页 ) 写 成 
C. 


EIC r E 一 TET 一 
r 


Hp c dps pis EER RENHA, | | 

从 (15) 角 推 出 及 包含 一 度 分 量 ,而 不 包含 加 速度 分 量 的 方程 ， 
AUR RE» GERI AREE. Hx 司 第 二 个 运动 方程 , 热 后 相 减 ，、 
就 得 到 


Xy -一 y$— DC 一 yx) — 0, 


积分 得 
yy yt dis 


FDE. 从 其 余 运动 方程 得 到 ” 


1? HIER BHAIdEESuX—CZERE, HRALA R oxdgmn2£EPBEBSS 
[REX E. Hic Et SEE, TERAH tansa RË 
dfgpRcERITH:SSRESEASEHMIE RXR = C s:HuuSü: 
运 正 与 上 画 坐 标 放 程 所 说 明和 的 一 样 ， 

EZANLA, tA EAk TA NRM, qm—Mb SET 
nk: A iLe e Eea 

RARxÈHA BEE, mi Em Rx RREH EE. MEX RUM 
JVRR SUE BOE BIRD AR 5 的 革 东 式 的 下 述 直 驱 解 县 (SALL tA N OH 
1o. and hÉEEGGÓGEBREND DE.d4EB8—uBEDE IE 8 
PRESARA f APESE: WIGXEDRSUBELEES (BRY 


s J. 


«975. 


f$ — rý" f3 ££ 一 rà c6 
3x36 5 T Bl feb 78 EJ, ERR COROEHEUTHRUDGECRERSUS DECRE 
大 邮 障 化 我 们 的 问题 。 不 泉 一 般 人 性 ， 我 们 可 选 坐 标 系 使 运动 开始 
NOD (— 09 时 ), 质 点 位 于 s, Y 平面 上 , 它 的 速度 向 最 同时 世 在 
这 平面 上 ,于 是 £(0) — 0, 2(0) — 0, 将 它们 民 人 上面 方 程 ,注意 
Tis M RT 


rp ir wh, (16a) 
e£ — re 人 0 ( 16c) 


BE, AAEEen tE TE r-— 9L. BT. 
SRR HE ERI E RAIE REPE, M 3 — AER, Y ,2) 
£(0) 2e U, WEM (16c) fon 

Pu ER AR a 
PAP ) = d 2 
AT., 一 ax、 4 是 常数 。 如 果 在 此 到 一 0, 则 四 方程 s(0) — 
和 xzfo 寺 0 HA a — 0, 这 样 一 来 # Xin. 
因此 ,问题 化 简 为 积分 下 列 两 个 微分 方程 


+ mi 十) 一 Eu =C, (17a) 


1$ — y$ — Bh, (17b) 
用 x# peo, y1 rin IB ECHOS (x,1) 变 到 极 坐 标 r0, 
其 中 r :8 现在 都 是 # 的 待定 次数 。 由 
Pte, x ym rÓ, 
得 到 关于 极 坐 标 0.9 网 两 个 微分 方 查 
Qe0 + ro 一 rnm =C, (17c) 
rü — k}, {17d} 
前 一 方程 是 能 量 守 恒定 理 fU — 75 Eo DTP SUE dh 


a 776 « 


实 上 (参看 第 一 卷 第 395 一 395 WARR- ri IE ESI ARS 
向 径 在 时 间 ， SERERE T RH IQ, 我 们 发现 它 是 


+t Bo RB RB OB P 4" à à à 3 F F 


RORBIBURSE 2 3 0. md PETAT  RAEÉEN RE 
S, SERRE ABI IEUAEBI— RERE. AiR ERA, ES 
Eit ip, 

RERE LAER, Ty E HIB SHE SREE 
"29, it fs ERE r RR TUE r dE2U 8 BIER, D. EE PACTI 


方程 ,我 们 来 计算 导数 ir 成 为 7 ER. 


AZBIUELE E £n 


ABIES] 十 A 一 TFF -E 
2lr dB r* T 


或 
Bj 
的 轨道 微分 方程. 


为 了 简化 以 后 的 六 算 > 作 变换 
l 


r= — c 


a 


HSA ATER TiS 
Lo 7# ol Zeh 
P i mY H 
WH E 07:6) 于 十 变 成 
1) LLELESIRSIFRESE S DANAA 
[ rd = A(1— t) 
pk. RI ab 6 归 已 各 曾 数 ( 宕 阅 第 778. 


dev YY 

Gs p v 3 , 
而 这 可 以 直接 积分 :得 到 
或 ;如果 这 肝 引 人 新 变量 v 一 一- + „Ill 


d — ĝ = i 
T 

我 们 [ 按 第 一 卷 第 288 页 公式 (C24) MAE arc sin (6v; 6), 

[COE - E p A 


1 1 € 
— = -一 = p = — sun H — 8 . 
Li * dn (8 — 8) 


HP AA xu HSSPGIHffESBGOIUUEN,NIULTE 0. T 
EER. MERO, 一 也 一 一 即 , 如 其 取 s “0 与 9 一 5x 


应 一 一 我 们 最 续 得 到 形 如 


— P 
d ] — £&cosÜO 
HRES, 3X SLE IUDA B OX n PEU LGUIRLRE Bre) Re 


Yir BO, 
因此 ,得到 开 善 斯 定律 : 
£1 Ei LUE HOS SURPUE SE AE zi, 


BE 
LP emit 208 
Ya mn 
12 TOEKOERBUROBSM 
F 
7 1- F) 


ad ERO. 
. T7 -= 


5e OX EH RG. E? DLE SRESDE IE IA C 
WAA ER BURDD il EE E Iz ES ER adu 6 以 简单 的 关系 式 
Pp 
4 MEX 一 一 


a ' - 
相 联系 ;而 离心 率 的 平方 e! 决定 了 圆锥 曲线 的 特征 ; CERE 
扩 物 线 或 双 间 线 节 决 于 e 小 于 ,等 于 或 大 于 1。 
从 关系 式 . 


s=] + ZCA. 
-- m mH 
TAA HB S RO [RESI E Bis n BE JHEE ECHO, COE ADS. HEEN 
[8| . PAS Ze ER HiUR L3. C ICT ETRAF 0 而 定 . 
如 果 设 “一 0 时 ,质点 在 力 场 中 的 点 民 ， 处 ,并 以 初速 度 R 
运动 , 则 关系 式 
， 1 >: rum 


C = — mri 
Fs 


AU e ABUSE — BUR S GEI DI. AR, dixil 
线 一 -全 然 不 依赖 于 初速 度 的 方向 ， 而 仅仅 依赖 于 其 绝对 值 nun 
Xd. 

JC XB GE BH OCURAI RE HRRU TR RC IO 

"Edu CO CE, HANGT Skry RE 


WR b k y F p p T" Y" kh Vo » oC 


AFRÓBG EL IE DCPRRT 2035 REI HORT ARTE. 
WRA TERAH, H- Rmi ES MA 
T 一 TEE. 
[n a 
式 中 右 端 的 常数 与 具 床 问题 无 关 . KRATES AEWA NA 
力 常 数 ， E 
为 证 明 这 个 结论 ,要 用 面积 定律 (17d) 的 积分 形式 


j ridd = h(: — 5), 
它 把 运动 定义 成 时 间 的 函数 。 如 果 在 从 了 到 22 的 区 间 上 求 积分 ， 


s 7299 


REEE SUE ETSI REY BI, RPDABUG)SUR. BE 
2mab; EH MRE 一” 应 该 再 周期 了 代替 ， 于 是 
Irak = T 或 irrt = FT, 
我 们 已 知 及 与 轨道 的 a, # HARAK Y&p bja, W 
在 上 述 方程 中 用 《5 ayyp 代替 下 ,应 即 推 得 
T tr 


i 
g T 


CERRI 3r 8 BO E d. 


J élo 

1. 详细 评说 一 个 天 床 在 直 银 轨道 上 的 震动 [在 方程 617d) 中 
k= D] 

2.3EBH: 如 时 轨道 是 抛物 线 , 则 症 1 ~? 十 品 时 行星 速度 趋向 
0.3n ifa Eie, 则 在 :一 十 名 时 行星 避 度 趋向 下 的 极限 

3.WEBH. 受到 措 沿 中心 瑟 处 的 大 小 为 mr 的 吸引 力 的 物体 
ELO 为 中 心 的 酉 加 运动 . 

4, ER TRER (r,0) 中 ,受到 从 中 心 0 SPEAK IN fr) 
的 排斥 力 的 物体 的 轨道 是 

8 一 | 一 一 一 一 上 一 一 一 一 . 
tor elb + 2f arth — Y)? 

EH fF ENGERJUEUM. 

5. 证 明 ， 受 从 中 心 0 处 的 一 排斥 力 s 的 物体 的 送行 轨道 方 
程 是 


f 2c 1 
iJ mtt? uM uneh 
f 

zr cosh(k8 +8) 3 p 2» B, 


e h-a, 


. 7862 


而 # 是 积分 常 致 。 

6. 一 行星 在 棋 贺 轨道 上 运动 。 w 一 me) ERA FMP, 其 
中 P 是 行星 在 时 世上 的 位 置 疡 在 辅 劲 贺 的 对 家 点 ， 疡 是 与 太阳 
3 最 接近 的 时 刻 ，” 的 位 置 ;是 椭 到 中 心 。 证 有 明 w 与 ; RERE 
WR 

Alr — n) — ablo — & sinc), 
7. 证 明 ; 在 有 心 引力 场 中 每 单位 质量 受到 的 吸引 为 是 
kd 
P—5 s 
其 中 8 是 从 中 点 到 轨道 的 切线 的 距离 , A EARRA E 776 m). 
由 此 证 明 ,被 点 对 单位 质量 的 暖 引力 等 于 er 时 ,运动 轨道 是 心 
MEE r 一 sll 十 cos), 

8. 一 单位 质量 的 质点 在 两 个 力作 用 下 运动 .一 个 力 永远 指向 
原点 市 太 小 等 于 从 原 丘 到 斋 点 距离 的 A5 f, 053—711 72363 E 
的 路 径 正 交 而 犬 小 等 于 连 度 的 24 We DERN: 如 果 质 点 以 原 氮 泪 
x Bl EL GRR ve HE UTE DUREE RENE X. 1; 它 的 坐标 是 

yep re eon 


E 
y d 2 às) ein ud, 
3 deg ATEI 


9. 设 平面 上 有 ^ TERERAA, UTR PS SEGUI 2E » Hb 


吸引 力 . 证 明 ; 一 个 质点 在 该 力 场 中 的 平衡 位 置 不 多 于 s —1T. 
计算 坐标 为 {ab},tas—b), 【一 5 TP (—a,— È) 四 个 吸引 
质点 情况 二 的 平衡 位 置 , 其 中 a 5-0, 


f, 边 值 问题 ,有 载 区 的 线 与 有 哉 荷 的 加 


在 前 面 讨论 过 的 力学 问题 和 其 它 例子 中 ， 我 们 是 在 满足 微分 
方程 的 整个 函数 旗 中 按照 所 谓 初 条 件 去 选 出 特殊 的 一 个 ; 即 ,我 们 
活 当选 返 积 分 常数 使 得 解 ,有 时 还 有 它 的 某 些 导数 ,在 一 个 周 定 点 


= 7815 


上 到 预先 指定 的 值 。 在 很 多 应 用 问题 中 ,我 站 既 不 是 寻求 通 解 ; 也 
不 是 解 一 定 绝 初 值 同 题 ， 而 是 枝 解 所 谓 这 值 问题 了 ， 在 边 值 癌 是 
中 变 导 东 在 几 个 点 上 满足 指定 和 性 并 在 这 些 点 间 赐 区 | 间 上 广 足 微 
分 方程 的 解 。 这 时 我们 不 进 人 边 值 问题 的 一 般 嵌 论 ， 仅 讨论 才 个 
典型 的 例子 ， 

Wl. FRERAO E 

在 直立 的 xyy 平面 上 一 其” 轴 是 直立 的 一 一 慨 设 筑 被 水 平 
Hg X 5 CECI S SIE Zr EIU AM + 一 42 二 5 之 闻 ( 套 看 图 
$2). A" OGBIBTA FH EHOEROEIALE ELERE BOE 
Bb, £QO, FE, SASE 

P 


国 5-7 ARANA 


给 出 了 簿 的 重度 rO) ED» Mm. EE, 旨 的 形状 四 这 个 三 程 的 
清 足 条 件 (00) 一 0，xfey — o 的 那个 解 所 给 出 。 四 于 线性 函 堆 
eter 是 齐 次 方程 "二 ORGANE LIEU | ee 一 3^2 
非 齐 次 方程 在 原点 处 连同 一 阶 导 数 为 0 的 解 [ 见 第 80 页 {42]], 所 
以 ,可 立即 写 出 这 个 边 全 问题 的 钙 ， 在 通 解 
YQ) 一 ed» n | ecc 一 与 站 

中 ,由 条 件 区 0] — 0 立即 得 c。 一 0， 此 外 ,根据 条 位 Ma] — h, 
通过 方程 


= 782-. 


b — ea + | GG — Odi 
BGEINT n. ， 
实际 上 ,经 常 必 须 处 理 形 式 更 复杂 的 这 类 边 值 问题 , 那 时 绕 不 
羽 承受 连续 分 布 的 载 敬 ,而 呈 还 受 集 中 载荷 的 作用 , 即 载荷 你 中 在 
线 的 一 个 国定 点 上 , 例如 ,在 点 xx 上。 这 种 集中 载 藻 被 考 虚 
作为 载荷 ro) 24 5 — 0 的 一 种 理想 的 极限 情形 ;这 里 p(x) 仅 
作用 在 区 间 ”一 8 到 rta K, HEAR 
| PG) de —P 
在 6-0 mgr ERO DER A.EPUEUEHT n mE 
HER & —0 的 极 眼 之 前 ,在 从 zs—85 到 r HeRR ELEZ 
积分 微分 方程 Y" 一 2600/8 的 两 端 , 易 见 
V'(xo t e) — y' (x4 — 8) = P/S 
p M. M s ~* 14， 我 们 得 到 结论 : 人 fu 的 
下 面 的 全 了 RH ro RADAR M HUE T AER. zn 
RRE o x—0, y—0 5 x—1,J-1 HAZE, KÆR 


* 一 了 上 受到 大 小 为 P 的 集中 载荷 。 这 个 物理 问题 对 应 于 下 述 数 
学 问题 。 寻求 一 连续 图 数 y, BERR Orel LEE 
za 一 点 外 处 处 满足 微分 方程 一 0; 它 取 边 值 y(0)—9, 


»(1) — 5 并 且 它 的 导数 在 和 ARR PIS. ARER, RIE 
TX 


D dip dE Soi 
pix) = POLI — x), 
其 中 (x) B ARMON (Dinc) AR): 
当 kt 时 Af Baa = 1. 
8(0) ZEN. BRET 5(0) 的 有 限 优 都 与 所 提 的 其 它 条 件 不 相 窜 。 
a 7837 


y) = ax db (0 « 7) 


一 —x ES r 
yix) — c(l Jd (< <1), 
Ri »(0) — 0, »(1) 二 1 AHi — 0, d 1, MARDARE 
r= 二 点 应 有 同一 值 的 条 件 ， 得 到 


l, 一 di. + I, 
2 2 
后 ,由 于 和 要求 + 的 导数 在 通过 s 一 二 时 增加 PJS， 给 出 条 件 
Co = PIS, 
从 这 些 条 件 得 到 
4 一 1 一 E, à$20,c— —-Q— È, 4-1, 
25 28 " 


并 且 找 出 了 问题 的 和 解 ， 直 外 ,不 存在 上 其 有 相同 性 质 的 其 它 解 
92. rta 
有 栽 荷 的 染 的 处 理 是 非常 业 似 的 【参看 图 6.8)。 设 条 的 静 站 
Gru AS x — 0,  — e ZR MMEA. MORER 
VIE 
y" 25 pir) (192) 
NNNM. 
Wi 
Ria ARANG 
AEZH v 方向 伍 直 作用 力 所 产 生 的 重度 (二 直人 位 大) rhah 
di eG) 是 POO/EI. pO) ERRER, PERUA 
R(EWVIUMAWDEEGO. RESET ILS 
O APARER Si] Kermani Diet HeC t HRE y Ee, 
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LES zK EE EUIS fe E. 
可 立即 写 出 这 个 第 分 方程 的 通 退 | 见 弟 80 nu ^ 


O= at ee te e oe pE ; 


EE cn ce cy cl 是 任意 积分 常数 . DRESCHEABGUNN. 
MERER, AE AAE y Q) SH E JÉUSER aS UA. 
Bàn. IAGEBIE nd UR, ER HME 
5(0) = D. (a) = 0, F) = 0, Y (a) = 0, 
于 是 ,立刻 得 到 cQ — e 一 0; 常数 cy 6 可 以 方程 组 
cua t et 十 IO mE -= Ü, 


2c; 十 了 ax 十 | gCE) (a TAL JE =Ù 
p i 


Eu. 

AH. Rede BUE EIE NER. DOERIEIERIT ox — t 
RS rNERONSEREE. DE n — € Ante 的 区 辣 上 连续 分 布 
的 , 并 使 得 

M p) 
在 eÙ 的 过 程 中 始终 保持 常数 值 的 载 敬 PO e BF 0 fH 
MPERA. DA. r 就 是 在 X 二 DRRR 完全 
HEA- RIEN x — e 到 rts 的 区 向 上 去 积分 微分 方 
程 (194) WWR, RELE e 一 4。 可 以 看 到 : 解 rO) 的 三 阶 导 
X E xA Ue X E BE. | 


Y" 0)—»"(4—9)- ze (195) 


yles 十 0) 表示 yat 8) 当 iB IEEE 0 AR, 
yix, — 0) 是 从 左边 的 对 应 极限 ， 
这 样 ,就 提出 了 如 下 的 数学 问题 ， 我 们 要 求 y= 二 0 的 一 个 
RH, fide CHI .— Br SR HE ER H 
HD) = (1) = Y (0) — y'(1) — 0, 


s 185a 


EU. DGRA + 一 x 有 大 小 为 PIEL BOR TI HO URL E 


AHRBGEYERER + 一 x。 被 个 定 { 参 看 图 69). SR. 如 果 在 这 点 上 
重度 衣 预 先 指定 的 固定 值 y 一 0， 风 我 们 能 够 认为 这 一 约束 是 二 
作用 宕 这 点 的 一 华中 载荷 来 志 到 的 。 根据 作用 与 反 诈 用 机 等 的 力 
FER SARR RAAST EE ERARE. BT A, 
这 个 力 的 太 小 了 wyl AAR Cb) ] 

P = Elly" {x 0) — Y" (z; —0)] 
给 出 ,其 中 yx) ERE x«l LAR emes 外 到 处 满足 
微分 方程 YU PEL, RE SSUEAREE 
y(0) = y(1) = y'(0) — y (13 0, vC = 0, 
ER yy .Y BE x zr. PESE, 


1 


2 Fh 


图 #5.9 cb hao E BERE 
为 了 说 明 这 些 想 法 。 考 卉 从 庶 ro 0 伟 展 到 r— A, Eu 
点 4+ 一 0 与 * 一 1 EKR AZERI pCx) 一 上 的 均匀 载荷 ， 
并 且 在 点 zx 二 > 外 被 支承 《参看 图 5.9)， ”为 简单 起 见 ， 仍 恋 


E[—1, FE, B: 一 Z I RIEMER DE 


| y" — 1, 
如 公式 所 示 ， A HOO SIEGE E 的 四 次 多 项 式 ，x* 的 
FAR, EREKE- PE. 和解 都 被 表 成 这 种 类 型 的 驳 
LXX. XEZED LESE ES S 


f= da + ex T Bax! T eu 十 r's 
在 右 半 区 向上 :写成 .. 


+ 


y—cce(r—1)3 n — 1c ls — 14 (一 D'. 


RARER + 一 0 与 * 一 1 RE, MES 
PUO) PD — r(0) — (12 — 9. 
由 此 得 到 h= h m eame mt, AS Qu A 


^t x 一 les, 即 从 两 个 多 项 式 丫 出 的 y S y (1). 


TREBIA, B» (+) HATE A 


E F EEO S S SO b.:1, ! -二 上 一 0 
4 8 354 4 & 384 
3 t L 
二 二 8 中 一 一 一 + — — 
4 48 EO 673g 


25, 小 35. 一 26, 一 34, 
EH re b. by Cys e 85 fü 1r: 
1 


1 
bom emt a 站 | =a —g = 一 一 


24” 
为 了 在 S 一 二 点 不 出 现 重 度 , 在 这 点 上 必须 作用 于 困 的 为 是 


62 一 般 的 一 险 线 性 微分 方程 
s paT 
称 微分 方程 为 一 从 的 ， 如 果 它 的 两 端 包 含 * ye), AR 
y (x) 的 一 阶 导 数 ,但 不 也 含 更 高 阶 的 导数 。 这 类 方程 最 一 般 的 形 
RE 
F(z.p,y)—9, (20a) 
其 中 是 它 的 三 个 变 元 xv. HRE REA. 我 们 可 以 局 设 在 
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z: PADR- DAE. ADDE (202) RETE —HERE HÀ Y, M. 
而 可 RRE 

y er Fx}), (20b) 

RETER TRAADI E (20) 89 3B SE o i a, 

T., 04 fr.) 是 x 的 函数 与 7 AAAG AR. A DON RUE m 


y = sin (215) 


PEERS ANEN.  CEXCSREULT. RR ERE *, 7 “分 
m" Eb Heo fee 


gy = a(x)dr, (21h) 
BLA EE ORB BE TEEBRU PS TTE BUD 
Al} 一 jelda, Biy) — [BG dv, (21c) 


fiie (2112) 就 有 
dB(y) | ABO) | dy .. Oy = al = PAG 
dr dr d 8 r3 v) dx ^ 
BEART (214) [DE —" TE EHH 
B(y) — Alix) e, (21d) 
其 中 上 RONDE eT 0 CER E 6 TR. RD SEU T ERC210). 
ERRAR T (2143 的 需求 的 证 . 
实际 上 ,在 引进 微分 方程 的 者 种 问 辐 中 ( 见 第 一 卷 第 430 页 ， 
8 E 778 20 我 们 已 经 用 过 这 种 分 离 变 量 巷 了， 男 一 类 可 化 
为 (213) 形式 的 微分 方程 是 太 谓 齐 次 方 到 
y -i(iy (21e) 


z 


引进 新 末 知 落 数 = 一 二 就 得 下 微分 方程 


D GE.XREIMEGEgS 911 mrii, E) AEA- p aA FEE S B 
FE (20b) MAMET ENEH t, 
0) 4E (210) BREH RAR BED mA (b,c) t ER 
HB — 4) = 4B — df Dy — eda = 
因此 :3 一 4 ERA. 


h THS 


a 
x "2 


它 是 变量 分 高 的 ,于 是 ,从 关系 式 
dz dx 
| Iz | 人 十 一 十 aog x| (210) 
可 得 通 解 ,其 中 c ERN. PHCURDICTIHSRE. HER e RENA 
令 一 xz EDREORIML 
^om 


AMPH] PO — s. 关系 式 UD ERNER 
E = leg Ë = — e + log |r], 
Z -3 


因此 


= | — te” 
# $= te 是 常数 ， 


b. -MSHE 

称 铀 分 方程 为 线 些 的, 如果 它 能 表 成 未 知 函 数 ”及 其 导数 的 ， 
以 * HA ERROR AE A. AA. Rii aE 
D EIE N 

y 十 zfz)y 一 (zy， (22a) 

其 中 at) 与 Lx) 为 给 定 。 

先 设 b—0. 则 方程 是 变量 分 离 的 ,而 且 可 写成 

P 一 —ulix)üz, 


医 此 logly| = 一 | cear + ri. 


用 A) 表示 se) BERERA ME aCe) 为 导数 的 
E ,我 们 就 得 到 


2 jd 97 


| y Ce hs s (22b) 
Ehee PERERIKA. BEH < 一 0 时 ,这 个 公式 也 给 出 一 解 ， 
Bi. y-— 0, 
如果 b(x) 不 恒 为 0, 我 们 来 导 求 形 如 
| y wx Le! PM 
的 解 ， 基 中 42 的 定义 如 前 ，u(Cs) 必须 适当 地 WARES 
(22a) 得 
y day 1 p'et — oA ei de gge a g aTi a b. 
因此 : EAHA s 必 有 导数 | 
| w = bx). | 
T i u 一 c + (e)ta, 
其 中 < 基 常 数 ， 我 们 得 到 (22a) 的 解 的 表达 式 
yma7thG rr [Ae da), (22d) 
其 中 < RERA, fi | 
Als) == IOS (22e1 
出 于 每 一 IR y BESA iEn RC HJ Ve) Hà 的 形式 ,可 见 
BRE RUSO GUNSGR EROR ORO RR 的 。 ATE 
AW 里 或 (22d4) 中 不 定 积分 里 的 常数 的 任何 不 周 的 选择 都 能 用 
EARE c 来 社 偿 , 所 以 ,实际 上 解 仅 含有 一 个 任意 常数 。 
例如 ， 对 微分 方程 l 


y + ry = x 
有 
Alr) m | dx = 1 x^. 
' 2 
b (aye dx m o . le? dr —e F " 
FTE AAN 


1) HERES Que) 中 常数 < — RM BRE BED. 


:796 v 


sg 


-到 4) - y- 
yee ‘ce J= —] trer —,. 


练习 $2 


1. 用 牙 高 变量 只 积分 下 列 点 程 ; 

(a) (1 + !)rdx + (1 -- x) dy — 0, 
(b) ye™ de — (1 + e) dy 一 0。 

2. 解 下 列 弃 次 方程 : 

(a) Far rir yD —0, 

(b) ydr + [x -- 9 dv — Q, 

(c) t — Y! E 2xyy' 一 0 

(d) (x + ydr + (y — x}dy = 0, 

(e) (GG try) 一 ZU EP RED * y. 


3. EHH: [im 
^al tire PEE 
7 2 rr by | (ron. iid 
Rb n 5s ERRELOUITGEGS RR: 如 果 a5, — zb 5 0. NON 
ERER EE Up EI Te Rr 2 


ymar tt te, E = aw HAFT is 
如 果 号 一 上 一 0， 民 项 把 未 州 函 数 谈 作 
n= aa t by 

就 能 将 方程 化 为 变量 分 宽 的 新 方程 . 

4. Hi ERSTE E: 

(a) (2x + dy t 3) — 2y x d, 

(b) (3p — 7x + 3)y = 3y — 7x +7, 

5, 丙 分 下 列 -- 阶 线性 微分 方程 : 


(3) Y + yeo = PS 和 证 


b) y —-— (lY. 
DT tl 


{ey x(x C2 
ATL. 


(45 y — y uat 
* 
y p yy 31 
(e) CI 十 Y t xy EM 
5. B44 FEL Z2; FE 
9 十 六 一 l| 
7. 伯劳 和 ( Bernoulli) 4j; EGE f 
y cii -s»00v, 
证 明 ， 作 变换 
Y — vopi -|fG) de t= rE) 
可 将 它 变 成 分离 变量 的 形式 。 
8.8 TEHE 
xy 十 FE 
9. 用 任 一 可 行 约 方法 解 


$n 


6.3 ”高 阶 瑟 性 微分 方程 
a. 登 加 原理 . AF 


部 面 讨论 的 很 多 例 晤 都 属于 线 往 党 分 方程 的 类 型 。 未 知 国 数 

s(x) IOTER PRSE o DE eet D. IR CEDE 

n ™ (x) mn (00) e rr db auis) — din. (25) 
A apdirst tyan SAMM O60) 痢 是 自 变 量 * IER. 
3 TEC WEERAL e LIEU ILAERRSEECTO ). 

MRTA RARER 由 (< 恒 为 0 我 们 称 方 程 是 齐 次 的 ; 反 
之 ， 称 它 为 非 冯 次 的 。 立 即 痢 出 《 同 第 一 卷 第 678 页 讨论 的 二 欠 
R PUN EE PIU A ERUR E E DL REO ;下面 的 正 加 原理 研 立 ; 

如 果 mm 是 充 次 方 各 的 任 章 商 个 经 , 则 它们 的 每 一 线性 组 全 


E = cun E Cy 其 中 系数 TELF, RES, WEE, 
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MELB TIERRA [Lx] = ble) BI- PI rle). 
我 们 由 eG) 加 上 齐 次 方程 的 任意 解 可 得 全 部 其 它 的 解 。 

HF n=l MERA ars (EX —dÓBUGRG 页 我们 已 经 
证 明 ;” 齐 六 方 想 的 每 一 解 天 通过 适当 选择 的 两 个 解 mom 表 成 
cats 十 cue REO BOR CEA SUR BOR FERE CRUS DERN 
HERRN. 

ak RIRE TAEHAE AAR E R RE 
ERE: ET hdl atO ERER, WE 
FEREAU pn 个 常数 tatit t.n ERDE 

eitla) E apite) + bh cepila — 0 
BRM , BEES 25 HERBA] CET EAE e 80SIC TEL Z 220, PIA, ca 0, 
则 $us HRR 

Dek) = mp G) LEER CE 
b HOP EOBQURT EDUC MEE 

edu (x) t eux) d- or H- cuba) — 0 
IDA PEXCR SRORE st. RE o PEA i GO FCD EEG RH. 

DELL ER, ed, oat BREED, AU, EEEN 
ER cu. ctt6 am EIFS 

€g f cube rrr HR cV x7 
XXL IR] AIRE BRE * 876 0, 但 是 , 这 是 不 可 前 的 。 除非 多 项 式 的 
所 有 系数 都 是 0， 

P2 naa Aor ta NRR B ett 为 线性 无 其。 

证 ; 假 没 对 (9 一 1) AERES A, A E 25 
X. 于 是 ,如 果 

6 
是 x 的 恒等式 ,我 们 用 c5 RZE s 一 am 5. Gd 


cet -j= seh cce d d c Vg — d, 


1) BE Kr) 的 规 几 相关 与 问 量 的 线性 相 美 的 证 交 中 完全 一 样 味 [ 见 第 137 DID. 
事实 上 ?认定 区 在 zx HAEA COAR $(x) RER AES S Ao 
k 中 ”常常 是 很 方便 的 XH Ind s bua dir) 就 是 一 人 小雪 量 . 


-793.4 


AUR x 微 疝 此 方程 、 风 常数 ec。 就 销 朱 了 ， 并 昌 得 到 一 个 表明 
(s — 1) AKA eds EET i 线性 相关 的 方程 ， b. resin 
Ete et AERAR, SERET. 所 以 ，# 个 
原来 的 尔 数 之 间 不 能 有 线性 关系 式 . 

[Wb 3. EE sinc, sin 2r, kin $x,---, ein gr ZE[X IB] D SL om Lx 
LopfeEb XGA. RAMENE AREO 798 DUE 1090; EAN 
EX 


NIS sin nxgr "= Me pip 


【参看 第 一 卷 第 291 页 ). 
如 果 我 们 假设 函数 qu 有 直到 = 阶 的 连续 导数 , 则 下 述 定 
理 成 立 : 
PRA AO AHLROHDAE IU HEROS 
diQD du buen) 
dus) pir) e eI 


一 0 (24) 
4f-?() dir? QD. etr G) 
Hx HUE SE XL. b W ER 25 BERK 4B ESTERI Hi 2E ( Wronsky) 行列 
X». 
” ”如果 假设 
之 一 0 

逐次 求 微 商 租 出 另外 的 方程 

Depi) = t,e, 

Seit) - 0, 
然而 ,它们 组 成 # 个 系数 n. s. c, WEH” 个 方程 的 齐 次 方 
程 组 ;因此 ， 方 程 组 的 行列 式 全 必须 是 0， 这 就 直接 得 到 了 条 件 的 
ETE. 


1) 在 这 个 和 忆 后 一 个 证 明 中 Beg TMATRISEEIEBHP TIR, 注意 朗 斯 基 
HAAN -PARAR t ECL ,2,. n RRRA L 
组 的 朗 新 基 行 列 式 等 于 0 ARARNAR LES. 175 DL. 
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条 性 的 充分 性 , 即 ， 如 果 à 一 4 HERI EERHESXDEU. UI 
证 有 如 下 ; 从 王 为 零 可 推 知 方 程 组 
eph F cub = 
dd +.: Ted. 0 


cub D Ao I ppf — 0 
AFERA Cikar" „ĉa LE 150 页 ), 其 中 E, yt al BE EE x EIER 
A. GRAL EMEETIME c, 一 1， 进 一步, 我们 假设 (0 一 D 个 函数 
htir 起 的 朗 斯 其 行列 起 了 不 是 0, 因为 我 们 可 设 定 理 对 
(n 一 1) A- EHE ERE UEDHI ; RK, V-) THES ATTE di ahas 
un "3 中 si 之 间 , 因 而 ,在 dus dn? 435577 "+ b. 之 间 存 在 TREKKA 
式 ， 第 一 个 方程 基于 * 求 微 商 "并 与 第 二 式 丫 合 :得 到 
cad, 十 eub 二 03 
ape, SE 7t Eoo E 6 ee ,得 到 
eibi H edid ooo bee iac, 
等 等 , 直 汉 l 
ep? de ea oor be c. 
Ei. EWEUURACLTEUREURNADA V REF, HHEN 
crs otea ERR uocis race 是 常数 ,因此 ,方程 


Teple) = {Ü 


gH cad 


月 匠 吉 的 一 样 ,表示 一 个 钱 性 关系 式 ， 
3E 8L) got iet A ER ESSE HB 
S—HEHORO VR 
Lis] = asa 7 GO Hc a Om C E cse (25) 
-+ atakae — I 
RE n PREPRI mna otn G ERE eB ER 


+ r r a Ww aepo 000 0 0 | 


1» BRIA o Ar HJAR DDUGDEITAL, V -RIESES RUE TES 
KAR 办 ROCTIIBOREGC, 


295 + 


k à ù Ch g a a > ok 


+ 
u = Set, 
=I 


特别 地 ,用 下 述 荣 件 能 够 确定 一 基本 解 组 。 在 一 指定 点 ;比如 
说 x 一 sm WEEL 而 s, 的 直到 第 (m 一 1) 阶 导数 部 是 0; 
S 21)$Usx HAIZ (n— D irait, ui EIS. HE 
是 0, 而 第 i Wr Sii fe Re 1. 

A A EE IBS exp E T i BR 809 页 证 明 的 在 在 定理 得 到 . 
以 刚刚 证 明 的 朗 斯 菇 条件 (24) AREE t 与 Wig H2 7 7 1 Vy, iB] 
££ Cc PUE DES io REESE 20 9.77 E 


" 
> EF 
TT 


Saut —0 (i= 1,2,--.0) 


rat 
能 得 出 (n 十 1) ^r ER E H VN. OS tT t. HIRRET RETTA USE 
0s ar E GELEET ET aaia 线性 想 关 ， 由 于 Havey "ste 线性 无 次 ， 
于 是 ， M RE PT Ei» a T 


b. 三 阶 齐 次 微分 方程 l 
ET iko h EON mUEDHSR, WARE Eoee 
É. 
设 微分 方程 是 
Liu] = az" oF bw P ew =), (25) 
TUR m ,watx) 构成 基本 解 组 , 于 是 V = mu ieu 是 
BERIA E WU ew 一 ww. HT 


1) BACRDEEAEEUH nun imum. SERE Et IER S 
P, icum 
TE EHRE Ca 是 常数 ,它们 构成 一 行列 式 示 为 办 的 拭 阵 ， 


+ T9i a 


^o L[x] — 038 Ep] 40, 
T EM 
i L[m] — e L[s1- aW! 4- àW = 0, 
这 大 关于 邢 的 一 阶 线性 方程 。 按 第 799 页 公式 【22b]。 它 的 通 解 
HA Ufa. t. ET . 
© p= QUPD . 005 5. (27) 


其 中 。 pP 这 个 公式 在 进一步 发 展 二 阶 微分 方程 的 理论 中 用 
HRS. 
- 仁 得 提出 的 男 一 性 质 是 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 总 可 迹 成 一 阶 
AE ARE Ri (Riccati) 方程 。 歼 卡 担 方程 的 形式 为 .~ 
sr pvp d- ge t or m D, ooa 
其 中 4 是 # HAR, (ow m= uz. W w^ ezt ur = ur t 
w= ， 线 性 方 穆 {26) 就 变 成 黎 卡 提 方程 

| as d- az c bz c, 

第 三 点 注意 : 如 打 我 们 知道 二 阶 线性 其 次 微分 方程 的 一 个 解 
v) ,问题 就 简化 为 解 一 个 一 阶 币 分 方程 ， 3t H.8E H8 UE B. 
特别 地 ,如 果 假 设 LIel— 0 并 令 “一 az， 其 中 stz) 是 待 求 的 
FER PAGA x 的 微分 方程 _ 
asv + 2ax v/ 4- bz'v t zL[v] — avz" + (2av' + bv)s' — 0, 
但 是 ,这 是 关于 未 知 函数 z 一 w POERIE CULTO s 第 790 页 
AX QN) 给 出 它 的 解 ， 于 是 , 再 积分 一 次 就 能 从 过 得 到 因子 z， 
因而 ,也 得 到 解 地 ， 


例如 ,二 阶 线性 方程 
"aY 7 _- 
y P5 tj Ü 
等 价 于 黎 卡 提 方 程 ， | 
gt aq 9, 


1) Jib » Jc 5 — 8 n SR OE IRLERLUTAR 2 ES I AS CZT) REGIBUS 
T» Bu. Were = ru Raup EE, CEARA HRK. 


a Py 


其 中 z= y/yr, EJES 7 一 * 为 一 特 解 ; 因 此 , 立 可 化 归 - 一 阶 


方程 . sx, 
其 中 e= yje, AAB ye arti, BDAGECDTEY EBUSRE 
yx + br, 


23 TRES EL REREI 5 i o6 e 9 RT 18 n 阶 线性 签 分 方程 化 归 
一 个 避 一 1) 春 的 方程 ,如 果 上 胸 一 方程 的 一 个 解 是 已 知 的 话 ， 


练习 63b 


l.HERH; HA anr, sinaxrysn 和 在 区 闻 9 «nac «a 
上 线性 无 关 ， 提 示 : iA ARREMETE MEER EIES, Riin 
E man, RU 

N gin sr sin grde = Î 

(E S3 —55 2»). 

2, EWH: 如 果 dottern 是 不 相等 的 数 ， Pah .PA 是 
在 意 儿 项 式 ( 不 亿 等 于 0), WER EH 

dix) PEs) er ye aba(x) m Po)? 

B EX. 

3. ARASA KRK a 一 v^ 可 把 所 谓 伯 努 利 方程 (参看 
562 8E 7 AD 
Y +- es) = by (o oe 1) 
TER SU PIU ES LRULERGK RR; FRE 

(a) x) + y m Ylogr, 

(b) z(xY Tt»), 

(c) (1— FY — zy — ax, 

4. ERR FEE 

yY ct PG)Y -F Oia + RG) —9 
Bp ERRER HE WROGA LINER m x0. ARRA 
BE; .e—llu—25).] FABRE 
一 和 天 十 如 一 一 小 


»7908 4 


它 有 特 解 nmr, 
5. 求 下 列 瑞 个 逢 分 方程 的 公 去 积分 
(a) y 2 
(b) y = =f yt tr +r, 
6. 利用 第 S 题 逐 得 的 特 解 ,时 定 积 分 求解 方太 
y - y! -d-2r— x, 
在 v,» XE PEEL E43 dEEREDLEEHT, 


T 设 YJ) ES FEDA SAE t mme. UE 


HAEA 
(n y) 
Er. r 
(7, — v.) 
(5; — Ya) 
是 常数 。 | 


8. JEHH- "E AxMESRdHEG EE MNTREE nU) TB x). W 


通 解 是 l 
y—n-—c(Y — h) ex | PO, — 8) dx | 
AB * UGETSGÁGN. 


方程 
y 一 yipr = y'cosx 一 1. 
有 形 如 scos"s 的 解 , 从 而 求 它 的 遂 解 . 
9. HEHA: H 
(3) (0— ar) tey — y —0, 
(b) 2zUz — Dy" — (tr H iy 4- Qr 1) 0 
TAHA, BEIGE REI JE SE dE REIR RE A 75 RI. 


, M. 曲线 在 P ARWR? HET RERO ZO FAA T, HHA 


np s^ OT, 证明: 曲线 的 极 坐标 方程 形式 为 
' p = l t nô)" 
ces" "B C 


a TO 


c- 非 刘 次 微分 方程 EE SU 


X HERUM D. 
Liu] — emt 4e co a Ys (233 
—BHBDR. fc BE CE, AERE PEHEEBILAET, 这 可 t 
ADR. MD. BHARR noe. cc cs MOUUEBER USE 
Lie] 一 9 的 满足 条 和 件 | . 
a(5)- UU. (E) m 0. unt) — 0,uv*7 (E) 1 (Bb) 
H-A ERATAN c. Uu). HR ult) 与 它 对 
r 的 前 = EP SH REP EISEDD RE HOCXEBUBNE. ARESE 
js 一 0 RERE b) He SE En Gr — £)] 

73 
现在 ;我们 断言 公式 

vn) m | (Ee Gud (28c) 


给 网 Lied 5 HA BAEN (2 一 1) 阶 导 数 在 x 二 90 
BOSE, ATESA! RADARADA n S 
XP 9 HECHO] XEPEORPEBS six) 对 x ÜufERE. 并 网 忆 从 C28b) 
等 到 的 下 述 关 系 式 ; 
下 一 
其 中 ;例如 w(r,x) Ji Ou(z,E)/Ox dE £ — z AA. 

这 拌 一 条 ,我们 得 到 


eG) — éGDsGs Ee. + eG Gs Dit 


一 | ev. D4s. 


1) T[5zcMOHELUASENERR. ME ror SERERE r REEN eco 作 及 的 洗 
直线 运动 的 点 的 毕 标 * D TORO E SETA X cH ECIBES SEIS bi. TT 
A. LEER sfe E ECC HA) 4159 009 1 H -AR AERARII 
AAE MORREN 3x Zr[RMPAXPE, c 


» EO « 


eG) = GE) GoDle t | pS) Gubds 


- fec" Gba. 


L - 
& B * BÉ m 本 


qe) 一 ea Gs EX Mies + COLEI 
， E |. (Du Ges), 
£7 (x) m CEJ Un E) Lees + erem 


— 660 + | pwr) 
因为 上 [wtxs8)] 一 0， 这 就 证 实 了 方程 LI 一 à) TUE SEE 
s(0) — DO, 2'(0) — 0, -, cit-7(0) — On vr. 
用 下 述 显 然 不 同 的 方法 它 推广 了 第 790 页 对 一 阶 方程 用 
、 我 们 用 齐 次 方程 的 线性 无 关 解 e 
的 线性 组 合 形式 来 写 找 非 齐 次 方程 的 解 sw. BU e] 
uc Y xs). . (28d) 
现在 我 们 允许 其 中 的 系数 Y, Ex RUPES. fpxx E AA D R i P 
n ETRAS. 


Tus + rim deo ode rua, m=O 
Tua + Yu 十 -十 Y 一 人 
Yu" 二 
由 此 得 到 的 导数 有 下 狮 公式 : 


wm Nu 


go PX 
uio m yrat h + Ere, 
抬 这 些 表达 式 代 入 微分 方程 并 注意 Llull- p 便 有 


$01* 


Frut = d$). 
对 于 系数 r, 我 们 得 到 了 一 个 方程 组 ， 它 的 行列 式 就 是 基本 解 组 
*， 的 让 斯 基 行列 式 W , 因 而 不 为 0， 这样- 一 来 ,就 确定 了 系数 7;， 
所 以 ,用 求 积 法 也 就 确定 了 系数 Y;。 把 整个 论述 出 回去 ， 方 程 的 
一 个 第 就 确实 被 找到 了 ,但 是 ,由 于 在 系数 > 中 隐 含 有 积分 党 数 ， 
所 以 ,事实 上 这 就 是 通 解 ， 
我 们 让 读者 来 证 明 。 如 果 把 上 面 定义 的 齐 次 方程 的 解 u(x,5) 
表 成 
ue D = Xu, 
则 两 种 方法 实际 上 是 完全 一 样 的 ， 
后 一 种 访 法 延 称 参数 变易 法 , 因为 ,这 时 解 表 为 变 系 数 的 函数 
的 线性 组 合 ,而 在 齐 次 方程 的 情况 下 ,这 些 系数 都 是 常数 。 
P1 考察 方程 


Hu z 
u“ — 2 " 路 2 一 xm xen 
X X 


在 第 798 pi E ELS HORT CET E 
" u t 
一 
的 一 个 独立 和解 组 是 — x. n 一 x55 因而, 如果 寻求 形 如 
uea ya + y 
的 解 ,我 条 得 到 关于 ra 和 Y, 的 条 年 
ruo +r = 0, 
Yı + 2Yix -— Ir", 
HU, 
yim 一 了 2 Yim eF, 
ERI MER 205 E t E 
a — re" + ea Hr, 
| 例 2， 作 为 应 用 我 们 给 出 处 由 强迫 振动 的 一 种 方 污 ， 这 时 微 
分 方程 的 右 妆 不必 是 第 一 卷 第 九 音 第 679 页 考察 的 半期 函数 ， 布 
可 以 用 任意 连续 因数 PUO 来 代 普 ， 为 了 简单 起 见 , 我 们 限于 无 摩 


E TEPE 


控 的 情况 并 取 mw = 1 (R, ESEL mik—[38 oE 
TR 
HO 二 0-60), (28e) 
其 中 量 CS 和 号 以 前 称 为 二 和 j, 
按 (280), ERE 


Fi 一 h M sin £(z — A)dl 


ERRARE Q8 MESIRE 
F(0)-0, F'(0)-0 
RUE. 这 样 一 来 , 司 有 面 一 样 ,我 们 得 到 微分 方程 的 通 解 
xD 到 POE k( i — 2)dàÀ + c, sin ks + c, cost, 


其 中 e M C. 是 尾音 积分 常数 - a 

FE, WERA DEAM EROS dno 或 cow 
EJEA., Sibi AlTA RAE EDEDERTU SE —35 38 JL BERE. 680 DIT 
的 结果 ， . 


35) 5.30 


1. 积分 下 列 方 程 ; 

(a) y" 一 7 一 0 

(b) y" — 44" 4-5y — 25 — 0, 

(c) y" — + — y — 4, 

(d) y" — 3" 4 2» — D, 

(e) zy" 4-xy' — y — 0, 

a 征明: 类 系数 线性 齐 次 方程 

L(y) = y^! 4 ey t= 
EOS ret 的 基本 解 级 ,其 中 a. BESMA 
Hr) — z' T cst Re er, 

的 根 . 

3. 


* Bp3 : 


| ay cow Y! boo de aug = Pis) 

Ro Ud RBEUESEREIUEO UR, P(x) ESZ. € me 
并 考虑 形式 全 等 式 

于 

go a idR a l 
EEH | 

y m 54) t BP (D) He BP (m) nr re 

jj HEN- ARRE. 


WR m=, H s 近 0s 则 可 有 EFA 


keel a CÓ RE BE on 
WEBB. 这 时 - b 
y= fP adr + APO + BE D) + bP” x) He e 
ERTI EE] RRRA- 


DUE ERES LE IE 
(a) vy" 4 y — ix 5r, 
(b) y" - X = (+ x, 
5. pE 
a rn desc de au = ep) 
BR, n. cc ERE, PO) ESTAA. 3H 
y = zet 
BARRERES * 一 20). 并 把 第 3 题 的 方法 用 于 * 的 方程 ， 
就 能 求 得 厌 方 程 的 一 个 特 路 积分 . 
试用 这 种 三 法 求 下 列 方程 的 特殊 积分 - 
(a) EAr T 3y = 325, 
(b) 9" — 2y p y = ret, 
6. 完全 解 出 方程 ， | 
y" — Sy! 4- 6p m cr — 3) 
7. (4) R e, e 是 方程 
jx" — rE" e60Y 4 40 —U 


M 04* 


SS BIACEX UAE, UEBRSER EAE dut He 十 Co ,其 中 


fwd T afleer 
a =a] (um — u'p) , (we — asy 
E 4.8.,C Xr WE. 
(b) 解 方程 


ax! 4- 5)y"' pr 4- 25)y" + (222? + 40), 30zy — 9, 
EAEE TA RH, 


64 一般 的 一 阶 签 分 方程 
a. 几何 解释 


我 们 开始 落 宕 一 阶 微 分 方程 . 

Fixa = 0, (23) 
id F ESLIÁMMESGD 1.5.9 的 连续 可 微 画 娄 。 从 几何 上 来 
鼻 , 这 个 方程 为 旦 任何 穿 过 平面 工交 角 坐标 为 (92 KA, HO 
VERS E RO d ity GE i FE EACH aO R. EEF 
BERERA EAEE, PEDE Fry) — 0 
fEML—ÀEHE Y. RD» ERRER 

y! — f(x. (30) 
其 中 fuo 是 *,y OESTRA, TE, TRASA 
(3) JPRGUOSGET — "IH BpERUE BR. EDLAJUREEICR, d 
DEN RENAL, INA SEA TRETEN 
Eh) E58. BUE H9 BL RS DART CERE. y 二 Gu) 所 规定 . 
这 科 徊 线 称 为 向 分 方程 物 积分 曲线 . 

通过 及 的 每 一 -点 (Go) 有 微分 方程 = f(xsy) 唯一 的 积 

公 井 线 ， 这 在 才 观 上 是 似乎 有 至 的 ， 在 下 述 欧 基本 存 赫 定 亏 击 更 
SOS T Xo 


4B 5. 


在 第 809 Dij BIDEIEBHIAOGEGS, ERRETES ` 
一 些 例 题 。 | 

HITRI 
y = —xly, (312) 
比如 说 ,我 们 在 区 域 «00 AKEZA ARAM, EXE JA (uv) 
的 方向 与 从 原点 到 点 (2,5) HARRA. 由 此 我 们 从 几何 上 推 
知 凡 原点 为 中 心 的 贺 缴 必然 是 这 个 方程 的 积分 曲线 .这 个 结果 以 
分 析 上 也 丰 常 容易 得 到 证 实 , 用 分 离 变 吕 落 ( 第 788 页 ), 得 

十 六 二 常数 c, 

这 遍 明 这 些 圆 弧 是 微分 方程 的 解 。 

微分 方程 

y! 一 》 (31b) 

HARRA ESTCES 9 . c3 LRLEOEE ERR JG EM A. 这 
HRK LER LBS EET Xx Z5 0E B, Am. ELCHE EPUS Hi 
线 ， 事 实 上 ,我 们 立即 看 出 y cr HERRN e 均 满 足 徽 分 方 
gi". 
FB [RI EE EZ; 9:486 78 4T 2 GS UERBO 


=e tF, 

y= cix 
分 别 满足 微分 方程 

y= M (y & 0) 
Y 
种 
y c 一 z (z 320), 

其 中 e 是 用 以 措 寄 族 中 特定 曲线 的 参数 . 


à T 本 € + 


方程 。 在 这 样 的 族 中 * 的 函数 不 仅 依赖 于 e. ISELRENONCT 


D 在 原点 方向 场 不 再 咋 一 确定 ; EGG PGESORERS AERA BOO d HU ERR 
AIENEA A. 2 


804” 


参数 c.m RAT < 一 六 r0): 如 我 们 所 说 ,这 些 解 依 下 于 
—HERBRUBL ERE, BR f(x》 的 普通 积分 仅仅 是 在 (Cnr) re 
ZAR v 的 微分 方程 解 的 特例 ,因此 ,方向 场 在 一 点 的 方 启 被 * 必 
标 单独 决定 ， 我 们 立 寻 看 出 狗 一 条 积分 曲线 洛 Y 轴 方 入 平移 可 得 
其 它 的 积分 阳线 。 愉 分析 上 来 看 ， 这 对 应 于 熟知 的 事实 ，* 的 不 
定 积分 ， 即 繁 分 方程 x — fü) 的 解 包 含 一 个 寿 对 加 上 的 常数 ， 

从 壬 分 方程 的 几何 解释 得 出 了 一 种 积分 曲线 的 近 贡 图形 的 构 
造 方法 , 它 与 x 的 阔 娄 的 不 定 积分 的 特 萄 情况 是 大 至 一 样 的 (第 一 
A385 508 页 )， 我 们 只 须 衣 想 用 一 条 折线 来 代替 积分 曲线 ,折线 每 
边 的 方 沿 就 是 方向 场 在 它 的 起 点 { 或 它 狗 尾 一 别 的 点 ?所 规定 的 方 
向 。 这 样 的 折 红 可 愉 玉 的 任意 页 开 贻 作息， 把 折 剖 的 边 长 取得 起 
小 , 则 折 闪 的 边 将 不 仅 只 在 它们 的 起 点 上 ,而 且 在 它们 的 整个 长 座 
上 区 更 高 的 精确 度 竺 人 台 徽 分 方程 的 方向 场 。 在 获 。 我 们 不 加 证 明 
Hiph pde. SO E XENEUGDNSE, ARFER 
X AER EE EE RO fu 


b. 曲线 旗 的 微分 方程 - SR. GEX DUE 


FELAH ROTRA MAb. A ATAT 
相反 的 问题 ， 悬 否 对 每 一 单 参 禾 曲线 族 rssc) -并 4 Fl 
sirar) HA MITES 

FGr.9.9) —9 
EYED tiiu ADURERUXGH. KERRATA 
JHE AA, DEGEBU— mgr ARS SR c 不 能 在 微分 为 程 
中 出 现 ， 所 以 。 AINERE C LRLTREBRESU EA C 
HETA. 事实 上 ,容易 求 每 这 样 的 微分 方程 - 在 

Airaa) =D . (321) 

rE E OE REBISERI UTR EI 

Pa 十 十 一 小 (32) 

如 果 从 这 个 方程 和 方程 w 一 HESR ARRERA 
分 方程 。 Ch # 二 0 ERGY c 通过 = 和 3 RANTE 


ws ADF., 


上 ,总 是 能 够 消去 = 的 :我 和 们 只 要 把 这 样 得 到 的 泰达 式 e 一 ey) 
[EA 4. 和 而 HEER MAST HH ENR A E. 

作为 第 一 全 基于 .考察 同心 圆 族 x en e c m 0, 对 x PEE 

[UE ES EU b E 
r +y =D, (32c) 
这 与 第 806 Dp (312) —#. 

5 —3 5 bE z 8 ET) y EXE (e — e n? —1, xt 
x SR ER GELTEN] 

(r — e)-- yy —9, 
RHBX <, 可 得 微分 方程 
PU 4 y") — I, 

切 于 * HORER » = (x 一 中 通过 方程 了 — 206 — e) 

[FEE XRSEERSR ESO 2: ER 
y = 45. 

在 后 二 说 中 :我 们 看 到 不 仅 族 中 的 昌 线 , 而且， 前 者 运 有 直线 
?一 1 和 ?一 一 1 后 者 十 有 * 轴 2 一 0 都 满 忌 对 应 的 徽 分 方程 ， 
这 个 能 够 立即 从 分 村 上 证 灾 的 人 事实， 也 可 无 须 计 算 而 从 微分 方程 
的 几 有 有 意 立 得 由 这些 钱 前 是 对 应 曲线 族 的 包 绍 。 由 于 自 络 主 每 
&& E. 5 Mee — RHAI ,所 以 , 它 让 在 该 点 必然 有 方向 场 指定 的 
SR. REE, Ur ER E PILAR 9 B ER OCA RE. 
FEBR SECHH 4 EE ER ACRES) 6038 MI ple SURE 75 EG E E HT. 

ik RESH Dx.) — e 二 RA Ea. 3 
EHT OR 的 每 一 点 P, 3OESUJIDECBIZPBUBEEIUIBG. 
我 们 就 得 到 里 短 分 方程 六 = —0./0, REA To SE C325) D. 
另 一 方面 ， 如 果 对 每 一 点 P 规定 的 方向 是 甫 过 它 的 由 线 的 法 线 方 
向 ,得 到 的 方向 场 就 由 给 分 方程 

y EP: 
所 袖 定 。 

ATRO 23 SERERE IER REED. — r BEZ Be. 

曲线 P - cAi Sag) v EXFL TE PIEZA. 


» A08: 


因此 ,如 果 几 微分 方程 ”一 jey) 0 — o RERO PULL ALAUK 
积 给 定 的 微分 方程 , 就 能 求 得 正 交 雪线 族 的 微分 方程 古 


1 
(0 KY 
在 上 面 讨论 的 例 (31a) PHAR s! 十 ”二 满足 的 向 分 
方程 ,我 们 求 得 正 交 轨 线 的 微分 方程 是 y 一 /x。 AM, ERH 
线 是 通过 原点 的 直线 族 [ 见 (31b)1, 
AUE pov 0。 共 焦 掀 物 线 族 (参看 第 三 章 第 233 页 ) y— 


PY . a 
zz 人 (z 十 二) 一 0 满足 微分 方程 
"= E —x " 4 
y= 机 | + ui 
Ht E ERE B E NHRD JR EE 


， —i l FEE" 
—€——— PE E 
(—x t veri yy Á ) 
这 个 繁 分 方程 的 解 是 拖 牺 线 族 


:3 过] 一 0， 
y (s? 


其 中 op: ZERRA, PPEGXRCISBU— iH Rak fR R 


c 解 的 存在 唯一 性 定理 


现在 来 证 明 在 第 805 页 说 过 的 向 分 方程 Y — f(x.) BOATS 
TE- Hg. TERE, BRATA ERE YOx). UR 
fb Yfzm 一 各 简化 为 HD) — 0, HA5 XE Y — o 2535 — 
„=; f RRE, TRANNE EE 3r E tr 
方程 duldi — KE + xem + Yo), 

在 证 明 中 ,我 们 可 限于 在 点 x+ — 0 Aaah BRA T 
讼 .如 采 在 包 食 把 xX 三 0 的 这 样 一 个 区 间 内 已 经 证 明了 解 的 存 
在 队 一 性 ， 那 么 也 就 能 证 朋 存 它 的 端点 的 一 个 邻 域 中 的 存在 瞧 一 


s 09+ 


性 ;等 等 。 
因此 ,考虑 含 于 函数 f(e) 的 定义 域 中 的 一 个 持 形 . |*| x: 
e, ?| xb, FER M .Mi， 使 得 对 于 [ix [i6 


fyl) x M, HETI x Mi, (32d) 
WEAGE A- AENIERRE aA TI BBEE XI 
Mua Zb, Magl, (32€) 


不 等 式 (324) 在 更 小 的 矩形 上 当然 成 立 。 对 于 太一 Tx 了) 3E 
AR y = 0 HEE »GO, X lea HEA datt 
|rGO] «5. ERR, MWEE roa Bls, H 
PiE — b, TERE- SEERE AE RRA 


b = WEJ = HEE) ) de | < MLE] < Me < k 
导致 矛盾 

普 先 来 证 明 微 分 方程 的 满足 初 条 件 的 解 不 多 于 一 个 。 如 果 存 
在 两 个 解 EA 和 (7) ， 则 它们 的 着 d(X)  —2 WX 

d (a) = fx,Au()) — Rau). 

用 中 售 定理 ,方程 尖端 能 表 成 (3 一 90x7) — 460b 7) 的 
形式 ,其 中 了 是 5 5 x ØRE. ERAR Sue! «Lay, 
^ An 是 * 的 连续 函数 :并 且 在 * 一 0 取 零 值 。 这 里 是 两 函 
数 的 绝对 值 在 该 邻 域内 的 上 界 , 所 忆 在 |*| 宇内 处 处 有 17| m o, 
而 且 , 邓 是 dfi EAk ma. 17| x6 AHR. 最 后 ; 设 D 是 
aC 在 区 加 l| & e 上 的 最 大 信 ， 假设 这 个 值 在 x EN 
aL. BART k| m, 


dix)| = lah) S DM, 
因此 ， 


D = l4) — Dacas < IEDM <aDM. 
可 是 由 于 eM «cd, 这 推 得 DP 一 0。 BD, Æ FER A R 
x| 所 HRI ni) 一 为 Cs 加 


D 这 个 证 明 的 所 本 思想 是 ， AARAA” AALA 
BUE BITS A BU OPE XS, 
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MAMARA ERE e EKEUUEBI. 我们 用 一 种 还 痊 
其 它 重 要 应 用 (特别 是 对 于 微分 方程 的 数 信 和 解 和 对 于 映射 的 反 注 ) 
的 方法 来 构造 解 。 这 就 是 选 代 法 或 逐次 沁 近 涛 。 在 这 里 ， 我 们 得 
刘 的 解 是 近 羽 解 序 到 G0. nO0, ha HERR. 取 
yl) — 0 作 第 一 次 近似 vo). RBUESED OS ELI 


5G) = [r.a 
fef Veg MOX HABET — ORBI n) 
n = ite nas. 
-一般 地 ,第 〈* 十 1) 次 近 仅 是 从 第 “次 近似 用 方程 
po) = [EY aED Yds (332) 


得 到 的 。 如 果 在 区 阳 lf mre CHIXAPGEREUMEIEI BS TI — 39000068 
TERE fsy， 我 们 可 立即 在 积分 号 下 取 被 限 并 且 得 到 种 限 
函数 的 方程 


yO Gv) G) 


HIE Y = jir) 所 以 了 列 实 是 所 求 的 解 - 
我 们 用 下 面 的 估计 来 证 明 在 而 盆 小 的 区 闻 1z| 去 «中 的 路 部 
Ek. X or.nG — 9.00 = d.GO. D. 表示 hl XE DLISI 
ixi «a 上 的 最 大 值 。 
对 于 方程 
d) — Ya Y. fuu —3JU JA); 
HAER 
P 一 d. Gf Gru QD). (33«) 
其 中 各- 是 yo Y.a By— BH. XXE GO s 
M, [f(x x M, EPERRA |] ea, Il e ERI 加 
ERMER AR J, KAA 【yl e 5 在 区 间 [x| xa 上 成 
立 , 则 根据 ». 的 定义 ,我 们 有 


"#11 -+ 


bec = [ront «lei < ons. 
TE, PELEES TEIG BA, ERN 
|z| ah HRA Isa] x56. HUTXEE n0 一 0 RN 
I < bs EAERA el <a REAREA a0 L 
对 每 个 ”者 成立。 因此 ,在 (33c) 中 我 们 可 用 估计 | 加 | ec MGR 
积分 得 | 
icol o ays) < uta d 
AE, 2.00] EKA higa LIRAKE D. 
D, €. aM D a 
汐 界 ， 
EUR a 这样 的 小 ,使 得 aM 所 9 < 1 其 中 9 Re -AEREN 
的 分 数 ,比如 涪 4 一 一 . BRA Dan < 4D, «a"D. 
让 我 们 现在 来 考察 级 数 
dU x 十 二 try 十 本 二 十 十 
它 的 前 JEDNE nE) 当 del ca 时 第 * MAMER 
大 于 数 Da. Ei, 我 们 的 级 数 被 一 个 收敛 的 煞 项 几何 级 教 所 
控制 ， 医 此 (参看 第 一 卷 第 562 页 ,在 区 间 Ind ca Pam eti 
ATEREA CO ,这 样 一 来 ,我 们 看 逢 存 左 一 个 区 间 1z| as 
其 中 微分 方程 有 唯 --- 解 。 
MER TÄLER: ”可 以 一 步 一 步 地 把 解 延 拓 到 
GE RBDURRIZA, KERA fx,y) ERFAR. €S 
,前 述 的 汪 明 指 出 ， 如 果 解 已 被 延 拓 到 基 一 点 , SU ej Mr 
前 延 拓 一 长 度 为 的 = 区间, 但 是 ,这 个 a kA TE REKORA 
分 区 间 区 端点 的 坐标 。 可 以 设想 在 进行 中 a 逐步 地 综 小 得 这 样 
过 这 ,以 得 于 无 论 作 多 少 步 ， 鲜 都 不 能 再 延 拓 得 比 一 个 小 量 更 多 ， 
我 们 筹 妥 证 明 , 愤 现 不 是 这 样 
假设 R'OROE ROSISBUCÁAEORCOHDOR. BA. TRER A dp 
KR, EER R PEA lut) AEDE bx 


«812. 


ran th, |m bey Tt b BbiE RED. am JH M RLUM OE 
Š lten) 和 jxsy)| ERALA, 我 们 就 可 发 现 ， 和 着 取 
a, Bini, RR d. M2 和 BJM, PEENE, NESNE TEN 
中 如 给 = 的 侈 部 条 件 必定 都 是 汕 足 的 .这 就 不 再 依 闲 于 (xos70) 了 ; 
因此 ,每 步 我 们 都 能 够 彻 解 延 放 一 个 不 变 的 量 az， 这 样 ,我 们 能 够 
一 步 一 步 地 前 进 ,直到 R' 的 边 弄 。 由 于 R' TAA REPRESA 
NOEA T 3:350 9 Eo RUP ud 
练习 G4 
Li 
JUr,J,.c) — 0 
是 一 平面 曲线 搂 。， 从 它 与 方程 
Sf ac Sf y 一 0 


Dr Iy 
之 闻 消 去 常数 €, FAHREN A ER 
F(a,Y,y =b 


【参看 第 8071W). Kik es) Ær RREAN: MERDA 
F(x,y} =U l 
RIRIS C ARSH RIR f(x,y.e) = ORJ BLARS JE 
指明 
y — (Y^) 


MEGILIERI DIDI AET ar EE, ZERAN. ST 
uerge 
ye-iry 
HAER. h Ó(x,y) 对 于 所 有 的 i. HORE UNGEBOQ IR. DUELRUGDEMAHE 


z= Ôb} ye D 的 准 一 解 是 函数 y 一 tg* Gi da RD. RUE aay) 对 


-t M REGTER GRE ta LCURBHEÉ. E RBS BIN— 


RGERBJNMERUSGEGÉAAIDAXD. PRIBHDGEGYR WRESIEGUTGE. plan. 性 一 
BE xima jys NEG — er CEDE L| x] af, aci E 
B EE —FUEIRI ERRARE EE RALIS. 
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是 上 在 任 一 给 定点 的 斜率 Y BARAWER ryer) = 0 
WAE yY 之 间 的 关系 式 ,. 最 重要 的 情形 是 pe) 一 —1/p, 它 引 
导出 曲 缀 族 的 正 交 饥 线 的 微分 方程 (参看 第 309 页 ) 
1 
p(y, x) — 0, 

用 此 法 求 下 列 曲线 族 的 正 交 轨 线 : 

(a) 2 十 好 十 cy 一 工 一 小 ， 

(b) y = cx, 

i y! 1 

(c) T= | (222577 0,— BÀ e 0), 

(d) y = cosx +e, 

(e). (x — ey t y! — v. 

在 每 种 情形 下 锣 出 两 正 交 曲线 族 的 图 象 . 

2. 对 于 直线 族 y 一 cx RARR: (a) BUABUS ERES 
线 射 率 的 二 和 倍 ; (b) HEREDES HARRA SUCUS. 

3, 类 型 为 

y= xp +y), py 
的 微分 方程 组 首先 由 克 莱 洛 (Clairaur) WA. KE 
TRI CI $e - 0, 


HAD y= e = HRAL 
y 7 xc + gie) 
是 微分 方程 的 通 积分 ; 它 表 示 一 直线 族 ， 另 一 解 是 
x 一 一 下 p) 
uU 
y 一 —py'(p) t mp) 

一 起 给 出 中 做 育 积 分 的 套数 表达 式 . 注意 。 由 后 一 方程 给 出 的 曲 
AE ELI LR. 

MEERI 


Firm 


(a) y xp — P. 
4: 


(b) v -— xf te 
的 奇 解 ， 
4. RAME 


x 
v = 1c6sgh — 
ü 


fr get pg 35 9e. 
S. 控 格 朗 日 研究 了 最 一 般 的 对 * Ero ERMEBUTRAE T; EL RU 
y — rolp) 二 CP. 
KMA. RIE 
P = pip) 十 [> 的 (PT t v2, 


只 要 e(p) —p2x0 和 了 AERE, EBEER LE 
dx 十 E + TE - 0 
ip b(p)— P Bp — è 
wi. ERD HAAA RA. MGE 
二 个 方程 可 见方 程 pH pan, p—CWEES D EHETORUR EI 
强 的 奇 解 , 
对 这 些 兆 可 必 几 何 解 天 加 下 : 考察 克 芋 洛 方 程 
y — ap -- i'i) i 
其 中 pi 是 pl HEAR, opl) m p, Buubur 
TRDOJDESGS EE OK 
y — xe t pleie] 
* 
y — xe) Hm) Ce 二 第 数 ) 


HERE. SHE E. pli 


;= 一 ， tgp) 


就 是 代表 克 莱 党 方程 


a 831950 


E ] X 
yo apti o | 


Id E DER REPRE PRECOR ES DLAOB9 RO 2; I. 
利用 此 泛 积 分 下 述 方程 
yo lp Ha) m LG ey. 
6. UB STIE CUR. REED ERREUR FUIS T RR s 
efzpe-e elm 


Li 


Syll 1 dD).l—-» 
中 |] 人 一 六， | 六 | -二 六 
ESRR FERRARA E EARRA A R, R 
frais. 

7. 积分 齐 次 方程 


ley — rP = Et p] [arcsin Z ' 


VAN, 

8, du OE 3 BAH — ELE RE EROR EL k, E 
RES BP OESRIIARBSPBUD. Hits #041 thii sae 
TIER TESSIEOE MAI 953& 0827 E: 

(a) 避 线 与 * RHHU $ AuRU BE YEA NIE. 

(b) RRRA ATE BERND TET Je ER, 

(c) UR ES AS EE BI ERIS TEL PR Ret T e 


6.5 ”微分 方程 组 和 高 阶 微 分 方程 


上 而 的 论证 能 控 广 到 zx FERREUS TORRENT EE 
的 一 阶 微分 方程 组 第 为 挟 够 一 般 北 的 例子 ， 我 们 将 考察 琴 个 衣 
EK ov(G 与 ts) 的 两 个 短 分 方程 的 方程 组 
y 一 Krafan) 
T o— Six], 


e 815 e 


RopggqadqeHdscEESERDORRESE. a RDD BUB VIAE 
JR s.s. 3 空间 中 的 一 个 方向 场 。 老 空间 点 Lx, ,8s) 处 规定 一 个 方 
启 , 它 的 方向 余弦 洪 足 比例 起 qz: 起 : 4s — i RODERA 
RABEL Ete TESSTRDR BF UI 27 A BUE ER. 
5-A XSEBNSDL—E Xu idok S. xPTOODIEÉH 
f i3 E ESTERE RHE- A kord ELOUS — AO 
方程 组 的 积分 曲线 通过 *。 区 填 了 被 双 参数 空间 曲线 族 太 才 芋 .由 
此 可 得 衬 务 方 看 组 的 如 是 两 个 函 波 yz) 和 S GO EATUR IZ ol 
于 自 变量 1, 也 依 策 于 两 个 任意 套数 <， 与 ns BRDAN. 

因为 畜 阶 稚 分 方程 , 即 、 出 现 有 高 于 一 阶 导数 的 币 当 方程 ,总 
HEt- Vr GS EUR HUARAZ. 

pin, —Wr ir xx 

y" = ty) 
可 写成 丙 个 一 拖 的 微分 方 开 年。 或 们 只 需 取 了 M xd9—2 qiie 
RAAR #, 则 二 写成 微分 方程 组 
y = LN 
a. m Á(x ax). 

eus t CD A c CT IE RES LR, 1 3] ERE 
RE — ^4 BRE E 7M Da] EROR 

dal IDA oig de HET Er AMESUMES, anb TEX 
795 一 796 页 用 过 芍 线性 微分 方程 的 基本 存在 定理 ， 


1$] 6.5 
1- 解 下 列 微 分 方程 : 
(3) yy =r, 
1D AF nsp ns l, FRERE ARRA H3 BOEDGEUER EERGEGAX 


Yee Gm ['K&sy Ces 2048; 
sakr) = | CC C 
FUE S ab CE RE IER EN 


rB]? ~ 


(b) 27"7Y' on 1, 
(c) xy” — Y -—2, 
(d) 225779" — y'" — 2, 
2.3 78 
Fraa -- 0 
的 微分 方程 (注意 x* 不 以 显 式 出 现 ) 能 用 下 活化 归 一 阶 方 程 ; 选取 
” 作 自 变量 ,pp 一 了 作 未 知 函 数 ， 于 是 ， 


rr 
y'= p,y" A Td, ds PD 


而 微分 方程 变 成 fO .p.pP) — D. 

用 此 法 解 下 列 方 程 : 

(a) 25)" +t y^ — 0, 

(b) yy” 4-3" —1—90, 

(c) yy” —1, 

(d) »" — y? 4- y'y' — 0, 

(e) p” = (yt, 

() y" --y'-—0, 

3. 用 第 2 题 的 方法 解 下 述 问 题 ， 在 平面 曲线 本 的 动 点 M 处 作 
7 的 法 线 ; 记 法 线 与 x 轴 的 交点 为 N， MOOD EAMA Mi SE Go 
Ac., FRAKES 

MN -MC = 常数 一 上 

讨论 k> om kao 各 种 可 能 的 铺 况 ,并 作 图 . 

4. 求 所 有 区 

xt -+ y + ax t 20 二 c=0 

满足 的 三 阶 微分 方程， 


&6 用 待 意 系 数 法 求 积分 


最 后 。 我 们 还 变 讲 述 男 一 种 经 党 能 用 十 解 微 分 方程 的 一 般 方 
被 。 这 就 是 利 贞 宕 级 数 求 积分 的 方法 ， 设 徽 分 方程 
y 一 f(x,») 


«BIB 


PRA Ar, 能 展 成 变量 x 和 y UPESE. MA GDX Ta 
mt Sur. ROHIABISUR E EAE R RAE SER 
y = £O t pm HR 6i doces, 

JOE CE BOE ROX TOEIC RRREU, ooo RAT] Lai on 

商 级 数 
yo 
AF, FE o9) EEUU Y PUR XUAICICE nds 
SARE <: = c， 我 们 就 可 期 望 相 继 地 确定 未 数 
FL 

大 过 。 下 面 的 过 班 通常 是 比较 洞 单 和 更 为 巧 录 的， 轮流 我 们 
ER ERE 7(0) — 0 的 租 ， 即 积分 此 线 通 过 厌 点 的 解 ， 于 是 
cm 上 一 0。 如 果 我 们 想起 泰勒 定理 , 靠 级 数 的 系 孝 是 用 袁 达 式 


cy ™ 1 y »(0y 
v 


2 E IPIRATTSERE RE LER IURE RAS. 6 m (0 = K9,0. 
为 了 得 到 第 二 个 系数 e 我 们 关于 x gu; BC e $0 
w =j: +h'y . 

如 果 这 里 伐 大 xc 0 AEH rO = ORI (0) — (0.0), XX 
TASIH Y 7(0) 一 2ca， 用 同样 的 方法 ， 我 们 可 以 继续 这 全 过程 
一 个 接 一 个 理 定 出 其 它 系 北上 casesr + l 

如 果 Flr) DRRR E x — 0.» — 9 ARALD AERE 23 8 
ez e V AD at aE k t EUR RIÉRMB DEED R, RATER 
FEH. 


PET. 


LAR PA D SEE TRGOE FRPUSERUTRE A ERES 
TX 


HU TROIGSEREUBBIZ TIR BE SEU $3 GAL. i 
* 819 = 


过 ("Uo 
(b) 一 4G» mST 0o 
Co Y 一 co。 四 项 ,过 [0 点， 0 
(D y cai d y PURSE U A 


4. Rip BORA RE 
y +y y=, ` 


H »(0)-—1, »'(0) — 0, HA: TET TET 12 -— 558 页 
E 7 EDE v D SEA ORT HOS. 
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我 科 在 前 面世 经 讨论 过 的 一 元 活 数 的 微分 方程 ， 道 常 称 为 
微分 方程 ,以 圳 去 它 仅仅 印 念 “普通 的 "导数 。 即 一 元 印 数 的 寻 煞 . 
昌 是 。 在 分 析 学 和 它 的 记 硅 的 很 多 分 支 中 ， Edd Ip 
ERGELEUADE BUS SHE ErIEREES IS kx ao got a. :在 
X Peu THE BUR XA (US 725 ES RUE Rz 

我 站 已 经 考察 了 质点 依 牛 顿 引力 定律 产生 的 力 场 ， 社 且 汉 它 
吉成 位 势 下 的 模 度 { 参 看 秆 四 章 第 524 页 ). 在 本 节 中 我 们 要 税 向 
详细 地 研究 位 S, zm 


.质量 分 布 的 位 势 
作为 前 面 考 赛 过 的 情况 的 推广 ， 我 们 现在 取 吉 为 下 的 或 负 的 
质量 或 电荷 。 在 道 常 的 午 顿 引 三 定律 中 荐 不 叱 到 负 质 量 的 ， 但 在 
ip *ERRIO ER d Efe TER ,我 们 要 区 分 正 所 苟 与 外 电 巷 ; 在 这 
坚 , 电 荷 的 库伦 红 力 定律 同 质量 的 引力 定律 专 相同 的 形式 。 如 果 
电 胜 六 党 由 车 空间 的 一 上 nt), TRAAK mir. 其 中 
r= ry + eY, 


1) — Kp RE WI WAA ENE EEE 《例如 ， Jj ü. D. Kellogg 
EBEREN, Frederick Ungar Pübi. €. ). - 


| M26 


是 这 个 质量 在 点 Gus) NU. 把 若干 不 同 的 源 或 极点 《8,， 
Wb) 的 这 种 位 势 加 起 来 , 限 过 去 一 样 (参看 第 524 页 ), 我 们 得 到 
质点 组 或 点 电荷 组 的 位 势 


Ë 一 M mi 
表达 式 f — vgrad 给 出 了 对 应 的 力 场 。 其 中 了 是 不 依赖 于 质量 
及 其 位 置 的 常数 。 
对 于 不 是 集中 在 孤立 点 :而 是 以 密度 En D) XE SU nof TE 


sy 空间 中 一 个 确定 区 域 尺 内 的 质量 ,我 们 定义 这 一 质量 分 布 
的 位 势 为 


6 一 | |= dëdnát, (344) 


如 果 质 量 是 以 面 密度 分 布 在 曲面 5 之 上 ， 这 个 曲面 的 位 势 
是 面积 分 
[|o Das, (34b) 


HAREE S E, do Em. 
对 于 向 曲 线 分 布 质证 的 位 势 , 我 们 照样 得 到 形式 为 


| eG) 5, (34c) 


DERE EH: ERRESIRE, aGORGE DUE. 

对 于 每 种 位 势 ,由 @ 一 常数 定义 的 @ pid s d S 
Ti”, 
' Hyd LES — ITE HRE AER A dE AE 
DER -igl 上 的 质量 产生 的 位 势 。 在 平面 x 一 0 上 我 


D RITRARRE- TEE. 它 加 上 任 一 常数 而 得 的 防 数 同样 也 可 称 为 
质量 的 位 势 > 因 为 它 疆 给 出 同一 个 力 场 
2) 每 -- 虎 具有 力 向 量 的 方向 的 曲线 称 为 力 钱 。 下 为 在 这 里 力 有 甸 的 冬 度 方向 ,所 


以 力 鳗 就 县 处 站 与 等 势 曾 相交 为 直角 的 曲 经 。 于 是 ;我 们 看 出 由 单个 极点 或 有 
限 个 极点 产生 风 应 势 所 尘 虚 的 力 疑 族 如 像 从 源泉 一 样 以 记 些 机 点 发 出 。 Pim, 
在 单个 极点 的 悄 沈 ， 力 线 是 简单 地 通过 该 长 点 的 直线 . 


- 821» 


HZB G) 为 坐标 的 点 P AAEL RIA 
pm RARA REN. TEREP HRE 


02,5) — ii — d: Lc, 
这 里 我 们 对 积分 如 了 常数 《和 , CUORE EGET ES Pe EEUU. A 
端的 不 定 积分 可 按 第 -- 卷 [第 288 页 (26]] 算 出 ,我 们 得 到 
z+ 2 1 i 
ds — w arr sinh fon log “Vat 
Ve dz P d 
所 以 x.3 平面 上 的 位 势 是 ” 


x i 
Elz, y) = 2plog RET +e, 


29 f 6 ENE DEL AERE RRA, RRA C 
年 一 2pivy 27P, HERRN 
d(x,3) 一 2plog BET p 一 2plogp, 
tri 3E BE 二 无 限 增 大 ， " xi AER EZ S qon zu. 
REAN + VP 十 p HER 1, 对 于 O0») BMBPRBIERI 
HAAA 


Q(x,y) — —2gulogp, (35a) 
MARIER E T — Jh AEA 
logo = Iogw s + (35b) 


RÉRERSITIAUEBUSRELT z,y 平面 的 直线 的 位 势 ， 这 里 的 等 势 项 


直 &à 9 C& FoPB kb o . a —— 9 € 3/9, €. 9* 9 C* 


[8j fi eu ES 
poy icy 
在 第 25 DW E,SJWilp£ed& ile EE (Mt m AREAN ) 


12 FfEJCPRCÓ T Bib to pie Doe oops IR Eh ERE FPE 


. BZZ, 


为 关 的 球面 的 位 势 . 我 们 发 现 中 心 在 原点 ,半径 为 # 的 球面 在 点 
F = EMEP HE d EE 


f =— daa’ u [r > a}, (36a) 
= xau (ra (36h) 

其 中 
(XY (360) 


ERARA Pagi. WEA e ARERIA AR R E y 
XA 4, 面 帘 度 为 uda RERS, AE AA A 的 球 杰 
ASEA 《36a,b) XF a M oHa RRAN RIE 
EE E 526 页 ) 


_ g 
p= — fr > 4), (371) 


t= (rt - 2 zs CeL A) (37b) 


REH pP LER ME IH EPHIBIEESSTS 


f 一 ygrad (37c) 
HAER RhA | 
dnd rp Hr >A, 
37 
A yu r4 (374) 


3 . 
ECT JB AH b de Ph CIRC BRE BER S ELA 
我 们 用 下 本 方法 来 得 到 它 : STECR RE d CRI M aiT S 
(Ev AI CE b 5,8, 5), 3X — HH dur fh 
0 — M 00 LLL 
V(x — EY t (y — 4Y -- (a — £y 
M M 
v/(x — E — hy 4- (9 + (x — Ey 
招 出 。 mH TLEREER AATRIRS PR S + 趋向 0, IET IER M ER 
"Ex s 


增 大 ,而 使 杂 总 是 等 于 e/h, xh n ERN RAO BARR 
E 
` " BE aun 
mit. mor Mo 
DED. RMESRITIE E RES UTIR 


ð; 1 
p 2(4) 
的 形式 ,其 中 8/Ov AmA EANTA r AD NAA. 


m RA IER NT Lum EAE 5. HAERA 
Ef tie: 38 080 3092: 35 pe , WERT E E 


|| emd BE) 


的 表达 式 ,其 中 ByBw RU EPOD I nts CES e. 
PATTSEDORSRE eb BL BO GIU — HA) "是 从 虚 (s2) 到 
Wu Ef Con) Susa. 这 一 双 展位 势 也 可 考虑 成 依 下 
Hou" VEREOR MEE RUD 2 ARR ATE IEEE, 我 
们 给 其 中 一 南面 能 面 密 湾 为 272A, MA 5 — HUE N T E 3G 
一 /124。 这 两 层 曲 面 一 起 在 外 点 产生 的 谱 势 , 当 1 -> 0 时 就 看 向 
上 述 表达 式 ， 


b. 位 势 的 微分 方程 


PIH RRENA RRA, ERRA fr,y.r) 是 空间 中 
注 有 电荷 的 一 个 点 ,后 以 被 积 函 数 和 它 关 于 xu, o MPRE 
的 。 可 塌 达 个 假设 我 们 需 到 所 有 上 这 的 位 势 诡 中 的 一 个 关系 式 ， 
M, ERNIE 


Per F Prr F Pr m 0. (38a) 

它 可 简写 或 
AD — l, (58b) 
用 简单 的 计算 容易 证 实 ( 第 55 MAREEA lj EERTE E. A 


» 52d» 


为 我 们 能 在 积分 号 下 求 尖 于 xyyy = MRE, AUTA 
和 或 求 积分 法 构成 的 所 有 其 它 的 表达 式 世 满足 这 个 方程 "。 由 二 
MERRIE ETE ER HS Y SEDER 
A 也 (二) 一 L 一 D, 20 (à8c) 
FIG 38 EHESS B E EGET E AY; S. 
SET: MUS UE E PEE fir t log VY +y Bip DI AN EDO E 
(也 可 参看 第 五 童 般 650 RD. EOUISCREEDIRERE n MUCE 
9 pud dg — Hein tL EOS E 
中 心 十 中 rr = 0, (38d) 
BILRADIO XERET DOSES RUE S 
xz. BIEN: APERAR EAH AFERE A 一 0 
HAR, mitt] ideo pde DU Fs REGROUPE M Ke Pls Ae PO 
的 研究 ， 所 以 ,位 势 理论 移 一 个 中 心 问题 是 边 值 向 题 ,在 那里 续 让 
TRA AP 一 0 RAE 名， 合 它 及 其 肖 到 二 阶 导 数 在 区 域 中 主 
5&.3E EE REOS. LARRIES, | 


c. 3353 9 fir te 


REX BUR Uf PERDU Dr UR BORRAR E HOS 
E Arct 欧 国 数 ， 在 这 个 课题 中 高 斯 定理 和 格林 定理 (第 679, 
687 页 ) 是 主要 使 用 的 工具 之 一 。 因 此 ,通过 一 些 例子 来 指明 怎 拉 
进行 这 类 研究 也 就 够 了 . 


D PERXGOPA PORGXRS RN 0, HESCN GRIS pA mS iH 
BrE x drin. 在 球体 内 :起 G, CE WEE 


AP. (2 一 fan y zo— iPad, 

1) PEMA $ 9/09 BAR (29,5) 而 高 的 MERANER Cy) 
MAN., Mis SJR 1/» Jo HS ^ EE Cry, Eni) CERTE, 
*tHENRZEGEEg ATER 0.0.0 (B GIN TE 

中 号 十 Pa Fir = b. 

D wo. 


^ 823. 


UTE OERELUADIC a= Lobo RES ULT S8 RU. Jd 


zm o» 
的 一 个 积分 。 它 有 简单 的 几何 意义 。 我 们 假设 从 坐 永 汐 (1.3.2) 
的 P 点 和 能够 “看 到 ” 双 层 项 下 上 的 每 一 各， 音 凤 它 同 P 点 能 用 与 
HH BIZRXEELHEBRAUZRÉH)ÉEDXEDEEDX. 曲面 3 ERRAI aE P 
RATRIESCNUA HAE T ZA- T REDE R, ME, BIJA 


k y ù b Ro S č , 9&—G—[GBho3h ho à x. 4 F k F 
r 


还 面 上 被 俯 己 点 引 疝 SUARUM PB BUB. e 
蝴 面 的 广 砚 与 正 的 法 线 方向 ”相同 时 ， 我 们 给 立体 角 取 正 所 ， 芭 
之 ,给 它 负 号 。 

为 了 证 此 ,我 们 记 住 ,函数 u 一 1/5. TR DUE LER x.y, 2 的 
函数 :而且 也 基 D 的 函数 时 , 仿 旧 满足 拉 普 拉 斯 方程 

Au c tp F yy Her 0 0 

SP HAB BRA (r.v.2) 的 点 了 闫 定 下 洲 , 用 Eni 来 标记 锥 
EKR POES: 我们 用 举 短 为 P pi P ENDREH R 
HUI ra RERIK R,Q HTAR u= 1/r (在 区 域 Rd 
看 成 司 洒 1) 的 函数 ) 运 用 格林 公式 (第 五 章 第 686 n» 


jjj, antena m [] ras 


这 里 s' 是 R。 的 边界 ,而 0/0» SEGRGY Re Mad ES. AX 
Au — DERE, 如 果 我 们 选取 LEEK vhk GH 
重合 , 右 端 的 须 面 积分 由 三 部 分 组 成 (1) 在 曲 上 5 上 所 取 的 曲面 
积分 | 


D — AFRMCEEEMER TGUGLIEXUL —BHMUDES. SAR C TEDRHR ELS Ke REEL RC REDE 
FHE eso 时 3 在 此 闭 曲 画 上 所 取 的 曲面 积分 - 


fhe 
IERT. 


„B26 >» 


(Ge IE GO 


这 就 是 (39) 中 考察 的 表 适 式 Pi(27 在 射 绩 构成 的 侧面 上 所 取 的 名 
分 ;(3) ERA e 的 小 球 表面 的 一 部 分 T。 上 所 取 的 积分 ， 第 二 
部 分 是 稚 , 由 于 法 方向 # SAREE, AE Er 一 常数 的 球面 相 
切 ， 对 于 半径 为 P 的 球 的 内 部 符号 0/00 等 于 一 6/6p， 因 为 外 
法 线 方向 指向 r 的 值 减 小 的 方向 ， 于 是 ,我 们 得 到 方程 


一 ] 
上 | ”= Er ja 
或 
- 1 T 
F = gl, "^ | 
这 里 而 端的 积分 取 在 属于 R 的 边界 的 小 球 区 的 那 孝 分 D. E. 
现在 我 们 把 半径 为 e 的 球 而 上 的 面积 元 未 写 成 do edo HE 
式 , 其 中 dw 是 单位 球 区 的 面积 元 案 , 于 是 得 到 


v= =|] do, 


右 端的 积分 取 在 射线 构成 的 锥 体内 部 的 单位 球面 上 的 那 部 分 上 ， 
我 们 立即 看 到 右 端 绝 有 上 述 的 几何 意义 ; 它 与 视角 的 大 小 反 号 是 
因为 3 的 法 方向 选 成 从 锥 形 区 域 尺 指向 外 部 9， 反之 ,就 取 正 号 ， 
”如 果 曲 面 5 相对 于 了 的 位 置 不 是 上 述 的 简单 情形 ， 而 是 通过 
P 的 某 些 射线 与 它 相 交 几 次 ,为 了 看 出 上 面 的 说 法 也 完全 成 立 , 我 
PORE ATE RET MARIGA DT, R sAr GER 


二 


T "og y ù o y 和 让 


xen. je AAE NS RIIE mE P 
点 在 外 部 刘表 过 式 等 于 零 ,如 果 了 点 在 内 部 则 表达 式 等 于 一 4x. 
类 似 的 推导 证 实 ， 在 两 个 自 变 量 的 情形 下 ， 洛 曲线 C 的 积分 


门 ” 这 时 的 负 号 可 如 此 MORS 随 敌 基 线 方向 这 样 洗 择 。 备 电 有 应 放 在 曲面 向 着 了 
nN. 


4327 4 


| 9 {log dr 

-Dr 

除 可 能 差 符 号 外 ,等 于 曲线 让 对 于 坐标 为 [x,yY》 的 点 的 张 角 。 
与 军 间 对 由 的 结 共 一样 ,这 个 结果 又 作 如 下 几何 解释 。 xS 

标 为 D BAO ir TCE, ler AD RARD 

FERE eed o5 


-ó J) 一 rJeos(v,r) -- cosi v.s 
a, ir) (log rj cos (5, * ) - (ear); 


其 中 符号 (r,r) "m 与 半径 向 县 > 的 十 向 之 疝 的 夹 角 。 另 
JA SARER (r,8) MARANER 46 REIR 
d; 一 二 rda 一 Y 8 r dŷ 一 NL A 
—$x 4- ij cos (v ,r ) 


元 看 第 一 着 第 375 页 ), 所 以 积分 变 万 
à 一 jy colpa jeme 
(2 Clog rs P r- or: r) j^. 


ABÉE—TRORE EU TOES. - 


d. t 0e 58 


TE2S-Me Ek dE RR SE —^- RU, RINE mme So E 
di 


"OB c 238 4. hog ———— 5 — 5$  — O "IM  X* ^" h kh y 


t 9 p > =s c à 4 y 4 (Ow à &à à» 3* — Sw A à Roa b hM 


FRAR S Mon. B 
TERTS — m ado, NC 


s, LAU. 

对 此 ,我 们 进行 如 下 证 明 : 证 s, Rok$fxXpoesceosrts 
冰心 , 且 在 其 内 部 的 妹 面 ,由 于 Aw 0 在 5。 内 部 处处 成 立 , 按 
第 826 页 脚注 得 到 


BH 


| Bu 1, 
, Br 


其 中 Buf Ba 是 # 洛 S, 的 外 法 线 方 向 的 导数 。 如 果 (EO 是 
WIEHE (rya) ARARIRE 
E — x — pcoso sint, q— y — psindisinB, p — x = pcos, 
上 面 的 方程 变 成 
. Jl Du(p,0,) de = 0, 
f. Ba 
由 于 球面 9， 的 面积 元 索 dc 等 于 pda, 其 中 de REINES) 
T$ CX S08 58 514 页 (3062 1 UE] EI 
| 六 一 0。 
IDDOBERARDGRCORBRSGECT e. Dub. 
Ei ord 一 0， 
再 变换 积分 次 序 并 对 e 求 积分 ,我 们 有 
[etate 60) — «(0,8,4) Ye» — 5, 
由 于 EUEN T, = ur. y.) Ai T 8f) t. FTE 


Ime 二 ;出 195 = (asy) | fada e deule, Y r) 
因为 J| crseeoar 一 pj], rer 


其 中 次 端的 积分 是 取 在 曲面 5, 上 的 ,所 以 # 的 平均 入 性 质 竺 证 。 
用 完全 同样 的 方法 可 证 ， 满 足 征 普 拉 斯 方程 wr: 十 sy 一 0 
的 二 元 法 数 # 有田 公式 
Jara(r,vY) 一 see (405) 
ARGUS. ip z 示 示 位 势 函 数 在 中 心 ,为 点 Gu) 的 
Bj 5, 上 的 值 ,而 ds ERHALE. 
e. Bib (Ai. eimi (Poison) 
$04 RE R7B SA SE EE TERT — T XE ERE WEE r, 


Ear 


7 的 拉 普 拉 斯 方程 在 图 域 的 情形 .在 贺 域 +y aE ARAR 
坐标 (+ B) ,我们 逢 望 求 得 一 个 函数 u(r), CERAR R LIE 
绩 ， 在 区 域 大 部 具有 连续 的 一 阶 和 二 阶 导数 并 往 足 控 普 拉 斯 方 榨 
At 一 了 8， 而 且 在 边界 上 取 指 定 入 a(R,8) 一 f(8). EE ATR 
ut f(8) RO 的 连续 马 期 酒 数 ,并 有 分 筑 连 续 的 一 阶 导数 。 

| Rp Ha) O 


———————— da 41 
2a 4, R'— 2Rreo (B — a) * r (41) 


H 


给 出 的 
为 了 证 蜂 记 点 ， 我 们 从 用 下 述 方法 建立 拉 普 拉 斯 方程 的 特 解 
开始 .我 们 拒 拉 普 拉 斯 方程 变 成 及 泽 标 形式 ,得 到 


A4 一 Liru), + — — 0, 
F r 


HLERA FEDR” ERRE x 二 60000). B, ER 
一 个 7 HAA Ste BSEEREUEICPGEGNRNAN. IDGEGRIDDHAATS 
TAARE ME HERR «, HERR 
[ree 2 705) 
$G) ICM 
由 于 云 媚 不 包 舍 吕 而 右 庙 不 包含 re Me Ami dp A 
TER, 8]. HRSTE WA E Edge, yid) WERDE 
sU +=), 
AAAA. RAR HAMER, Emr GREE 
且 常 数 下 应 等 于 sS. Ahe BEA. BEA 
p(B8) = scos + Pain n8, 
其 中 < 与 5 是 蔚 意 常数 。 
pir) Fog E 
r$") 十 rtr) — mer) 0 
jETRBETIUD 7; Ee, REGERAR 6" 3r ERER 
We. RJO S EE BG AE SUC dw MEERE, ARIJE 
下 第 一 个 解 $—DÜ. GXUTRELERSOIPORIUS 5 UBER RRUEG, 


» d30 s 


EISE 
r'"(acosnH + bein n8), 
现在 我 们 可 根据 委 加 原理 (参看 第 795 101) ARE RE B ES 1E 
组 合 来 产生 其 它 的 解 


PE + Xr'(ucosaÜ + b sinn8), 


EEKHEAALI A MERER, ME IR E A —Á EE OE 
可 逐 项 徽 商 两 次 ， 
预定 的 边 值 消 数 (0) 的 十 氏 展 开 式 


(8) — l ag 十 5 (a, cosnB + b, sin eB), 


作为 6 的 级 数 ,当然 是 绝对 和 一 致 收 伍 的 (参看 第 一 着 第 636 T). 
所 以 ,不 容 置 颖 ,级 数 


u(r,0) = d, + XO + b, sin nO) 
n-1 


EAA- AA, WREE + 过 OR. NARTA E 
级 数 仍 然 是 一 致 收银 的 (参看 第 一 卷 第 566 贝 )* 于 是 ,这 个 级 数 能 
逐 项 锦 商 ， 因 此 ,函数 rl(s 9) 是 一 个 位 势 立 数 。 因 为 它 在 边 弄 上 
Tus 8. EDI RE PU TB HERR E, 

引进 窗 氏 系数 内 积分 公式 

a, = z Ia) cosnadt , b, MEC sin nadt, 


RAA ERREA DEAG), Ea, E18 
换 积 分 号 与 求 和 号 ,得 到 
aud 1 A0 — ade 
ur ,8) -站 Ka+ rEg cosn(5 ga 
如 果 我 们 能 够 建立 关系 式 
l T” ces al. R'— p 

2*2i9 "7 rr 
uU HE gut d. B 5 —ASCB 616 BDIBIZI E, 
以 复数 表达 式 


* 83] +， 


casar 一 "icu dett) 


和 把 上 述 关 系 式 左 小 化 归 几 何 级 数 ， 就 不 难 证 有 明了。 我 们 把 证 明 的 
细节 留 给 读者 。 


WE] 8.1 


1. 对 普法 松 公式 用 反 滴 法 。 半 求 在 单位 四 外 部 区 域 上 有 界 并 
EAR EMARE 8) 的 位 势 函数 (所 谓 外 边 值 问题 )， 
2L AFRA TARRE B DRR =y ael, Rr] 
的 位 势 , 试 求 (a) 等 势 面 和 (b) JA, 
3. 证 明 : RENET 8 上 给 定 调和 甬 数 u(x,y,z) 及 其 法 
向 导数 9a/684 的 值 , 则 在任 一 内 点 的 值 由 表达 式 | 
-人 (1 2s ,ag 
ulay sa) mG Ön ön y 
给 出 ， 其 中 * EA ora) 到 积分 变动 点 的 距离 (对 函数 ”和 一 


应 用 和 客 林 公式 ). 


68 来 自 数学 物理 的 信 微 分 方程 的 其 它 剖 子 
n 一 维 波动 方程 


波 的 传播 现 象 (比如 , 光 或 志 ) 遵 从 所 谓 流动 方程 。 我 们 从 考 

案 所 谓 一 维 淡 的 简单 的 理想 化 情况 开始 ， 这 样 的 波 涉及 某 种 性 质 

的 最 # 一 -例如 ,压力 ,质点 的 位 兽 或 电场 强度 一 一 它 不 仅 依 井 于 

位 置 的 坐标 (我们 把 传 播 方向 取 为 < AO EERTE i 
于 是 波 函 数 浦 足 形 为 


Hy (42a) 


ü 


的 偏 逢 分 方程 ,其 中 “是 依赖 于 介质 的 物理 性 质 的 常数 2 


D 例如 ， 对 于 疆 的 模 控 动 ; # 表示 质点 的 可 向 位 移 ; e a Tjo, HPF Tr REH, 
P 是 单位 长 度 的 质量 . 
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J&4 188 2R 1327 E (472). 的 形 为 
£z = Hr — gi) 
HER KE EEDE- RA, RIKARE —Brs-—- 
DERGE., 如 时 我 人 取 E — + 一 arn AIZUE, AA 
Wr = FPE), Ba = dF CE), 
APAGAR EWER. 同样 ， 用 性 一 国 数 eh RIIE 
ANC - _ 
n= gir de a£) 

的 解 . 

下 个 解 都 未 示 以 速度 4 沿 x 轴 传 播 的 波动 ; 次 一 个 表示 被 语 
z 络 的 正方 向 前 进 ， 第 二 个 表示 沿 * 铀 的 负 方向 前 进 。 it e = 
Kx 一 sr) 在 时 间 a 时 在 企 一 点 xx Hus): e 在 时 
Xf FA t= taU aen) BA, E r e o E s, dha 
TIR díx- at) = jln aa) FEE. TED EA lr t ar 
RETR r SRHSOLGIKIAPES = fE —- 

现在 ， 我 们 来 租 这 个 斌 动 太 程 的 下 述 褐 值 问 题 。 从 徽 苍 方程 
的 全 部 可 能 的 钴 中 我 们 希望 选 出 其 初始 状态 (在 ! 一 0) 由 预定 
的 通 数 w (4,0) 一 由 (及 (4,0) — prix) 络 出 的 解 。 为 了 解决 
这 个 间 题 ,我 们 内 要 写 出 

a = (x — gt) + gir Har) (42b) 
关外 两 个 方程 
| $G) = Fn) + £x), 
guo = fr 

定 出 函数 f 与 4 即 可 。 第 二 个 方程 给 出 t 


e+ 二 人 和 (zj 一 —fix) + ED. 


AP e ERRAR HE. RUIDEASSRHBEDECKGLEPE C 
uan) m SUCCES E SG aD Ll ear — (4c) 
"EN 2 tH " 
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引进 新 变 最 i =r 一 sz， 和 二 5 十 REN S, 读者 自 
已 可 证 明 , 波 动 方程 除 此 以 外 没有 其 它 的 解 存在 本。 


b. 三 维 空间 的 波动 方程 


dE ES RUBGXPBEXX € 依赖 于 四 个 自 凌 量 ， 风 三 个 室 间 坐标 
xas 及 时 间 于 是 ,波动 方程 是 


Wie F a, Ton, 一 Lss (43a) 


或 :简写 为 
As co us, (43b) 
r^ 


FEHERMIXGEECRUSURZMEELEBgdIEHPERUEE. BE 
何 二 次 连续 可 徽 国 数 1) 可 产生 微分 方程 的 解 ， 只 要 我 们 取 
为 一 形状 是 

E = ær + pY + yerta 
RS £x Ek REOR A: TCR ZA DEG at KA ZA 
c EST —1, 
因为 | 
= (d + P +r E = 7'E) 
和 
— «f (5), 
我 们 奢 到 s — er + 8Y rta 确实 是 方程 《43 的 一 个 
i, 
如 果 a 是 从 平面 er 十 By trr 一 0 FA (x.y.z) 的 距离 ， 
我 们 从 解析 几何 ( 参 有 第 135 页 ) 知 道 
q = Ox + Dy T Yu, 
所 以 ,首先 ,我 们 从 表达 式 
a f(q + at) : 
看 出 ,在 与 平面 o + 87 十 Ys 0 FAHRER e 的 平面 的 全 
部 点 上 ,在 给 定 的 时 刻 传 播 的 性 质 (由 * 素 示 ) 具 有 同一 的 数值 .性 
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质 在 空间 中 是 这 样 传播 的 : 平行 半 oa Pv 0 vao — 6 DER 
永远 是 使 该 性 质 等 于 常数 的 曲 于 ; EETA YEN AERA 
MORE “。 在 理论 物理 中 这 一 类 传播 现象 称 之 为 平面 法 ， 
一 神 特 刑 重要 的 情况 是 性 大 = 基于 时 了 间 是 局 期 的 ， 允 时 震 动 
的 蔓 率 是 ,这 类 班 象 可 表示 为 
«c eplit(ar + 8Y + Ts-Fosr]] 
= explikíaxr + By +rz)l]espiio:i, 
其 中 《2x 是 波长 ;的 倒数 :  £—2x/i-— ofa, 
Pa - Ei BEI EZ: EDA E CRH., Tmn REM XE] 
部 说 从 原点 扩 获 开采 的 标 面 波 ,球面 效 定义 为 : 在 维 定 区 瞬间 ,在 
以 原点 为 中 心 的 球 奋 上 的 每 一 点 性 质 是 相同 的 , 届 ,a 在 球面 的 全 
WALEMARE.  24JED DS EOXRAUEPSUNE. 320A. F 
胶 球 坐标 (0.8.0). ARER e DUET n 及 和 不 依 球 于 8 
和 四。 加 时 我 们 相应 地 让 # 对 上 和 中 R)SONCETSE (R98 689 
页 ); 微 分 方程 (43b) 变 成 


z li 
uu 十 -— au, = — Un 
r " 


Ga 一 二 Cu). 
我 们 用 ww RHE r*， 注 意 到 = 是 或 们 己 么 讨论 过 的 方程 
Her 三 一 fu 
HRA, e HRR 
w œ fr — ar) + elr Hai 
结果 有 ， 
s- LG — ar) d- gCr + a2]. (43c) 
SgiriEdiufEBOnemuixSeBEiuel9$8t450;B (43b) 9357, 
物理 上 , RUNE ow = fir — rir BIRARE a M rro I] 2 (e 
ESI ess BER, - 
NIIS 


e 自由 空间 中 的 马克 斯 囊 耳 《NMiaxwellD 方 程 

作 准 最 后 的 便于 ,我 们 来 讨论 方程 组 一 一 著名 的 马克 斯 志 耳 
三 种. 它 构 成 了 电动 力学 的 基础 ， 但 是 -我们 将 不 试图 从 物理 学 的 
观点 去 揉 讨 这 个 方程 组 。 而 仅 侈 用 它们 玉 解 释 章 页 世上 经 操 出 的 种 
种 数学 概念 。 

记 由 空 闻 中 的 下 酸奶 由 配 个 向 最 【其 分 最 是 位 置 和 时 间 的 医 
数 ) MRE, -ELR E. En E hhg E, -E9 量 为 
H HeH, 的 磁 向 量 开 。 这 些 向 最 满足 马克 斯 书 耳 方程 组 


«urlE + 13E B, (41a) 
€ Bi 

acl — LMH o, (44b) 
e 0I 


Hh eJRdEERHE[BRBSUXEHÉ. 用 疝 量 前 分量 表达 式 , 方 强 组 就 
Pr 
9E, 9E, , 1 8H, 


y Ds € ði 
BE, BB, } 1 0H. y 
üz Ox c 01 
9E, 0E | 1 êm o, 
ör ÖF c OF 
和 和 
DH. — OH, -Lam 
ay Hs c ĝt 
OM OH, _ 1 0E p, 
Bz Br e Br 


OH, — BH, 1 ôE, 
Or Fl d c Bi 
所 以 ,我 们 奇 了 六 个 一 阶 候 币 分 方程 的 方程 组 ， MRSE E. H 
Eres de 5r Sos asi Ae jr tendal a a EEN 
Xie HER E S ERST Ou ESSEGX. 如 


atr 


果 我 们 求 两 方程 组 的 散 度 , 并 注意 div curl A = RR) 
忆 及 对 时 间 的 短 吝 和 求教 次 的 次 序 是 可 交换 的 ， 我 们 从 【44asb) 


得 到 
div E — #4, (152) 


dw HE 一 常数; (45h) 
BU. B-BEECRBREECT IR. 特别 , 如 果 一 开始 上 rE 和 divH 是 
F WEIEREN RRE 
现在 我 们 考虑 在 场 中 的 任 一 闭 昌 到 8， 在 被 它 包 恩 的 政和 个 区 
戌 上 求全 积 分 
MEL 


T ([[ei tae. 


áp xA $12 hv FH Sra BECES 679 DD), ETAREN 
E,. HEHE S ESSA. TE, MHE 
dvE = J, divH =0 


给 出 (lsEade — 0, | stude = & 


在 电学 理论 中 ,面积 分 
see ak (lan, da 

MOUIBIT BIS] S Pu X RES. D E. ERRARE SORT: 

Ex GE GR dyH [TET Risa st — BER TEL ÉSTE, i8 
ELEGERLRES. 

WERTER s ERTAGA- AO. 35A 
韦 耳 方程 组 得 到 进一步 的 淮 论 吉 下 : 

du Hh FOr” ARA E 了 的 法 向 分 最 ， 从 蕊 克 斯 走 百 
HEHH CHaQb) 可 直接 得 到 


feur E), = 一 + 9H, 
ðr 

1 GE, 
Er 


如 果 在 以 do —— MEFE 


$J} = 


Ceurl H), = +> 


(Stokes) 定理 【参看 第 000 页 ) REE ARRARAS 
HUE. AARTE. XGERBUD SOS :ORERES RTRA 
TÉ 
| i 
| Ede = 2 || ge 
Lidl | 
DET 
REIGSRGSETENS EN OH SüuaEHEDANdET 
PT EIN DISEE AE EE L EIE T DES 
n Ec. 
xxu Rixkggsrzc dp A RRT: 


^ |= 和 | 请 


EAS MRR EE 一 lfe 或 e | 

iUa SAETEERE 2 YE NCSREUDRUR SRDS Bor IRURE. 
事实 上 ,我 们 发 现 , 向 量 EA H, 也 就 是 说 , 它们 的 每 个 分 县 ,者 
满足 流动 方程 


fn == 1 "e, 
c 


将 第 二 个 方程 关于 时 间 * 求 微 丙 , 并 用 第 一 个 方程 米 普 换 8H o, 
于 是 挂 知 


ccurl( curlE) 十 i TE = ü, 
c Qi 
Br ing. Fo el Se 3 AU 
cur] (cur1À ) — — AX + grad (divA), (46) 
并 广 意 到 
divE = 4, 
我 们 立即 得 到 


1) AEDRSGRAEXGETBS EB I UEX AX, 


838 


Hi 5 


IE. ESL LET 

Ca) n, — D, 

(b) su; = 0, 

(c) m, = a(r,.Y). 

2, 求 方 理 

中 zy ~ H 

HW eled) 一 «(0,5) — 1 RRNA. 

3. JO ZBCERE TU TÉ 

xd ——(x-—ay-(v-— By 

HJE EISE 5023 EX. 

4. 证 明 : 如 天 

zc nir.y.a,D) 

f —- Fr 888475 E 


Fix LM —1 


(47b) 


FORET EPA EAE ab 的 和解 ， 则 从 = sm eiry, b) 中 抽出 的 


B- ££ Mae sms. 
B WREE C 
sid 时 一 
的 形状 是 u= He) c Ey) WITRE. 
(b) 求 方程 


wt = 1 


HERE e= fo trio fu Kx: eG BUM, 


(«) WH E 


a39 


„=ar ?十 上 
[- 1 


中 令 è= k (RERO, RAZ 4 RNBSERARCR IUE AER. (b)i 
另外 的 解 ， 
5. 把 去 得 
Sx. do Dau, o brgy = ett 
化 为 第 1 RR (o) 的 形式 :并 求解 ， 
7g. T WREKE r5 入 ak 了 


Ko 8 Bw 
Br Su) + 8 (x3 2.) T. (Ks Br at) J 
有 一 个 " ran BABE 
3, 确定 满足 去 程 


EZY | 
(53 "GE 
的 解 ， 


9.(a) 求 波 动 方 程 


iiS zb dE 
(0,7) = {st — À 
BE alra) 一 出 他) BIER. 
(b) iP (a) mig xn, f(x 十 e£) n Ex 一 eO XL, 
(c) XESjBÉTRESDEdSURDIRRE: EE 19,01 上 把 707 
成 富 氏 正弦 狼 数 (对 于 (sre BENT Kar) = —fo0yR 
对 于 Usx«x-. WEA 
u(r,0) = fix) 
uz (r0) — 6 
的 上 述 类 型 的 解 ,其 中 


2840 = 


xz, 0r s? 
G) TO EE PUDE 


uox = Yausin ni, 


"n-1 


10. 设 a(x,0) 表示 被 动 方程 


ÉL. 一 一 3 (a 09) 
at 


HR, EEL OREA JARI, Kik 00 是 二 次 连 绕 可 向 的 给 定 
AR EL 
$(0) = 5 (0) = e"(0) = 0, 
HE rcm 0 RD 200 求解 如 使 它 满足 边 条 件 
u(r,0) = uw; (x,0) 0 — ($260), 
u(0,1) = blio (120), 
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第 七 章 d 分 学 


7.1 AHAA 


Ea ERAR 其 sx) HERRAS AARE 

Wb. 7 EELRTE- HG PME CEN GASES FUR 页 } 是 

dj 0 B gradf-0 mLj-—0(i—i1.-23) C) 
RGGPERRBATGAAOIKEBDOSNGSXMEE. m DIOENUEDRRGE 
WaRRBLXGHBOIOR, MARERA PE- HIRE RARES 
' 条 许 是 取 不 等 式 的 形式 ( 见 第 349 ERREAK H. 

变 分 学 也 是 讨论 极 信 (或 逐 留 信 ) 问 题 的 ， 但 是 在 完全 新 的 情 
沈 下 ,现在 ,那些 我 们 求 极 信和 级 消 炊 不 再 依 壕 于 在 某 区 域内 的 一 个 
自 变 旺 成 有 限 个 自 变 量 了 ， 儿 是 叫做 证 函 或 函数 的 函数 了 。 明确 
地 说 ,为 了 确定 它们 ， 我 们 需要 条 站 一 个 或 多 个 荐 数 或 曲线 { 或 时 
而 ABENE) ET PIRE e ic 
对 这 类 问题 的 普遍 注意 ， 

TEHN v.y 平面 上 上， 上 4 — (ra) 与 点 Bonn) 
Ur > xos Yo > 30) H— RIER Y — GU de Beet, fie 
得 质点 在 重力 { 它 的 作用 方向 为 正 y SGIDIERIT, WERTE 
BOEL 4 背 行 到 BE 所 用 的 时 间 是 最 短 的 . 

问题 的 数学 珍 达 是 根据 物理 的 假 这 : 语 这 样 的 曲线 ;一 
de)。 速 度 ds/ del s ARROW EET y 到 fy 二 ys BI 


落 高 度 芍 乎 二 报 ， 因 此 质点 下 落 所 请 的 时 间 为 


"ad ,vit 
d | ds dr Jal. ?一 | 
(245i p 431 XD MERITER ERBAT 7, 3E. 


eB). 


取 y, OCEETSTELBUCBISX — d mico RP — 89 950. 我 们 就 得 到 下 
EL Egi BI. AREA m 6 (Y 220 Bb.) m 0, 
(x) 一 r) m.dÓA—TÉBE SERRA 


DT E 
tei- | J> dx (2a) 


有 最 心 的 可 能 值 。 

在 第 855 页 上 ,ELRERS SS] E; EE Cri fh DES ESL BIRD HEU, s SEU RE 
ED. BB y= o) DSEBele. XSRIDEGN. RIR 
[213 [L5] PE TERRESTRE IRI RETE RO BUE. RAA Hel 
依 精 于 好 各 省 的 全 过 程 。 Pd) DORBBEBEDGS EE HOBSSUESE S 
二 ,因此 了 是 一 种 新 类 型 的 前 数 ， 我 人 Miete sae v A PRAE 
e) AS RITE, 

TERR —A ERRADA: 两 点 A= GXx) B= 
Gan) (n nh 用 一 ddp x Ak E nori £g y ma 
s(x)xkftax, RS CGAROBALSE S Fat sfr 31 RE EP FE H TRE TS) 
TREET 07 

利用 在 第 514 ri E fAIBHS EESEBREESDPUGOGA GN. "HEX 
不 重要 的 因子 2x， 我 们 有 该 问题 如 下 的 数学 陈述 :在 忆 有 的 连 
SERTER y 一 Cyn) 一 J 中 一直) 0) mug 
I — T P635. PRELAS 

{so |" Ita D-60) D) 
SISSE TE. HESSE BUE E Ae ii. 

任 平 面 上 寻找 连结 两 成 4 与 有 的 最 短 曲 线 。 这 个 等 人 
问题 属于 相同 的 范 里 。 这 个 问题 在 分 析 上 是 : 在 一 个 区 条 上 所 
€ ALSGIRBSTE :BIMEB xs 它们 取 预 定 的 值 of 一 
s slaj en 与 0 一 ia) 二 7， 并 且 剑 积分 

( 十 人 (= 9 $= »3 (?c) 


dt’ FI 
i ka ` 
A mepi 4R, HIRE RAH, 


: B43r7 


在 一 个 已 知 昌 面 Gir) 一 0 ERINES, ROTE dE TR E 
NR ur BE HE EREETEERIE DDÀA Costos) 53 Gn ys 为 坐标 的 
西点 , 祖 应 问题 的 解答 就 不 是 那 实 简单 了 ， 用 分 析 的 话 来 说 ,我 们 
有 下 面 的 问题 ， 设 参数 : 的 三 个 为 一 组 的 函数 rU) a, E 
们 使 方程 

G(x,Y,2) =Ù (34) 
成 为 + HESA, MA rO = € Y (A) Ya z(10— 05 与 
x(t) 一 x, (4) 9 xis z(5) — n, EBD IX SER EUR rp HR — 
组 使 积分 
| . "3 bycÉü d (3b) 
有 景 小 的 可 能 值 。 

在 第 368 页 上 已 经 讨论 的 等 膨 各 是 一- 求 一 条 给 定 长 度 的 闭 
偶 线 使 它 包 雷 最 大 的 可 能 面积 一 一 也 属于 同一 范 请 。 我 们 在 前 面 
已 经 证 明了 它 的 解 管 是 -一事 周 *. 

在 这 里 巡 到 的 问题 装 型 的 一 般 提 靶 如 下 : 给 定 三 元 图 数 
F(x,o.9), CEER REESI, HEA — BERI Er BOSE 
导数 ， 如 时 在 这 个 函数 了 中 我 们 用 函数 y= 600 [R6 DAE 
用 导数 y = 90 E 加 ， 那 未 F 谈 成 * 的 函数 ,而 且 形 如 


He) = "risen as (4) 


的 积分 变 成 一 个 依 粘 二 函数 = 由 Ce 的 确定 数 ; 即 , 它 是 一 "对 于 
ERE 办 (wy) HERA”. 

变 分 学 的 基本 问题 如 下 : 

ERE PRERE m <a E, REOR OS 一 Ar) 


D Rmi EB REST rr dms T ummENB TECTA ECEX IC 
到 尾 伍 曲线 : $*4178 HIBRER C BE9EOAECRDS Bu C BuIBL SIN, Tomum mk 
pic E9253 Fa sept C SUPT PoSGEHEC ANTLER C dmi Bim. 
PA.REGOREUBMS.FIIEBEL C AGAME -—J E.KI ME 
SEC Hg, MERHER vp MES E DIIS Kim Ae S RE TEU,. 直到 最 后 
E dh RU S FRE IPLRELES SEGRUAU ERE 34s C BAL CR E OPERE] 面 隶 要 大 
w., Dd p TE P FL IRTME P TAARA RTA- 3 eb EL) d 
xm. 


a E4dAÀ 


VOR o > 4 Wo RÀ ho - BOR Ro* A A 4Ó ER 


ed t(&) H em RKATO. 

tentam, ma almin "HOS sw 
AW. FBA ie) HEEF EN TOT NT IPTE TS 
BU AREER SECO d4:3- 3 LIE EXIT TEE EP BEES 
许 条 件 作 了 更 严厉 的 要 求 : BEGHÉE 中 (x) 的 一 阶 基 至 二 阶 EGOEXE 
这 的 . 尖 热 ,搜索 圾 大 值 或 极 小 偿 的 领域 因此 受到 限 括 。、 tAUD E 
们 将 会 看 到 ,这 个 限制 实际 上 不 影响 到 解 , 即 在 漆 用 更 大 领域 时 的 
那些 最 人 台 适 的 图 数 总 可 忌 在 比较 局 限 的 具有 连 寻 的 一 阶 和 二 阶 导 
RYE ERE Up RAT, 

EoEBPEDREJLEDESGEUBJEQUMULOS KERMEE—M: 
于 何 光学 的 基本 原理 我们 考虑 硅 r. FAPA, HER 
定 光 的 速 座 是 点 ko WFA r AAEN s(x.y. DE 
一 中 人) XDEIELRR Y 二 Cx) 为 相 调 的 导数 ]， 则 费 
FRJ i F PUR ET ARAE BS 


换言之 , 如果 + EA 5 为 任 一 连接 点 4 [Es BEN hka 
É, Joke GER LIBAFEGE. 4 B ZARR RA BEAGGN BISS TR 
分 
I "n 
ne) - Piedra -| tna. (5) 
光 的 实际 软 线 是 二 那个 使 这 积分 取景 小 的 可 能 值 的 函数 了 一 
中 Kx 兢 定 的 ， 
我 们 看 到 , 寻找 基线 的 竹 线 ,这 个 兴学 问题 是 有 未 一 舟 问 题 的 
特例 ,对 应 的 
pov ix 


4E X S OGSERU PUT P. 光速 PR 77 I] 26 X Pr FUE n E 283 


a R45 。 


plx :+ Ja 


72 ZARAD EH 
an 第 一 变 分 等 于 零 - 


我 们 的 目的 是 求 加 到 数 y = (0 语 由 [4 规定 的 积分 产生 
授 天 慎 或 圾 小 值 的 必 怪 床 忻 ,或 用 一 般 的 述 语 ， JRARIDI AES AERE, 
PUT IS SEC A EEUT E SR — 5 oC DRECERL TÉ HE A0 3818 
中 所 用 的 方法 。 我 们 肯定 y= = ulo 是 解 。 然 后 我 们 需要 说 
Heak: (Fehi e digitize e HN. E 
BON. mH. EP PUEHRAEUD DEULEE defe RIR TA 
PMS EpL Y c HRE — REPOS RHEA e, HU BB 6 6828 0 — n 
THRCBRHECRREXE BUE FUIL EB) PESE, 

我 们 设想 函数 ERTE ovum rne pREER, HAE 
MF: REKENAAR EARE EA GB ER 6C 一 
0s qin) = 9, f Bt dE SE JR] E VE C E SJ — BH ELT eS, 
HERRIE RE 

blr.) = autr} -t enie), 

HRR enl) = eu EE R oe Bae Eor 一 06/86, 
FAFE e 6p 6 TEXSEIE BEER FASA (5 ] 如 
RREA e 5A * ARRATE PREA 


E 
Tx 十 Em} = GLE) 一 | Flrsw + gr + £m) dx 
an 


ET s AARTE. AH Ho) T US PER LA CAS 
RANEE 。 一 0 处 获得 极 小 值 。 由 此 作为 必要 条 件 我 伐 得 广 
e 


G'(0) — 0, (62) 

并 且 还 有 去 等 式 
G'(0) = 0, 7 (5b) 
对 于 被 大 值 祖上 的 必要 条 件 有 相同 的 方程 C'(0) ~ 0 和 相 
反 的 不 等 式 G'(0)« 0, sd G'(0) — 0 xj —H)ps 3 v dog 
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x. Hh sap BI EET HEAD TE TES GS. 

OU ERCKE EIL IRIBSAUARIEN, RA: 如果 着 将 * 
对 所 有 的 函数 都 满足 方程 G(0) —0, 那 末 积分 1 对 中 一 # 
是 返 留 的 ， 恨 如 得 以 前 那样 ,我 们 用 符号 5 表示 对 于 s 的 微分 ,我 
们 还 说 : HE 

61 = &6G'(0) =0 
HAR 中 = s NER T Brie SV ERATI WERNERA X 
达 式 
£G (D) = eJZ | ren F EnA F En) sa) (6c) 

质 与 第 一 变 分 等 革 替 完全 次 球 着 加 一 件 事 ， 

逗留 狂 质 对 于 极 天 值 或 概 小 值 的 出 现 是 必要 的 ， 也 是 ， 正 如 
通常 极 大 信 或 极 小 值 的 情况 一 样 ， 它 不 是 这 两 种 可 能 性 中 的 其 一 
林 出 更 的 充分 条 什 。 我 们 在 这 晨 将 不 研究 充分 性 问题 ;以 下 我们 
只 考虑 追 留 性 的 问题 ， 

我 们 的 主要 目标 是 护 这 样 的 方式 变换 积分 的 逗留 性 条 和 性 
XD) 一 0 使 得 它 成 为 内 是 * MAEA TEC HS n Bs ir. 

习题 72a 

L 联系 虑 速 降 线 问题 ( 风 第 342 一 343 页 ), 当 点 4 与 召 用 直线 
XE SERT. VT FERE FEES HI. 

2. 设 球 坐 标 (0,0,9). 全 在 三 维 空间 中 运动 的 一 质 所 的 违 


HE ec 1d/fis). — 该 质点 坚 用 多 少时 间 扫 措 反 4 与 了 之 间 的 由 
Z3 o 8 IRR L EAR E RES SEE rea) 907) (o) 1? 


b. 众 拉 微分 方程 的 推导 


下 彬 的 定理 构成 变 分 学 基本 的 判定 标准 : 


1) 变 分 学 一 词 的 应 用 由 来 于 此 ， 它 洗 的 意 因 是 ， 在 这 个 课题 中 我 们 研究 I8 n 
D T WA CARET TET ET PECIA 


2847. 


Mi 


Hé) = [^ FG. e-e) dx (72) 
 PLPDELRIIPAIDLLDIMPELISINA 


d 
L = F, m A- Pue = 0, 7 
[ul = F (b) 
或 
下 + Fou Fw FQ (7c) 


2 I EBRXX —A.SCETEE SE BITE VC, 
G(s) = "FG + Ega 十 Eg ) dx 


对 5 求 镍 分 可 以 在 积分 号 下 进行 (参考 第 76 页 WEARS 
x HIrSCHOEGBUS SUP ETE BRER. ER, ARos dre — y 
并 且 微分 ,由 于 对 pe Ma 所 作 的 假设 ， 我 们 在 积分 号 下 得 到 
的 表 丢 式 F, +g Fe MENAIRA. BE, REGIBUS 
到 


CO 一 人 [nF.Cz,u, un) 十 g Fox ,tt „t } |] dr. (7d) 

äs 
2T AHDS RI: EETA IS Ei ER TAR w 
Tun pE RERE e REREH RITARA 
用 到 。 在 这 个 三 性 中 ， 任 意 通 数 在 积分 号 下 以 双重 形式 ， 即 条 


v 出 现 。 然而 。 用 分 部 积分 ， 我 们 立即 可 去 星 wi b aG) 和 
nr) S T RUBUE RIA 


(EXT CARLA PERI RES I RES TR Hug gm How 


$4, mE T 94 EbETr H FAE, FR 总 确实 三 
Jb. 于是, 如果 我 们 简写 


„Bi. 


Lla] = F,— Frs (7e) 
dr 


MERTE HE 


| aLla dx =Ù. CE) 


Mr — 4-708 RETO ABEL E RC fl 2; re Ul EE RESTE mi 
TG, Mak—a. Bs FEBRE I 
Lis] = 0, (7g) 


ho* + E € k + F A k E k F  —" 


数 nGOCRUR. aC) = nn) 一 0 与 六 Ce) 为 连续 满足 关 下 式 
NOTE =0, 
那 未 对 区 隔 内 的 一 切 x 什 有 C) - 0.( 这 个 引 再 的 证 明 放 到 第 


但 是 ， 我 们 可 以 用 不 司 的 方法 ”得 到 条 性 〔78):> 由 分 部 积分 
pn EIUS 


| (aF, + g Ew) de = 
HHR e 因为 如 果 在 分 部 积分 对 我 们 为 了 简单 起 网 罕 成 Pu 一 
4, F,— 5 — E', 3H dtc v Be RIRE 

Ti fe ža 
如 困 我 们 置 5 一 4。 我 们 就 有 类 似 十 (78) 的 条 件 
A Ar ty (7h) 
在 推导 这 个 公式 时 我 科 不 需要 对 3 3 8 M S He EEE. 
WUX, RERE P C cR a DEAL Bc ARS E ERRE 
WT. 方程 (7h) A RREEERISBU CA BEER BRE C dioi or, 而 只 
EA PE ig Up UR TITRES GE PRESE m GO B5 ed Ep xar. 
HORE LO BERGES AREN LEEA 


NI — B)dr — 0, 


D AthikA Bird — T d BREREES, 


s l4., 


NS dr = 0, Gi) 
我 们 就 可 以 使 | 
p j. Ce) de 3 
本 是 我 们 鸥 造 了 一 个 可 容许 的 gm， 这 是 因为 站 o— A glr 一 
nz = 0, 我 们 从 而 得 到 下 而 的 结果 : 


f (d — B)dx — 8, Cy) 


ERISEDI PESA: 
51m IL. RP EGESUREG COE 


N- dx ~ 0, (8a) 
A PEREK Co) FRAAS RESTI 
[ras =0, (8b) 


WX SO 是 -- 个 常数 
KT ARIE TER 851 页 得 到 证 十 ， 如 果 在 证 明之 前 我 
HERE CEEA MEATO HESSE EI ARI E A 
表达 式 一 一 推出 
l F,dx te = Fr 


由 于 F, ETRESE CAAF — RER AA e 
而 县 其 导数 为 Fus ARENA Ifc E ERHI bs Ec. 对 于 所 
WREE us RIAD, (d/dr)F. YEE, MEA E 


8. B. ` 
Fy -= dx F, (9 ) 
(Eos BUBDAESE GA Dmhar. 


Td. SAFARO The A JE UOS RURDKR. e 00 
a Eft cer REA ERO ER USE REAR RET n RR TS ER 
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5 dS ERIT. 

WARTEC RAS AE, VPE TIERE PRETEREA HE 
Eu. Op MÉDRSECD ÉURIER, dns E dp HRY 
—&RWRHUE het Rd E, 

MRIN RP 

Fol (9h) 
对 4 «(G3 RT EA Dr RU BTE Aw 一 
nun) A PADES 1o 的 已 知 表 达 式 ， 


ec. 基 本 引 理 的 证 明 


现在 我 们 素 证 明 上 面 用 二 的 两 个 引 理 。 为 了 证 了 明 引 理工 .我 
们 假定 在 某 一 点 :比如 说 z = gC) 不 是 要 币 且 是 正 的 。 于 是 ， 
由 于 CO) 是 连续 的 。 我 们 自然 可 以 划 出 一 个 《rssm 的 子 区 间 

二 于 (9c) 

使 得 COD 在 其 中 仍旧 是 正 的 。 我 们 现在 选取 一 个 二 次 可 微 的 
T， 它 在 此 于 区 向 讽 为 正 而 在 甬 处 为 要 , 比 亲 说, 对 (9e) 中 的 x， 
EA 

aG) — (e — E 4 ys — & —ayY — d(x — Ey — atl, 
X^ BR S HE REI KAERA, nGO COO) 在 王 区 癌 的 内 者 
AnERHEABOEE, MURE | 


k 
| Ede 


lr, 


TREP, 因为 这 与 我 们 的 乙 设 予 盾 。 所 以 CE) 不 可 能 是 
EA AS, CBRE ERÉ TE COD ds pP BERE 
SbRE , EE ADRA MAR £ WETE. 

27) ERAS E I, 我 们 指出 ， Xj £O) By (85b) 直接 
FEKAR 


NOI — ct de =D, (10) 


D —"rEEBUSJEPUETUNE — dex. R ERER SAS TE, 这 直接 可 
M apsr ise X E, 


" 8314 


这 里 = 是 尾 讲 常数 。 我 们 班 在 这 样 来 选取 “， 使 得 SQO—cEÉ 
一 个 容许 函数 上 (3 即 , 我 们 用 方程 


0 一 N 一 » {Str — chldr = NO — cx x) 


来 确定 e. Be 的 这 一 值 代 人 方程 (10)， HER 《= 50) — v, 
我 们 与 上 得 


Pisco — cYdr — 0, 


因为 被 积 函 数 报 据 假设 是 连续 的 ,或 至 少 是 分 段 连续 的 ,所 纲 推 得 
S(z)—zc-—0 
是 zx 的 恒等式 ,正如 引 理 所 说 的 那样 - 


d. 一 些 特 殊 情 形 的 欧 拉 微 分 方程 的 解 ， 例 子 


为 了 求 极 小 值 问 题 的 解 ， 我 们 必须 求 殉 拉 伍 分 方程 在 区 则 
r coxxmon EWT, E ERARE RAA X. 与 v. DU 
为 二 阶 的 欧 科 微分 方程 的 完全 和 积分 包含 两 个 积分 常数 ， 所 以 我 们 
期 望 使 这 两 个 常数 适合 边 条 件 一 一 积分 常数 必须 满足 的 两 个 方程 
一 一 来 唯一 确定 一 个 解 , 

一 般 说 来 ， 用 初等 冰 数 或 积分 遇 曙 地 解 出 葡 拉 油分 方程 是 不 
可 能 的 ,我 们 就 只 得 广 足 于 描 明 变 分 问题 确实 归结 为 一 微分 方程 
的 问题 。 另 一 方面 ,对 于 一 些 重 村 的 特例 ,而 且 事 实 上 对 于 大 多 微 
经 典 的 例子 ,微分 方程 可 以 用 积分 法 解 中 ， 

第 一 种 情形 是 不 壁 信 导数 Y Sp: F= Fl 中 ,x)。 在 这 
里 欧 拉 微 分 方程 仅仅 是 Faler) — 0; WER, 它 完 全 不 再 是 一 
个 微分 方程 了 ,而 只 构成 了 解 一 n(x) 的 隐 式 定义 。 这 里 自然 
不 存在 积分 常数 的 问题 或 满足 边 条 忻 的 可 能 性 问题 ， 

第 二 种 重 台 的 特殊 情形 是 下 不 显 食 国 数 y= pl F-— 


F(Y x) ,在 这 里 欧 拉 微分 方程 是 p (Fu) 一 0, 它 立刻 给 出 


Fc, 
Rei—HEEPME EE RITAREN e 表达 成 


» $24 


: 与 * BEER 蕊 re]。， 于 是 我 们 有 证 得 
u 一 [CPP 
由 此 用 篇 单 的 积分 涯 到 
， “一 | KE ,ea Ts, _ 
即 , 表达 成 和 < 违 同 另 外 一 个 性 总 的 积分 带 数 — 所 
取 在 这 种 情况 下 , 政 拉 微分 方程 可 以 用 积分 彻底 得 解 . 


REER rF = Fi.) ERPAT RIE TANER.: 
| PRAEAN DEDE SEES 
E = Plas) — Fou) = e C1) 


m oT + B 上 US > g Bo € " —— —o—aáà« 0283» d 9» —Á—— Oë © a 4" u Š 


xia. 
只 要 我 们 求 导数 4E ds ,就 可 立刻 推断 这 个 说 荐 的 正 稳 性 ， 
38.117 
SE. pa Fm” — a Fy HF — wu Fu 
dx 
或 由 Cc), 
JE 


; 9 = xLis] = 0; 


因此 ,对 于 欧 拉 微 分 方程 的 每 一 个 解 心 我 们 让 E =e Pe 是 
常数 . 
如 果 我 们 把 4 BUE E=. 算出 的 ,比如 说 一 

itws5)}。 那 末 对 方程 

de — 1 

dti jiu.c) 
KHEGRETEDRIE r= Huc) 十 e( 这 里 e 是 另 一 积分 党 
数 ); 即 , = 表达 成 e. Aa AR. RER He, AIAS A 
数 efzvciah WEE, 欧 泣 微分 方程 信 吏 于 两 个 任意 积分 常数 的 
—R ME n] ELFEBU (18 81, 
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现在 我 们 将 有 这些 方 法 来 讨论 若干 全 子 ， 
Hrs 
di —5 —BM IST, Hab FUERA 
FegyWictr c 
这 HrG) RE—ABEHBRETYNES. UTSfiiix y = 
s 。 我 们 最 后 的 那个 法 则 立刻 给 出 2n | 


glu) l + u^ "n ELM 


EVE 十 u^ " 
或 Un 
LE) e; 
Aj i-a EN 
于 是 
dx _ ] 
du v rY re) Ti , 
再 进行 积 公 ,我 们 得 到 方程 b 
b IO C (12) 
" / (leG2op 一 


其 中 b 是 另 一 积分 常数 ， MAENEO JEN RESE. 我 
们 得 到 x* 20 x 和 两 个 积分 常数 c 与 的 面 数 ~ 


"o5 è 和 


在 六 个 情形 , 曙 第 843 页 移 (25) LRA =y. 那 积分 (11) 变 


成 
i | du pt ; 
Gef) — 1 e 
AE, ARE 
= g = ecosh — 2 ; 


HR RH, rete REPRE CE RISE Fee, 
Af RUE GR HA E ER CE SIL S 402 页 )， 


10 Sk. ILEERULSRSETH AMAA ns m€—— ik" 
HWREBTRESI, 
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这 样 的 逗留 曲线 出 现 的 必要 条 秆 是 : 两 个 给 定 的 点 a fup E 
以 用 一 条 v0 的 县 短线 连接 起 来 。 至 于 这 悬 链 线 是 否 真 的 表 
过 了 航 小 值 ,这 个 问题 将 不 在 这 里 讨论 了 . 
REM 
男 一 个 例子 是 由 取 FF 一 LA v HB FERE 843 TKa), 
XORROGADRRUSUIBL PEER 1/2 t, = kr 一 
sin? (0/2), 则 积分 [12) 
|— 
v liur Y — 1 
立即 变 到 


' i 
T = 
E a| | 1 or 2 | (1 s9)46 


由 此 
x 一 上 了 一 t (8 — sing), 


y 一 是 一 £0 一 cos9)， 


DARRAR- AREE x Bh datti E E E E 
333 DJ 
习题 72d 

LAF FAEERE LoE ER SE GU HR. 

(a) Foy, 

GO) F1» 

fc F—yV1-—2", 

LATERA Foe x). RREA R. H BHESÉ: GE 4 

WF » Sd PR dE PETER A17 Rc BE HI — SE pe REL dH FREE SE EO, 

A PEPPER 2r CO IE 0 8p me GARDE RERE, 

LITERAR 下 一 cy" d byy TT Y'A a. 5. c 是 * 

r5. - 


85 kd eT A dE INO EREHE. RERAMA A eE 
aget dg. Xp RREA. XX DO PB RARE AN 
分 方程 ? 

5. 对 于 被 积 罚 烤 Forsi ty’, uEWHS 8 Bir eR hhe 
sin (F — 5) —:-7758 y 56x18 a.5 晤 常数 ) 培 出 ， 讨 论 这 
些 曲 线 的 形状 ,并 且 考 查 、 如 困 了 两 点 4 和 类 可 用 形 如 一 站 *) 的 
B fü PR MUE HK 3o 4 和 8 该 怎样 坐落 ? 

6 对 于 FF 不 者 导数 y dim. Em SH FERKA 


P, = 9, 
7. 求 一 函数 , EESHA = (a) y(0) — (1220 或 
(b) x(2) = 6,»(1) 一 1 的 积分 , 
Hy) 一 v" 4e 
dog XE ME, 


L RISPE VER hR, MAER iE TORRE. 


2。 欧 拉 表 这 式 误 等于零 的 情形 


在 第 H HTF Flr, 的 欧 拉 微分 方程 《7c 可 能 退 
比 为 一 个 无 意 立 的 恒等式 , 即 每 个 容许 玖 灼 y = 400 都 适合 的 
RR. 搜 知 话说 ， 对 应 的 亏 个 积分 可 能 对 任何 容 将 闲 数 y 一 
HO 都 是 置 留 的 ， 如 果 训 到 这 个 退化 的 情形 , 那 末 不 管用 什么 
PE y — $ (0 代 人 欧 拉 表达 式 | 

E, 一 Fay — Fyt — Fyy, 

它 在 区 闻 内 的 每 一 点 * ABAST? AT, RATECTDIAREI 
杂 上 曲线 ， 使 得 对 于 BWE, 一 中 了 一 中 与 y —2' W 
性 屿 的 预定 伪 。 所 以 ， 对 于 性 何 四 个 汶 一 组 的 数 ear a 
RORXGRMMSRT UE .我 们 断定 27 HARARE Fo) 必须 为 者， 
于 是 天 定 是 yY PERR, Ig. F =ar th, pah 
pEr 和 + 的 遂 数 .如果 我 们 把 这 个 F 代 大 油 务 廊 程 的 其 余部 
分 ， | 


» £556, 


mY p A 
à 


F.py cr Puy — F, =D, 
Bi sk Yr BD EHE 
Ü = ay! -F a — ap — by 
或 a, — b, 
p ey BATE, Bui. NurgGks S $TESBHUO 
当 积 分 的 形式 为 
】 = laten)" + b(x.9)9 x = jady + dr, 


其 中 # 与 6 演 民 我 们 在 第 105 ACERRA RE T BR 
里 的 ady + bes ETERA, 


[^ rF 
a。 具 趟 多 于 一 个 自 变 画 数 的 积分 


35A £2 B8 St ORT FED RET LR ERR TARE PCR e JUR 
于 一 个 自 恋 函 数 所 基 依 不 三 若干 个 这 种 函数 eorr 
at) 的 情形 ， 

六 各 类 型 的 标 痊 问题 可 以 束 述 如 下 : 

d FÜx.da e cabu duy: d AEG E LIE SU dari. 
HAR. CERESE H ELE FRA AURRA REL TB R9 E Ss 
£z. dme er UBIAUA etit — vef Wr m ESI x Tug Erb 一 
wa MHE RALE do IDE E75 a SUGOCBR EA P HEXA] 
Báran ERFT 


lidi.- i ul = p Fx T PR tt FM tc sha) dx [1 3) 


rax sgg CEP Bof —" T WR E IRL 

SREP B HJ e ERER ERFAR OS) 
边 值 pir 和 $n) EPERRA AAH hika) BER 
YrP3. Beg. AIJEE, Hafist tatae 为 坐标 的 (n 01) HE 
党 间 书 考 民 那些 连接 两 点 4 和 ?的 曲线 y; — diu MOER 
EAR RRIA A Ap BUR 中 txt bga 
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[J; = dii)  ui(x)], 

使 得 积分 (13]) 取 得 极 短 ( 极 大 值 或 极 小 值 ) 

我 们 义 将 个 讨论 极 值 的 真实 性 质 ， 击 内 限于 探究 对 于 什么 上 自 
TARH p) — s(x)， 积 分 是 带 留 的 。 

我 们 完全 用 第 842 侧记 用 的 同样 方法 米 定义 过 窗 信 的 概念 .、 
我 们 按照 下 面 的 方 枝 把 吊 数 组 mtzy 凡人 到 依赖 于 参数 = E 
HAURR © Eho none) 是 # 个 任意 选取 的 测 数 ， 
它们 在 x o Meser 的 值 等 于 零 ， 而 在 区 间 上 过 续 , 且 有 过 
续 的 一 阶 和 二 阶 导数 。 我 们 把 e) A RA 

y; — d, (x) = i + en) 

zm. 

项 emf) = 8: WHTEBESK wi ge. SOROR d 的 表 
EARRA Fdurriod po BRATR 75 2533 e OBERE 


Gle) = | EIERN -E É5h.t tt uS F Bg. 


l B F gistr pa 十 en dr, 

3$ p 一 上 (有 即 , 当 6 — 0)BI STRE TE ZEB EUDAR Fo dE 
G'(0) = D, 
Em- TERRAN E SORORE CHARRA ERRIN 
RRES n WA CO=0 gi. 
BT = gG'(0) — 0 

成 立 , 那 末 我 们 说 视 分 了 汶 于 4, = uap BRE. 换 则 话说 ,积分 
对 于 一 国定 东区 组 C) DUROMUEDIRUE ED 31 等于零 意味 
BUS. 

疝 题 仍旧 是 对 于 积分 和 的 逗留 性 上 质 确立 起 不 色 人 省 任意 变 分 组 
7; 的 条 件 。 这 不 需要 新 的 概念 。 我 们 着 手 进 行 如 下 ;首先 我 们 
取 ?ms EAE, BATAIE av 变动 于 
是 我 们 只 考 感 第 一 个 国 数 e 00 作为 变 光 ， 从 而 由 第 $48 页 ,条 
件 G00) = 0 等 价 十 欧 拉 微分 方程 


. 853, 


d 
F, — Í Fp/=0, 
Ca 5 


[Ek] 353947] Gp IEEE BS EASE w(x) 中 的 任何 一 个 , 所 以 我 们 得 到 
TBBSX: 
积分 (03) ABRERA n T IC e Q0 Wü EXON 
J EE 
Pu Fm (i = 1e... (132) 


这 是 对 于 *# 个 函数 Cz) 的 二 阶 的 # 个 微分 方程 的 系统 .这 
个 微分 方程 组 的 所 有 的 解 都 叫 作 变 分 问题 的 极 信 上 曲线 。 因而 , 寻 
找 职 分 的 极 竺 问题 妇 千 为 求解 这 些微 分 方 得 并 从 通 解 选 择 满 尼 边 
条 件 的 问题 了 


b. 定子 


给 出 欧 拉 微分 方程 组 通 解 的 可 能 性 其 夺 比 第 ?.2 节 的 情形 更 
IPES., DODGERS PRISE SAL 188 88 B5 e Bb 3X aA B) 58 IRE 
曲线 . 这 里 与 第 853 HARUNA REE 2 EL, T TRES E 
经 常用 到 的 : 

IER PORRESEUERE rH 

F = F(duss* dos dio sd) 
PRERA E= PC suus thes ru) 一 WP ERU 


分 方程 组 的 一 个 积分 ， MMRR ERA E a 的 性 一 
组 解 ma RIRA 
E-—F-— aF; Á Hc, (13c) 


DO Fd SHE 85031,9872 RNT 3E — AE RO IST E Yr Te EU PR 
ERR- ERR F IERI A EE p VE Perf RRT EE EUG 
注意 在 主题 的 建 并 上 。 找 末 在 语 数 组 $420 的 可 容 性 茶 忻 中 和 包括 二 阶 导 新 约 
XEER EE IEEE 2500). 这样 :我 们 就 能 抱 表 这 式 didi FREER 


»» F»; su; + 2 Faits + Frj, (13h) 
=i 


s. B59, 


在 这 里 :这 个 第 数 值 当 然 依 赖 于 所 代 人 的 那 一 组 解 。 

WEBB aO 853 页 的 相同 格式 ; 我 们 对 表达 式 的 左边 关于 
x 进行 微分 ,并 且 和 用 【13b) ,就 可 验证 所 得 的 结果 等 于 等 ， 

一 个 通俗 的 例子 是 在 三 维 空间 中 求 两 点 之 闻 最 短 际 帘 的 问 
是 、 访 里 我 们 需要 确定 两 个 函数 Y 一 GO, 一 zx), 使 得 积分 

V TY as 

有 最 小 的 可 能 值 ， 而 YQ 和 xz(x) 在 区 向 诺 点 的 值 是 预定 的 . 
哆 拉 答 分 方程 【13a) 给 出 
do Y 024,  /XHB5 2 
2 d ay dey IF ut 
由 此 立即 淮 出 导数 G) 和 ce'(x) 是 常数; 因此， 极 秆 曲线 必定 
是 直线 。 

在 三 维 空间 的 最 速 禾 线 问题 就 有 点 不 简单 了 。 《重力 的 必用 
方向 及 取 尾 洪 正 Y 轴 的 方向 .) 这 里 我 们 需要 这 样 确 定 9 m FD. 
z= z(t), IERD 


U PE Tor ge 一 rounds 
m y " 
FUEBBI TOEEIRERAMZISRBIDUE —1-7; EH 
E l1). | L2. ‘ 
V9 142 4g 
另外 ,我 们 由 {13c) 得 
F— y Fp — Fy -一 一 一 一 一 
” 5 YIPP? 
其 中 5a 与 5 是 常数 。 和 家 除 局 ; 即 得 x = a/b a k ARRA. BR 
已 全 积分 为 至 留 的 曲线 必定 在 平面 x 一 Rr ph Vy. MS BE 
SI V. IFEI" 
如 第 355 DEDE SE AR, E HX B ERE E, 


+ 868 e 


= 0, 


= b, 


=x b 


习题 7.3b 


fO a 假设 在 三 从 空间 中 (采用 球 坐 标 7.0.40 光速 是 * 的 因数 
(453686 847 页 第 2 是 }， 写 出 光线 的 轨 绕 微分 方程 。 证 明光 线 是 
FHH. ` 07 

2. ENERE FLORIDA GEHE REMO Eo ARENDA) 
XB. 

3. dX mei rns. 

4 VERAT AKARA E AS ES hE 
TRARA. 

5. ERI Ai ARI — de e ER I RP RRE — 
& Ey PR E e ROME 50:58. | 

6. Ie (nv TE tas 的 沸点 在 丙 条 曲线 上 自由 移动 的 报 
fü i AR RR de sc 


c. RERA HERR B TRE 


verto 3g fer mre UB Sou dec E S 
HESSE. GEL npEBOD URGE RERUZUSESR SE BID xd HTULIB 
GUERRA -WMEIBISAGESUS ROSSO UR, 这 
里 我 们 将 简要 地 说 明 这 种 关系 。 

LADRAR EEEE h m AGAR nme 
7。 确定 的 话 ， 则 它 有 # 阶 的 自由 庶 ， 情 如 ， 设 系统 庄 一 个 原点 
AR, HURME ”一 3. XXHEDRORERTRIEDNGE fotot 为 三 沾 直 
角 举 标 或 三 个 球 坐 标 。 友 设 系统 由 两 个 质点 用 刚性 一 一 慨 设 没有 
dik—-——BHE 88 RUE B UE RE dr] e — 5, 这 是 因为 对 学 标 
«, 我 们 可 以 发 其 中 一 REI A ECRWSUSBURREI PS A os 
Ss H3 fa re IRI, 

Hif ESL shfR ME ROL— IB HE 动力 系 
w, 如 果 系 统 在 运动 ， 那 未 坐标 9 将 是 1 的 函数 4.0, EHE 


s BT 


的 分 量 — dq, di. HATARAN EE FEAE 
Tifo- "aasa" TM - $ REENEN, - an) (142) 


om 


所 雇 动 能 是 速度 分 量 的 齐 次 二 次 式 , 系 数 mr DOM nsu. 
EGREDAEAG:BmMES 
BUR 317) fS Bastrfl4r a — Hgesko Tr E ets a, i 
EE REISER *(9 un 来 描述 ， 
AEREE: 一 动力 系统 车 时 间 区 闻 % 竺 :三 内 


动 , 它 使 积分 a 
Hlg sto} = Cr — U) 4e (14b? 


(PE I SERUTKRUM =o Himn REED ES 


| 89 8 9 a 9 € È a 


STAIR, 24 Hou ARE R, Ma h Ye13a) 
Ed E BIS 


"i ù 者 hn à C 


d 9T _ ƏT a oo 1 一 .。。 4c 
d Bd. Sq "PERS 1,2, am} (1 ) 
它们 是 导论 动力 学 前 基本 方程 组 ， 


这 里 我 们 将 只 作 一 个 信 得 注 曾 的 推导 , 即 能 量 守 昼 律 . 
Ei ^g Mr ARAS ATO CR ECRIRE AA RA EL ERE +， 所 
取 对 于 动力 微分 方程 的 解 OLBER 


D ATERSET hgt AASTAD EKGREDTEDCEGGRGE 
MEF qc. HAR, MA EAREN RAEL s, 的 线 收 者 
ABIRE LER JC STETTREPE SE UAR EE RIAREITTISER SHAE FAE 
sime. 

2) 我 们 在 这 里 雁 于 过 论 作用 为 与 时 间 无 美 且 基 保守 的 力学 系 和 六， 如 在 力学 教科 
书 中 所 证 朋 的 那 祥 > 势能 确定 了 作 有司 于 詹 秘 的 外 力 ， 系 缔 在 一 个 详 轩 转 我 到 另 
一 个 位 置信， TETTE DUCIT IISRT BROGERU 0E DITE LIS EO T M UI 
ial —br we aux xp, 


. FEZ s. 


ht 


. O(T — U) 
T—U— xg t) 
PERRA D (13601 AT U RET da. HTE & WU 
次 二 次 函数 ,所 以 
d EN = X4 9» 一 27， 
EX ji 
T+ Um; 


d 告 高 春 导数 的 积分 


类 做 的 方法 可 以 用 来 解雇 下 面 的 秋分 极 值 问题 : 车 被 积 函 数 
FARES RHN y — 下 和 它 的 导数 ， 而 且 还 包含 商 阶 导 
涩 。 镜 如 , 假 谈 我们 答 求 形式 为 

了 人 一 MIR ds (15a) 
的 积分 极 慎 , X EBORE UIT EDESTDERSTEIERSÉR y= eir) 而 
言 * 即 e) XE IRE —Brr Ee BUCZE C PO Pm ENA, PTEL GO 
专 直 潮 四 阶 的 连续 导数 ， 

为 了 换 划 极 值 的 必要 和 条件 。 我 们 又 假 恋 y 是 所 求 的 
AR, IHE n HATER 9 — $00 一 wr) 十 enix)， 
其 中 e 29— HEUS SCRI r 29 — CORGCAOBUEIES Boxe 98 8TEKCPSER 
IE 1E) 连同 4 G0 dr5g4übcr d x. Mg. FRIERE 
X Ge), RESET — HERRE (GO. gqUEMERIE 

G(0) =] ( 15b) 
BERI, AU PRESB B48 页 相克 的 方法 。 我 们 在 积分 号 下 求 向 商 ， 
因而 符 测 上 述 条 件 竟 形式 为 


[nF + t Fy + qo Ear) dx = Ü; {15c} 
HEH s (UR oO Hg En R PAREA v OO) mm bg — 
dAn pma EMNAROÓGR. RIES a (€) 的 项 化 成 一 个 


LER 


& ufi, Ede TREEREN RNE Ej 


£o 4 p - 
[a gutira o. wm 
Mi. BUB EAHE CR RALE UA ORA D 
Lla] = E, — 5 Fet E E d, (15e) 
dx dx 


TUI SEXE TUI m E. 


e SBFTNE 


RRE DER PEE REI TE 73 E nT IRURE RZ HIP E EA TH EHE ic PR 
knee 4EELTEBI. 4 DO no CEU LEHRER T ERG XI 
A. Sx4 5i DAdOrduiuBSIRUHU. EALAR 
(3B 638 页 ) 的 。 令 Fr 中 :由 BERAAT KE 
EARBA, BE E 中 或 们 用 一 个 酒 获 (ny) PD 2. nu 
ó(r,») ET LAHEND GAE D AA ERCE ES, 
E oA ERA p: 和 dh ERR LE ? iE 
Xt.n Hx 

Ih) = NF less spay ded (16a) 
有 一 个 与 e$ MARAD, MAHATI- AAA goe 
az), 是 得 这 个 信和 是 一 极 届 。 

为 了 找到 必要 迷 性 ;我们 卫 采 用 老 方法 。 GEAR Dr 
ESTEAN ?zs EAAS MEIE A SG 而 除 北 以 
外 , 它 是 任意 的 .我 们 恨 设 * 是 所 求 的 函数 .往日 是 任意 参数 ,然后 
把 o 一 sy 十 sn ART. IS BUE XE S e MAR GCGOO. E 
REILE e np E 

CG'(0) 一 9, 
SB RAT RHR T i 89753 
1, M 5d) ER (1063 HEUTE SER L (38659. TOIER MIS EZ CT 


HMAF ng &uASITYE MA B MSAA Po E 42i 
TEfcig ee PERDER EI SEPETT Ab CC. 


* Jhd . 


oot Fe erMee mo. Q8» 


为 了 消除 在 积分 号 下 的 9 和 wy 的 项 ， 我 们 把 其 中 一 项 对 * i 
行 分 部 积分 ,而 把 另 一 项 对 y 进行 分 部 积分 。 因为 1 在 了 工 等 于 
零 , 所 以 在 TT 上 的 边 慎 不 出 现 了 ,而 我 们 有 


a .8 : 
[sl F.— 2.7" — A - (Jj. (16c) 


引 理 ( (第 84» 页 ) 可 以 立刻 推广 到 条 于 一 的 维 数 ， 而 且 我 们 工 即 
f SUCPE RS — DT ad o Fe 
ð 
Fa m Pe Bf m O, (16d) 
PF | 
LF 一 小! 十 和， 如 果 我 们 略 去 国 子 21.BBJEBXBRMOIO GREEN 
成 An 一 uu, + y. 一 0。 
Bh, MJ. -—3* 2 fn] RE (3 PUT du EIL EIUS ER. 
2, Sidi. AEAN KI ROGER). fE— REED, 求 
一 曲面 z= f(x.9). CRA Mie BU: 38 E628 DP H8 je] il £x , 并 
且 它 的 面积 
Lov Lor ei di dedy 
2JAR (i. | 
` 这 点 的 网 拉 和 被 分 方程 是 

9 Ha + a tiy 

Qr itet ÖY 
W HRH HEA, 

äyri 十 uL) 一 Zu, m,u,ct uy, ll EE ul) = D, 
这 是 著名 的 极 小 曲 曙 的 微分 方程 。 我 们 已 在 别处 对 它 进行 了 广泛 
的 研究 *. 


本 


一 [0。 


15; E.Caurant, Dirichle:'s Principle, Contormal] Mapping and Minimal 
5urjactz, Interscience: Mew York, L950, 


* B6b 


14 合 附 带 条 件 的 问题 ， 拉 展开 日 滁 子 


在 第 3 章 (第 334 页 ) 对 多 元 函数 通常 的 极 值 讨论 中 , 我 们 考 
碟 了 对 那些 变 元 声 某 些 附 带 条 件 的 情形 。 在 这 种 情形 。 丰 定 乘 子 
法 对 函数 可 能 育 逗 留 信 导 由 了 一 个 将 别 清 楚 的 表达 忒 、 羔 似 的 方 
法 在 变 分 学 中 喜 至 是 更 重 缕 的 ， 在 这 里 我 们 将 仅仅 简要 地 讨论 一 
些 最 简单 的 情形 ， 


a- 通常 的 附带 末 件 


一 个 典型 的 锁 子 基 : 在 三 维 帘 间 中 ， 求 一 条 表 成 参数 上 的 曲 
线 rai), Y — (00, wx (nre) HEISE 
` 件 一 一 此 线 位 于 给 定 的 曲面 G(x,»,2) 一 和 4 工 ， 并 且 通 过 该 曲面 
上 了 个 给 定 的 点 4 和 好 。 村 是 ,问题 是 从 那些 服从 附 右 条 性 
Cryszs) = 和 通 带 的 边界 条 忻 以 及 连续 性 条 件 的 函数 组 aC), 
rahe) 中 进行 适当 的 选取 ,使 得 形式 为 


, F(x,y,2,2,9,2) dt (17) 


TE AEIRERRU. AARAA HAES 857 抽 已 讨论 过 的 
dE. BIER xG.»(0.202) 为 所 求 的 函数 。 再 设 所 求 曲线 所 
在 的 那 都 分 曲面 可 以 表示 成 彩 式 z= glr) RE G, fERhHGGU 
的 这 部 分 上 异 于 零 ， 这 一 点 确 是 可 能 的 ， 如 昌 我 休 恨 设 在 所 讨论 
的 曲面 了 三 个 方程 C= 0, G= 6G, =Ù TARR 32 , 并 且 
TERETA EmA, MRR AA A 
性 设 Gr% 0, fE z= glir) 4 ima tg RB, 
我 们 得 到 一 个 以 r) 和 I0 Wk EAA A R 
们 可 以 直接 应 用 第 859 页 的 结论 ,而且 寿 拼 积 函数 
F(t,9,2(2,9),£, 9,2], t 98,) = H(x,y 2,5) 

KHH Cuh BHRD HISE EGET EDU Sft, RIANA 
个 方程 


d d d 
H H p? 4 (Fg ) 


” 一 F,8,— F, 8s 一 0， 

d d d ; 
|H.— H, = — Fy F, + ---tgF: 

di , di 7 ' ii te r) 


as 
— Fu m P 3 = p, 


但 是 ,我 们 在 考分 时 立刻 看 出 
- = fà d z, = 92 
dr Or * de ^ ðr” 
因此 
d d m 
4 Fett. (2- Pi — F) = 0, 
d Fr. d p 一 
ar E; P, + e p F, F.) D, 
如 军 为 了 简单 起 见 我 们 以 一 适当 的 乘 子 M Su 
oy F,—= 1G,, (182) 
FI 


Jt ERI FHSE 3X; (第 228 BD. £, = —6,/6,. By = —G,/Ga W 
来 我 们 得 到 另外 著 个 方程 


d 

一 F.— F,- 46, 18b 
dt ri 3 ( ) 
- p, F, =G, (18c) 
di " 


于 是 我 们 有 也 下 的 积分 可 能 为 带 贸 的 条 件 : 如 果 我 们 设 Gr 
G CEHEC 一 0 上 不 同时 为 零 , 那 末 极 值 的 必要 条 件 星 存在 一 
TET. Mi。 使 得 三 个 方程 abe) 在 附带 条 性 GG 9,2) 一 0 
下 同时 得 到 小 足 ; 即 , 我 们 有 决定 函数 rre) META 
的 四 个 对 称 的 方程 , 

最 和 童 案 有 的 特 便 是 在 给 定 和 的 则 好 G0 上 ( 设 避 的 梯度 不 为 


: P67 


3E YR PETER ga anu B POR ER N, e EA 
UogpavVETPTE 
itc cbe a 0 Jy AH 
Oe S 
à Y PEA 
£ -一 7 = LL 
d 二 六 十 六 
£ á 
M m - ltr.. 
d Wi 十 六 十 并 
这 些 方 程 美 于 新 参数 :的 引进 是 不 变 的 。 却 ， 读 者 可 自己 突 易 准 
UE, 如 条 re AERE BSIBJZREX rer OO, RE tE E 
的 、 可 送 的 和 连续 可 短 的 , 屠 末 这 些 方 鹅 保持 相同 的 形式 ， 如 果 我 
们 取 孤 长 汶 新 的 套数 。 因 此 # + +e], BOHAS HE 
有 形式 
du ie dY du. 
p. Gs» FE Gys "E AG, (19) 
这 些微 分 方 在 的 几 舍 意义 有 是， 我 们 问题 的 圾 信 财 线 的 主 湾 向 
量 " 正 交 于 曲面 6 = 0。 RAER S Emam, A, 
在 项 面 上 拷 成 之 间 的 最 短 距 离 必定 由 一 测 地 线 弧 给 出 ，， 


= lrs 


习题 ids 


L EARS AA RE E A 6G 一 4 上 运 
AIEI ga ESL RE AH EA R EAER, BUSTA, 
T ER HT i gt E 862 页). 

224525 AEA GCr.y.z)70 FERR ECHR 
— H EE—BEgKdsiuHTH-T CEEA AER. ME 
RUE AmE C, uEHBC QLEEEDTODDISINHDSEBE. 


PELDISCCLOMUENIS P 
* pós 


b. FARE HR ERF 


dk EET REVERSE HS o TE E DE ERE Re RE HET AR HIT 
irs hr PERSA ER, D mie TR Bp RAAE RR, 
And. XT ERE SU KC Ab M DS BE HERE ie MERC UT HR A 
的 ， 这 种 类型 的 最 重要 的 情形 是 等 读 的 附 融 条件。 下 辐 是 一 个 标 
淮 的 例子 : EREDAR AEREA ATT ARD 


Ii] = We dr (20a) 
RETE REDATE E A R E E 
Hlg} = | GG 6d 一 给 定 的 常数 r。 (20b) 


Hgh Fog.c- V 1t 六 是 经 典 的 等 周 问题 ， 
这 类 问题 不 能 只 革 我 们 以 前 太一 个 在 边界 上 等 于 零 的 任意 函 
KEMB dE RUE o xe es 的 方法 予以 解决 ， 因 为 一 般 
E, KEERA e= 0) Æ s=0 PARRARI A 
Ph, Ari c — d ooU PRISE RC ORDRE T ie rS DE 
个 函数 利 一 介 参 数 。 币 是 两 个 在 边界 上 等 于 零 的 国 数 n) Ri 
mo). DEBA SE s 和 ,我 们 可 以 得 到 庆 需 的 结 末 ， B 
= e 为 所 求 的 节 数 ,我 们 因此 构造 变动 的 函数 
b =u Tht t En, 
如 果 我 们 把 次 个 故 束 失事 次 个 机 分 ， 我 们 就 反问 题 归结 为 : 在 
附带 条 件 


H 一 feces nm 
== M 8,162) = € 
下 ,推导 积分 
P- 全 rz 于 gp 二 Esas 于 Epic Br) dr = KÀ E, E) 
HD WREBUGAEE AREE: BB. BEC K(s5) 对 & 0.5 —0 Eug 
留 的 ,这 里 sa MEH TAI 


* HP « 


M C» £j] w-— 


FUR AVE A PHAR BU UU 以 及 在 第 848 页 给 


出 的 类 似 的 其 他 拔 由 :> 作 一 简单 的 讨论 谈 可 导出 这 一 结果 : 


< Ritiro 


积 学 和 的 妨 留 性 质 等 价 于 存在 一 个 常数 莱 子 4, BLUE EH m 


* 
teas " 


p" (Pu + AG,) — (Fa AG) — 0 


gir, ———— REJE 


时 ， 


i. 


a0 6 c0 


ERES I TEAKE fe TEL A AE ISVR RES a, 
习题 7db 


1. ESA AM Eb S8 XR 5x 
ZKECPAHPIT- RUNE TU 71 E: 


(3) F-14422), 

(b) F — y) (1 tr 284 

(c) F— y" — y" Lv, 

(à) Fly 

3. 设 有 两 个 月 变量 , 求 以 下 例子 的 欧 拉 方 程 : 
(a) F — ap? + 26 .b, + ch! + ea, 

(b) F 一 ues + Prr — (Ap), 

(c) F= (AGY t lont — 22. 

4, 求 下 面 等 展 同 题 的 欧 拉 方程 ， 存 茶 忻 


Hiii MR Hestenes, Calculus of Varistionz and Optimal Contro; 
"Theory. Joan Wiley and Sana, New Yark,1956, R. Cearant and D. Hil- 
bert: Miébhods o: Mathematical Physics, interscience Publis hers, 
Kew "York, 233, VoL Ly Chapter iN, 


* 87 + 


| Adr 一 
下 ,积分 
Gu? 十 et cu dx 
EEUN, 
5, 4 (a) Mj AENA. ERR 
Ht3)— sai 【这 里 x 是 给 定 的 常数 ) 
下 ,要 使 积分 
r(t) 一 FES dy 
Rene. (3) 从 欧 拉 方程 求 唐 s. W) 应 用 本 死 不 等 式 证 
F(a) 中 找到 的 角 疆 出 rax HR XS. 
G 利用 拉 阁 银 日 滋 子 法 ， 证 明 坚 开 竺 网 问 题 的 艇 是 一 个 圆 . 


7, 一 根 密度 均 和 如 和 给 定 长 度 的 网 强人 市 在 两 点 CB RE. in 
Tow JE HR 3 隶 的 方 疝 ， 钵 线 的 平衡 位 填 是 使 重心 有 最 尾 的 


可 能 位 置 。 于 是 这 是 一 个 使 形式 为 | VIE rectores 
(A vu. 
TOPAGE BUE DOES ACUERDO DUIS, TENAR 


ER-ARRR. 

A, 13y = n(x) dERPÉ Bon fg x8 yn m Vy v 
EREA REOR VO HERA Fy de FERNEN, 
WE RH az), HFX TY RERS fr, WERZA 

Fy xn 0) 0 (HEBRE) 

9.4 (o. 和 Ger EAT LIARA RNR 


BANAREA $4893 EAR, PRODR TEJUPR a IRIS 
TRA Er RRE, 


sl = 


HIE PESE% 


在 第 一 郑 7.7 节 中 , 我 们 已 经 提 到 单 复 变 才 数论， 并 用 宥 由。 
这 个 旺 兴 有 助 地 寞 清 插 一 个 志 变 数 的 通 数 的 结构 。 这 一 齐 ， 我 们 
将 就 这 个 理论 的 基本 原理 给 出 一 个 莘 淖 的、 更 让 系统 执 拖 述 ， 


8.1 MESETAS 
a RR. NOEOEQOEOSHBSE 


XM DOES E *。? 形成 的 复数 一 + 
dy 的 基本 邦 念 开始 ( 见 第 一 兰 第 109 五 )， 我 们 对 复数 的 运算 
WASAKA, REHMAN: 总 可 以 用 一 1 来 代 酝 ,我 
们 用 *, y 平面 上 或 * 平面 上 的 直角 坐标 表示 = 的 实 部 * up 
复数 zio RO NEMAN, RIMAR = reos, 
y 一 rsinÜ SUERA C0) 2EHARO ARRERA, 5 


p= Id my sg — |s| 
XrCRUAUC ECRUBO, RIIA 
pasl 一 tm llszl., 
我 们 能 够 直接 建立 复数 nuin Matn 满足 的 所 谓 “三 前 
LEN CE MEA + lel. 
WER n= mm nm, 我 们 立即 得 到 号 一 个 不 等 趟 
[| | m dI — nl. 

HPH «a.c ED EGER roA ror: 的 向 量 分 AE: 
复数 zz。 三 舱 不 等 式 可 以 得 到 几何 上 的 解释 表示 和 数 
z 十 2 的 向 量 正 是 由 前 面 两 个 向 量 相 轨 询 竹 到 ,由 这 个 加 六 所 窒 
到 的 三 角形 的 边 长 是 【| sa :|= tal (RESI, 


18725 


H 5.1 E x59 — MCpOEA 


于 是 ,三 角 不 等 式 表示 三 角形 的 尾音 一 边 不 超过 另外 两 浪 的 和 | 
RIDETE: AAFP Ric MUR ;如果 |z 一 z| 趋 
于 絮 ， 当 然 这 就 意味 着 z， 一 2 的 实 部 和 志 部 都 趋 于 堆 。 从 柯 西 
准则 推出 ,序列 z。 的 极限 z 存在 的 必要 充分 条 件 是 

lim [24 一 sm| a Ü, 


"^2 


HS HUE E E ETE SARSAR. R 
们 说 复数 项 无 穷 级 数 


S 
是 收 铸 的 , 并且 有 和 如果 部 分 和 序列 

n= Sie, 
趋 于 极限 “。 如 果实 的 非 负 项 级 数 

Ses 


"»-2ü 


收效 ， 如 同 在 第 一 卷 第 七 章 ( 第 540 页 )， 推 由 原来 的 复数 项 级 数 
也 收效 ， 这 种 级 数 我 们 就 说 它 是 地 对 收 绩 的 . 

如 果 级 数 的 项 c, 不 是 常数 ,而 是 依 科 于 区 域内 变化 的 点 的 
ABER Gay). 那么 一 歌 收 但 的 概念 就 有 意义 ， 我 们 说 这 个 级 数 在 
区 域内 是 一 致 收效 的 ， 如 果 对 于 性 意 给 定 的 正 歼 o EBRE 


LE. YÀ- LS 


ERRAT e 的 固定 的 NW， 使 得 对 于 每 个 n2 N EUR RPIÉ 
一 茹 点 =r t, RAR gnis RE SN, GT 
EU RNDSEUBMDENOEA GO, HU Kee Ene x 所 有 
这 些 关系 、 定义 以 及 有 关 证 明 完全 和 我 们 已 经 熟知 的 实 变数 函数 
的 至 沦 相对 应 . 
履 和 化 级 数 的 最 简单 合子 是 几何 级 数 
1 十 十 下 十 启 十 一 
和 氧 安 茹 的 情形 一 样 , 这 个 级 煞 的 部 分 和 是 
] — gtt! 
Ja m -一 一 一 一 


l -一 x 


+ 


并 且 ,. 当 1g' 一 1 时 ,有 
Lad uod LL, (1) 


Ó-—zcz' 


我 们 看 到 ， 这 个 几何 级 数 当 jz| 二 1 时 绝对 狂人 得 ， 而 当 |z| 所 
? —$ORE e. 这 里 和 是 生意 介 工 0。 1 ZHIRTEEEGERC 换 各 话说 ， 


" 4 34 F h o 


| T *' EÈ + m € F 


FETT EBCA DUE DIARI: AVE je.|[z5 
P. PEKKI SEMAD, HESR 


So 32,8 RU So e ethic 


如 果 p, Rem. m c, ERATE R AZILIS ss n 
2c, FERA- Er i LUE T USE SELBST R ZU SESE 30 FECUL 
卷 第 七 章 第 562 AKARE, 

dug —35 55569 | RRRA EEE ERS, e 是 介 村 0, 


ANES ,那么 以 P Man 或 Mer di MU 为 正 
项 的 无 帝 弘 数 也 收效 。 我 们 将 直接 利用 这 些 级 数 作为 比较 。 


DE FE E 


b. Rk 


BORSE RES Ex c, a,27 MARRA 
表示 为 以 下 形式 
| PC 一 2,97 
或 者 稍为 更 一 般 的 形式 
| 5 ela — m)” 

p =g} 

其 中 os 是 一 个 固定 点 。 但 是 由 于 这 种 形式 总 可 以 通过 替换 
zo 一 5 一 zx 归结 为 前 一 种 形式 , BIDS EM 一 4 的 情 
X. 

有 关 竺 级 数 的 主要 定理 可 以 还 句 照 撕 第 一 卷 第 七 章 〔 第 568 
BD PAA LARRA REM: 

DER sp 时 收敛 ， 本人 于 全 人 PESE 


m 4s1418| IL mA. 
我 们 能 够 立即 继续 讲 下 面 进一步 的 定理 : 
两 个 级 数 


Dir) = = 25 z'*l, 


iliz 一 之 ， Li 
bada HET MEUM Euki. 

证 明和 也 前 完全 一 样 ， 由 于 级 数 P) Mà y= E iS, 
此 第 ”项 at S n BARHATE, BLU TEXEIETE BUM ,使 得 对 一 
Ua, 不等式 la < 成立。 ME, mÈ lal 一 9181， 
egel, 我 们 有 

M 


az" | < M 4^, |zaus | il ng, 


grt 


* A75 * 


$a. ped < Mi£I gH 
"EI a -+ 1^ ” 


T ERRITEHEIE, SOUL E IH COE S 7 1D, CUR Ur SE EH 

在 村 级 获 的 情形 ,有 了 两 穆 可 能 性 - RECH a ROC Ri 
或 者 有 位 * 一 4 使 级 多 发 散 。 由 上 面 的 定理 ,对 于 Dal > 17| 的 
一 切 RAE E BEC YLSE— AB ES B T) 2E SUR RARA 
E REAGE o, EAN Del 之 p 时 经 数 收 化, 当 zl >p 时 
ORBI. ELEMI DO) 和 100 E, 它们 的 * 和 加 来 的 因 
FABE. A deb 一。 FARRAH. AFRA 
TER, MAF [xb — o END AIEEE R REER 
Ky» drm 


e FERRMERIA 
AAi BA 
PG) 一 Sa 
EERBAAR ERS MAR ERAN, CE 
SER 
Flan) 一 > daz" 


ps4 TE SHORE, 
和 实 奕 数 榴 情形 -一样 ， 一 个 末 顶 式 FO) MLA 2 kK 
微 苍 。 首 先 , 我 们 和 福 意 到 代数 恒等式 


as mm 
成 立 。 如 里 现在 我 们 让 n AT z*9 我 们 立民 有 
d g re lim EZ 一 yt — pe'a 
dz z=: p — E 
同样 ,我 们 立即 有 


D —"PiESE RUBER EL AS (er) HEURE E HORE EE C HSDR. 


a 876^ 


Pa pm d P.C) - lim Paia) 一 有 sf 
da TE, z—z 
aa S ruant = D. 
自然 ,我 们 称 表达 式 PG 为 复 多 项 式 PLC KRA. 
现在 我 们 有 下 面 的 定理 ， 安 在 暴 级 数理 论 中 是 革 本 的 : 
VTU SS TER 


P) Yuan (2a) 
TELE ESSERE ER A BB GR DERE 8 , SE REPE 
F(s) = ji Pen Pe (25) 
TE ,并且 


,bi 


Fiai 一 Nx = hm P.Cz) = im 有 wz) = Dis (2r) 
MGR SERES TAN 
ila) = > grh 
Fe 让 - 

"TELE 88 -D RRREFER I] IE) = Pa) 

TAHAE M RT ERE TER TF: 

AE 875 WARE TEUER XS 

Dig) = limD, iw) 
在 收 敲 加 内 成 立 ， 我 们 应 当 还 骨 ; 当 有 ERARA RA e 
ETT 
H3 — Pla) 


F n 
与 Dtg) BS Be Ry diee T AAEREN o D REE 
喜与 成 07 


= BTZ =. 


De 


EPEY a Po P HAE; 


EÉEp— X 加 | -一 ”是 Mt 
Ei x! na pi, - pl 
i voe d gt 
£p — a 


MRR RBR ERU, EB IR sl m ell, | LEID 
Á 


as! «x aE 


Pub, 
| - - 
EA == PEL & 2, lel» ll 
M - 
mM - 


由 于 正 项 级 数 Eor Urdk. Bre ecdgz A. RA AEE 
小 ， 我 们 选取 o. 使 得 |R。| < 一 AORAR SIR, 


SERA | 
(De) — D.G3| < 8/3, 
现在 我 们 选取 区 此 北 近 于 “的 sna 使 得 
Pm) 一 Pale) 


与 Dx 的 差 记 小 于 8/3, TE 
D(s,x) 一 万 (| « | B0 Ps) py cy 


t DG) — DGD| + Ral 
一 二 十 上 十 三 一 号 
34 3 3 
RETENER, 
ETARIK AERA AAE RA, 我们 能 


! Bod 


外 再 次 求 筱 商 ,并 且 可 不 断 地 重复 这 个 过 程 , 妈 雷 级 数 可 以 在 它 的 
收 生 图 内 部 任意 次 地 求生 商 。 
WOMBGR-C BI RU ERO AE ZUR, NAR m 可 由 以 下 公 


4 a > è >è E — ^ 32—-—* 30 ê p Gg o B è >è A 9; ——— 0. y 2» —0 909 a 359 s * H 


a, = = PPO), (3) 
证 明和 实 的 情形 完全 一 样 ( 见 第 一 着 第 572 页 )， 


d. WARNA | 
我 们 在 第 一 着 第 七 章 ( 第 381 AHHA. WERA 
数 能 够 直接 推广 到 复 变 数 的 情形 . 换 名 话说, 我们 能 够 将 初等 销 煞 
的 霍 级 数 看 作 复 的 窜 级 数 ， 并 由 在 把 这 些 硼 数 的 定义 推广 诸 复 的 
领域 .例如 ,级 数 
t oni *(—1)rg*t 
215, Yu z” P Ort 


»-g rl v= (?» Mc 


3s-i 


Gi z"* og 
2.» (22)! ^ E (2» + Dt 


XL — 8 x rs TELE E BORUBTEA Yr SE LP). CES RH BI 
MÉAR. enfe ze 3c ESTE — FL DIAS EE FEE Se" osz, inz, 
coshz,snhz, XAN l 


cose + ising - p, (4a) 

costz = coOsiz, rsinhg = siniz (4b) 

现在 可 以 立即 从 里 级 数 推出 ， 此 外 ,由 逐 项 微 商 ,我 们 得 到 关系 式 
d 1 

UT eF, (4c) 


EART UL ARERARES] RE HAAA ERRAT, T] 
BE 


log (1 2) = = 5 (一 Do (4d) 


Fal 


€ Fi = 


` A git! j} 
&TCLAD z = * (IF - ail log (1 十 tr) 
一 logtl — :x)], 
这 两 个 角 数 的 和 ,我 们 仍 用 leg 和 arctan Bop, iX, eat 
"RT Gn duum. TB SIL LEX t B. 


dlog (l rl 4 VERAM 
ez 1 小 =” de (arctan =) ] +s” 
8.2 Ama dE — 09150) E D 
a. u| MER Pr 


CERCAS mem RRETA SE ROS CUP BA 
分 。 这 个 事 实 可 以 华为 单 拨 变 函 数 一 般 悍 论 的 出 发 点 ， 这 个 理论 
的 目的 在 于 把 第 积分 学 考 广 到 单 复 变 询 数 上 去 ,特别 地 , 置 要 的 芋 
把 函数 概念 准 广 到 和 揽 变 数 的 廿 数 、 使 其 包 各 复 区 域内 可 短 航 一切 
E, ' 

34 gR RITU] LL T dE RD T: 26 IELUEEAETECEOR HO EAR TE 
它 满足 可 微 性 条 忻 . (HRIRTERBCH NTa PO. RITEN 
JC ATIE RE SE dE ER HEROS) i] Bie 36 Ue Ae AREENA 
SS OSEE EE, RIDA AL FERA FERRI DICES EI B 
HET OSEE ERR A, E 9LAS6 DD) RC HT TR (Ce RU FT 


PIU Gk "ETUR DIOC TU REICH TR S tC 1 RE eem 


1 — y 


简单 多 函数 素 达 式 , 它 的 等 级 数 闪 不 是 处 处 代表 这 个 孙 数 .在 这 个 
特别 情形 ,我 们 已 经 用 至 的 方法 知道 这 个 函数 . 

这 些 困难 能 够 通过 外 尔 斯 特 拉 斯 方 注 加 以 束 免 ， 并 只 单 复 衣 
函数 论 能 够 在 敌 级 数 的 理论 基 碍 上 展开 ,但 是 什 得 强 词 的 是 只 一 
FORO, SDPUCSRURCSRHNE A, 4i (18377 PR RE FIERE 09 8865 
而 是 用 简单 性 质 来 发 征 函数 。 更 确切 地 说 。 是 用 函数 在 定义 域内 
RETRE ARAIRE IE. 

我 们 内 复 变 数 HAER 5 一 OTE. ER 
是 z 平面 上 的 一 个 区 域内 的 每 个 点 s 一 + 十 if GRADOS 


* B8) + 


RRRA TER pestir, WE t ERAD- EPA. 这 
PELRRRERA (7) 位 于 只 内 的 实数 企 rsy 有 相应 的 实 
MA nv, BI w, e EEE RARR ESK c.» 的 两 个 实 
A alear) A 区 zy 

XT EIUSOCLOOR ULL KA LERE, BR 
IRF wtx57) ,v(xsy) ERARA EHE ir R waswsysrso， 
我 们 称 # tiv m Cm fC) E REPE SM ERD, S 
就 是 ;极限 | 


jfi 一 1(2) =a Ïm 


— » 的 值 存在 - dx ums IARE. 

要 使 (x) 是 可 微 的 ,仅仅 «o 具有 关于 x. MERR 
HETER. TEREE KA n] PE E PEERS IS. DNO 
JURPBEZERIA.g à — 50s 经 实数 (; = DREAN ACO =b) 
或 任何 别 的 方式 趋 于 零 时 ,必需 有 相同 的 极限 值 / ( 帮 ， 

ARRIE «m x. p= 0, RIC) — fix diy) s, 
"(ry ).eix y) AexEERUI WAS. (EGET f 关于 z 的 微 商 ,如 于 设 
=r, RIF 

im ke E 0) — fin) 十 了 一 -l, 


->o r1 7 
MER keis AE | 
lm Hz t t) — f mr fim -S- za D 


J 于 下 FE IJ ir 

B1, 811 33S RC RJ D. EMA RET FG m u t inm 
rta, Eb A UDROIBDOIAGART GEM S£T18 3 ES BLA 
í&. 

所 以 ,为 确保 xz) 对 于 5 的 可 微 性 , 逆 需 如 上 别 的 限制 。 复 
FARETE E A ETRAS TEDE: 

WR g= ule, Y) Piele, y) — Kae) m fc t 9, A 
sx. y),s(x.y) 是 连续 可 家 的 ， VRR Ce E EKRA T ER v 


jle + 2 — f(x) 


n (xr) 


TIORORTUSE ERAN 
Hy = Py, Ey = — Ug (5a) 
成 立 
ERTE s, PRE E BS etia- PERO DUE R 


E € 3€ a 9 «3 c3. ,Q-— 3 Aa 9 9 


" 7 797 B y F X b A 4 


f (0) m n, io, m n, — iu, — la 十 in (5b) 
i 


RATE AGERE RIS SERES 27 EUER ACA YE PG 存在 ， 
RRE A SET £t. 940—318 83 EUER ER fet f Cu) , 81 
f» ia (4 Tr) — sx») 
r 


poi mr) — ela, 2) =u, + iv.. 


r 
ER ARR A OEE $6. R-E GO. B 
FG) -— gp (7 +s) — utxsy) 


T 


MERACA e n) — vin 32) 


一 La, Per), 


FRE 
tiy F it, m T (uw, t Et, 
HS pde Bb, (ar BUSES fr yG Ne e, 
EXE BER RR ORENDI, CUT ES 
3X — Rr PRAC VE SE REL L9 — 4658 — 0 EIE 42 0L 13)] 
fe 十 中 一 jz L 


Å 


|) WBASM, 这 里 不 于 以 焉 明 的 一 个 总 为 水 志 的 室 理 是 对 于 在 一 个 区 域内 
"IWUHMÉE f D. n, o 的 妨 敬 商 不 仅 存在 而 且 一 定 是 连 禁 的 . 因此 。 上 的 可 
Cord da IT CMERIISITEISI PEL TM 而 总 是 恒定 
COLELGDUTTC EE T DUI EIN ELO EET T T 


* 882^» 


ule t yray d) — sx) Hilol de ry 4) — orp} 


rA is 


d m ru. su, do ars, + iwy + Bl 221 4. 
r UU mm E 


TEET: 


其 中 e 和 on 是 两 个 实 的 , 随 | 下 一 7 十 ?一起 趋 于 零 的 年 
现在 如 果 柯 西 - 黎 曼 方程 成 立 ,上 夯 的 束 达 式 立 即 变 万 


wr Fe + s DL 个 18 一 Li 
ris 


我 们 玄 即 看 出 当 B—0 Hj, 这 个 表达 趟 站 于 权限 Hg de Peg, E: 
ARRAT & 0 所 职 的 方式 ， . 

现在 我 们 利用 福西 - 黎 尝 方程 ,或 与 此 等 价 的 可 党 性 作为 解析 
函数 的 定义 ,并 以 此 作为 解析 冰 数 一 切 人 性 质 推理 的 基础 


b. für EUM gx 


-— WU & n I lg Sx PS ERE CREAR ERG 【 见 第 
876 页)。 我 们 立即 看 出 , 导 至 简 分 学 基本 法 则 的 运算 、 如 同 在 实 
变数 的 情形 一 样 ,能 够 以 完全 相同 方式 进行 (有 第 一 卷 第 215 一 2 妇 
机 ,第 231- 一 234 页 )， 特 别 ; 以 下 恋 则 三立 :解析 图 数 的 和 、 差 .乘积 
以 及 商 ( 只 要 分 母 不 为 零 ) 能 怠 按 照 拍 积分 的 基本 法 则 求 牧 商 ， 以 
而 仍然 是 解析 函数 . 此 外 ,一 个 解析 函 玫 的 解析 函数 能 够 按照 链 式 
ERRA, ACEA ERITAR. 

我 们 世 注 意 色 下 出 的 定理 : 

MERTER Cm CO HR ERR BEA EUO 
iE3H.d (5a), (Sb), o, — in, mà T R past b ER. BE 
s, = 0,u, — 0. RA ERA E s. 0. u.— 0, Bul 
v 是 常数 ,因此 ,$ 是 一 常数 ， 

对 于 指数 函数 的 点 用 

我 们 利 用 这 个 定理 ， 推 导出 拱 数 函数 的 某 些 基 本 性 质 ， 对 一 
切 复数 gz 指数 函数 由 震级 数 定 尽 : A ox 


a Aih a 


LINT " z , 
üe-72gpmtbtntutv€ 


m TAI SIDE AR, RINT 
d LET: z =: .» im AC 
| ut Dtetx t et, (6) 
TE, HAKH fü = r* 是 微分 方程 
f(x) = fK) 
的 解 (对 一 切 2), ERDARAREN, HET ERE IESE UCM i, 
qr d gt 一 了 
p Ta K DE) 
十 一 人 一 fs 十 站 有 一 中 
= Hs + is) 一 Hs t ZH ~s) =D, ; 
T) rmemses.mrBaE £, 
tr ek 
息 一 个 融 数 。 令 “一 9， 并 且 由 于 e* 一 1， 我们 来 出 这 沾 党 数 ， 
得 到 


gU era um gl 5o. 07 | (61) 
对 于 一 切 x 和 成 立 ， 对 于 5 一 0。 有 | 
pie oum L - (6b) 


a F »oc€ m DQ © ^ à m F b E a 4 


£7, 8: : x (62) 的 两 过 。. 我 们 得 到 指数 区 数 的 台数 方程 
gtt == eel, (6c) 
——M— 
in fo BAA E 
i TCs)}-— fi) l (74) 
TERR, URMA 


LEG — fe — f(0e* — 0, 
HEr 


* 384 i 


jiem 一 < 常数 ). 
于 是 ,微分 方程 (73) 的 一 般 解 有 以 下 形式 


Ke 一 co | (n) 
AB e R—u x. ' 

在 第 879 页 ,我 们 已 经 看 到 | 

e = cots + ising, (8a) 


其 中 cosz,snz: HUHTERMEU GE XE H—z 代替 z AT 
sia(—s)- -—snz, REIR 

5 — coss — Ping, 
这 机 个 关系 式 担 科 ,得 到 

eft, 71! = eng 5 + sinr, 


由 于 ee — e — 1, BECLEENTUEBH T iB Sez: 


cosg + sirs =] (8b) 
对 一 切 复 激 x n ar. 
i (óc) 和 (8a), ^ff 
| piti» 一 ccf oosy + iinr), - (8c) 
ADR sx, 是 实 的 ,我 们 求 得 € 一 nude xS 
le*| = pett] — |eTensy + ?ersiny | (8d) 
= Ce'eosy)! + (e?siny Y c y c" (cos? + siny} 


DRS = 一 Ix. RADDBESEEBLE: ES RRENA AKDA 
A (54) 的 六 一 个 重要 结论 : 


c^" — cos 2x) + isin(2x) — 1. (9a) 
更 一 般 址 ,在 《6c) He Le, BUYS 
pro 一 ea (9b) 


公式 (8a) HAST CLAMP n 
e*n ~ cos(1nz] + isin(25x) — 1, (9«) 


TEE UE, DU x= Inail = XESORI, 


H5: 


pm P 
RAME e= rt ir, y BRR, d en — 1 EGM l, 
所 以 * 一 0， 于 是 由 


| — c!" — cost + zsiny 


得 到 cosy = l, sinf = Q, 
所 以 , Y DE 加 的 倍数 
AUIBEADIEE 
e= pi 22 CER 
EGAL, S4 BLAN SA 
z= -+ Inci, 


EHn EER, HAE t 53€ (94) 83 


er m ate us]. 


c. RAER, con 


EHER sley) 和 elr) 建立 了 = 平面 或 x. 7 SHA 
AE L 平面 或 s. 0 平面 的 点 的 对 应 。 于 是 ， 我 们 得 到 一 个 出 
L— f(x) = s n iv 确定 的 ,从 x, Y SÉTEL E SE ARES ws t 平面 上 
ARATA. p35E 582 Ui Eu (52), 55), 。 这 恋 换 的 牙 
可 比 行 烈 式 是 

D = = 一 一 sa, HO 
所 以 ,只 要 Oe 0 RETTE, JPHORGEBN. due 
定 f (a) 9e 0, 我 们 前 面 的 结果 {第 二 郊 第 一 分 册 第 262 页 ) 表 有 明 , 在 
2 FHEA ans PRISE P BÉ ASIA xf Tor, E e RO ER REEL — ^ 
区 域 ,这 个 区 域 在 fg I b = j EA. SIRA. 这 个 映照 是 
尝 前 的 ( 即 它 保持 谣 度 不 变 ), 基 为 如 同 我 们 在 弟 三 章 (第 二 卷 第 一 
APE 243—244 页 ) 已 经 看 到 的 那样 ,向 西 - 获 党 方程 是 变换 不 羽 
保持 衣 度 太 小 , 而 且 悍 持 方 而 和 的 闪 要 和 充分 案件 ,于 是 我 们 有 以 下 
BR. 

除 者 那些 舍得 T(z)=0 的 局 Za 外 ， H nirst) 和 vix yy) 

qx Oed 5 ERE Te = t ie lg toten 


* BER + 


"hm. 

Wes RUBER RE AR CR SUR UB DD BN 
ib 03046 (8 f dcs M DIT. 2 HERRA GA He a B MR TRA 
简单 形式 的 解析 函数 ， 

因为 s KPR L 的 人 城 的 一 一 对 应 的 保 角 表示 ,其 反 变 
换 也 是 保 角 的 ,所 以 xm rbi 世 可 以 看 作 是 Co ec io 的 解 
FER 4(5)， 这 个 函数 称 为 5 一 100 的 反 函 数 。 

不 用 这 个 几何 论证 ,如 间 在 第 二 卷 第 一 分 册 第 253 页 上 (24d) 
所 做 的 那样 ,通过 计算 eue), v (or), RNE CEE 
建立 反 函 数 的 分 析 符 征 。 我 们 有 


2s "m 
r, = 一， Tr = 人 人 Yu 一 ——, y,——, (E02) 
D 


我 们 君 到 反 画 数 满 足 柯 西 - 效 学 方程 x. Ya, t —J9.. 我 们 
能 和 够 立 区 验证, 困 数 性 =: 100 GERAR = = (5) 的 微 商 由 下 而 
的 公式 给 出 : 

de db (180b) 
dg da 


&3 解析 函数 的 积分 
a. 积分 的 定 尽 


实 变 数 函数 的 手 积 分 学 的 主要 定理 ， 是 一 个 函数 的 不 定 积分 
( 苟 上 限 的 积分 ) 可 以 看 作 是 这 个 函数 的 原 欧 数 或 反 微 商 (第 一 闫 
御 199 页 ) 相应 的 关系 构成 单 复 变 函 数论 的 核心 。 

我 们 从 给 出 已 类 函数 FG. 的 积分 定义 和 开始。 这里。 用 /一 
， 十 is 而 本 用 自 变量 = 表示 积分 变量 是 方便 的 。 设 KO 在 区 域 
RAMIE, = ets RR DOOR RORIS. 用 一 条 完全 
&CT R RAIA BOBRA (RA 一 章 第 99 UD) Ts i AGE BOCA 
(图 8.2), 然 后 弄 助 于 分 点 ostia nier ER H C HA 20 n 部 
分 ， 作 和 和 数 


LE! vu 


Sa 一 24000,— tí)» (1127 


Am o£ 是 和 G 上 位 于 n Ris 2H 
的 任意 一 点 。 好 果 现 在 分 制 越 夹 
Bin OREA A, 使 得 长 
E 【tr 一 Sal SRECKTEDATE SE, S. 
ATER., 并且 这 个 极限 和 特殊 的 
中 间 点 d. DTA r MERES, 

图 6.2 P SEE Gn EEG 
IGEGHBBÀSHEHSDUE. RITH AR ihi m. ME., (605 X 
T XHJEBZXGRA)R (HLSN— EE 91 项) AEAEE Gi dX 

fü) — urs) H ferui) n m rob in, 
Af. S de — guum Ar, F as. 


TA 


-一 o, o, 
S, = 2 sf Pas sr -一 el fof, 


r=] 


i [Srian e tco. 


m] 
Abo 增 大 时 o E RR D ETERRA 

| ade — vdy 各 lodz 十 ady, 
所 以, 我 们 断言 S. ATER. RESTR AA) 
Ehe 从 s 52 pP 

(ie & ron. 
于 是 ,有 
Eo dt = ud — edy) + jc * adf), (11h) 


MXEREVUUSE RCITROASME T IEEE ME: 如 果 存 积分 路 
F A «M. PME TEY, L ERR EREE Hn 


ETT 


Da KML, (ie) 
六 为 由 【118] 各 第 一 汰 (第 324 页) 
RA &M 2i. — i «ML, 
此 外 ,我 们 指出 , 复 积 分 (特别 地 ,不 同 积分 路 经 移 组 合 ) 的 运 曝 
满 息 第 一 章 ( 第 二 卷 第 一 分 册 第 94--96 页 ] 中 所 述 赐 线 积分 约 一 基 
EM. 


b. Jp xi 


TAFA ARR AE iQ Fx AR 大 都 可 积分 
路 径 c WARE, dix ESAME EI YSOE BH. 
RUBRO ERERUAR REATUS 
NE -| Ko de 
PRT R AE fa Rs IUE ERE e 的 特 瑟 选取 ; 这 个 积分 是 


中 + * 


E è E A 4 c 


加 FG) 一 cis Ka d ^ 一 fo, 


E * uE e E 097 ch % 4 


M (1b) RU REMO EE RUE SUV RUNI Xt EX 
被 积 表 达 式 的 实 训 wda-sdy REG vdr + «edv. HTH- 
方 标 :满足 可 各 性 茶 件 ,于 是 这 个 积分 是 m. Y Xüox by — xod 
ERE Fs) = alas) 十 Eye 并 且 由 HER AR DBE RAR, 
HEPX: 

= o4, U, = —#V Sr, ,= #, 
Ri 4,53 882 页 (5b)) - 
OS V,, U, — Fa U, BV. unie, 

MEZE, Fo) BLE RARR HFA FO fio. 

AGERBOASDEOEETW RAE POIRUbIECKUGVPiS, M 

" 889 «8 


ig. BAH 1/5, BA * PHE RERAMA. 我 人 
BE M qupeu ERK 1/2 光环 缠 夏 点 的 闭 曲线 的 积分 等 于 等 ,因为 
iX RERÉRUCREBISPI-U ER ERG. GUB 1/: EARRAN. 
E ARRERA AAA (- 0 SURE. S230, PRU Ls Bal 
Kial =r Èe re” HTS29 IECUR 0 S BUE mde 一 
rie'"d9)., RA 

dO = Zni, (i2a) 


| d |" rie 
PEL p ore” 
REE ETES RNE 2m, 

HE RERE PAEAS ERR: 

WE SEB R EHAA PE Ga A Ah e e 


FF +% + à da * 


所 图 成 。 fi) EKTE ANE CAS LRN, MARE 


^om b 3, e P 


Wan) AT. AJ DUNARII LARRET 
fe BIG. HUE EGAL PUER i LCS CIO EI 38. mei. 
总 在 左边， 

RIENT AA RRAN EINER: 我 们 分 割 区 
kk ROG MT EER LA 8.3 TEES 8.50, 7 Fia E EXE T x6 
xh. JPfEAUEBURILEOK. da(JHE b RERECHUCR ILI E ROI SOR 


E] 3.3 fem fe, b fuc E $.3 HBE Gopo 21$3E EE AR 
jg Thi 


n -e DELE — BH EIE RETO] Ju Gd us ui. Age ptis 
epu. 


190° 


这 个 定理 : 
WEDORR ip BRA C ORE Co c 的 内 部 所 组 
HR, PI 


POR 8 P a3 - hà a A 3 0B» b à hb *" ù A F y ù F 


c. EA WHATA. BEATA E — fs XRcn EE 


HE. RAER A AHP EIS S MP qe EY .从而 
EERBAAR EE m, RE AT a REX 
的 做 靶 ( 第 一 着 第 五 章 第 155 1€ ). 

我 们 开始 定妆 图 数 1 BRA EANA, 首先 我 们 限 
宅 积 分 路 径 宇 它 位 于 语 负 实 町 作 割 痕 布 每 到 的 解析 广 单 连通 
RA., BATRI RERA BP, WR + = 
[21 (eos0 十 iint) RIRE Sr 9 n EIET AH 
YHA. AIARRA ECER R: =1 和 任意 点 *， 于 是 我 们 能 
EAUTAP TEATA AEA 1 的 积分 , A RA D 
无 尖 ， 它 对 于 > 0E — AAEN RITES 7 RJR 
24 logz; 


p— gz 一 | - 10). (12c) 
对 数 有 性 质 | 
log) = -. (12d) 


£z 


XH ONUS NUS PERR Sc, FRRDAPBLEURCU EE Y, frd 
JASUBNIEDFAUSEESUA, RZEKA em, sone 0。 利用 微 商 的 
链 式 法 则 ,类 《12d) 和 (6), 对 于 z0, A 

2 1 es 一 — d. chus 十 1 


clos 一 下 
dz z z 


因此 


* £890] » 


+ poe 一 c Rr, 


nm E =l, n 
EM IE 
于 是 ,对 于 一 切 LES at, 有 
站 (133) 


方程 (13a) 表示 ,方程 
ce 一 (13b) 
TAi os30 至 少 有 一 至 解 e. 
w = logg, (13c) 


E 4 k Ro a 


GE KARRE. “从 第 885 页 我 们 知道 ， 如 果 志 是 
(13b) 的 性 意 一 个 特 解 , 则 一 段 解 为 


i + Inari, 
其 中 是 整数 ， 因 此 有 : 对 于 任 章 ss 4， 方程 
£g" (134) 
TT 
w m logs + 2am, (13c) 
ppr EER 


ESPER, Se SIRE ERE. XETICREOR AT 
都 不 为 零 的 复数 nl, h O32) AUCTI 


1 1 Tog? *]og5 
zt S'IL FIL = g " 


5—JiH, 
zü = ee 
1) 大 们 试 加 从 
-flog fA) 王 L4 I 
FELE E 


gx) — logi) elm 常数， 
由 是 ,这 是 水 对 的 ;1 因为 i(C)e d, f(x) — i, aer 
KRALE H. 


392 


TET. 


所 以 
lg(z5)- legs + logi 2m, (14) 
Rhe PEN, RE, XCTUEGXCHÉ bs TRÁJEABIUCIER 58 — 0, 
4B db E] 5 REB FERRE, d EUER TITRE. 
BARER := 130. |e] HARAR SEA lI 一 :| fE 
汐 积 分 路 笃 , 积 分 
logs — f 3r 


f 
TESHDSHBLDTDESGE, CAL = jej, RIA 
eps - i S + [iet = log | z| + 9, (15) 


其 中 ERA e BORSE TRCER 8.5), 例如 


log] 0, log? = T log ( C1] = mni, 


图 4.5 loge = lag|s] -- «d 


32 IER 
log E(—1)(—1)] — long 1 — 0 — log(—1) + loz( —1) — Zai, 
二 是 ,在 公式 L471, 34 s — p— 一 1 Bp. RATER s 0, 
APDEXEE n BERA PER —x-«9«-09, HD 
^ dris IESUS RA RE. AREATA EA 
SAX o ONDOBDEEL 48 (E RTEI HB ER AMEER AX Ahk A de fS 
$5. 这样, 我 们 能 够 到 连接 点 1 WA 2 AHAA ! 二 上 的 路 
12. £X REBEL, 虐 的 二 站 增加 到 革 一 个 值 ,这 个 值 比 原先 = 的 
' 893 * 


WEAK RAT 2, BREAQPRÁATAPRUBUSM HEUS 
log» = log|z| + iĝ -+ 2r 
(Eq 8.6}。 辐 样 地 ,如 末 取 曲线 围绕 原点 从 正方 向 或 反方 向 线 行 #5 
次 ,我 们 得 到 值 
log z = log |z| + :9 + 2naz, (16) 

这 就 表示 夺 数 的 多 值 任 ?, 公 式 (16) 表 示 方程 ert 一 s 的 一 般 解 . 

SË TAHAA AAN, MERMER EM o RI— MERI BRA 
2", jErB a UO e RRA CURES — de 163 页 对 于 实 变数 的 相应 的 
讨论 )， 我 们 通过 其 系 


g^ = gta xp), (162) 
定义 st, 其 中 log a 取 主 入 同样 可 通过 关系 
g* — "EE e i 0) (165) 


定义 x", 
如 时 利用 lege Ë 
X HEL, BR o 是 唯一 
确定 和 的 ,而 图 数 x" 的 多 值 
性 则 更 深信 一 步 ， 注 意 到 
log: ASt, KiE 
Hb s^ 的 任 一 个 值 : 3E 
以 67 可 得 到 其 他 的 一 
HWE., RE» EHER 
或 负 的 整数 。 如果 a 是 有 
ERIEIN p/a.p.a 是 互 泰 的 , 则 霸 这 些 乘 数 中 有 有 限 个 是 不 同 
BLUE a RELAI 但 是 :如果 汪 是 无 理 数 ， 我 们 等 到 无 穷 多 个 
AE. 函数 2" 的 多 值 性 将 在 第 908 页 详细 地 讨论 ， 
M c 32 BER H, Ee DEL CS Rt RC RR 
dt) ursa, in) 一- (16c) 


dz id 


图 $6 log: = log|z]| TF + tri 


1) Hb. SEERE SE EC RTARTA 主 从 是 这 种 
*x TH, 


ELLE 


84 柯 西 公式 及 其 应 几 
a RIP 
ADT EIDBREGUADGESBENH TET PRÉ CU: 
-PERCEKA ARE. CHEA BBIEXE — A s =a HE 
JUAL BEES RC LINE IRIMOE, 
设立 数 f(z) dci GEB OA R CAA C ERE. DIES TC 


f 
EC) 一 fe 
Foc—d 


KH 一 。 SIEREEDLRÁIAREC EAS, AARAA 
一 全 以 z 一 a 为 中 心 , MARS BRETT R EACT), 
XEM Ri psum soe TER £D. AKETA 
为 正 向 的 小 圆周 , B RHUUSLERC dE IE. HAREE 见 第 891 
页 (12b)1 

e Gd — mo dz, 
EME BS sa 一 pea. X HLO 
决定 贺 周 二 点 的 位 置 ， 所 以 在 这 个 
ELE. dg = pied, BE 

| elas = INC + ped, 
由 于 o AA BAER, PA 
只 要 Pp 充分 小 ,我 们 就 有 BM 
fia + pe) = Ka) m, 

其 中 全 | 小 于 任意 指定 的 天 数 e. 

因此 

[ita ea8 一 人 Ka) = sd «zen, 


所 以 
NIC 二 pe) dO — Irla) + ks 
其 中 lel < 2ze。 于 是 ,如 条 P 充分 小 ， 
' $95 * 


c£ (a) dz — larfa) T s, 
其 中 e£] sms, 
DFE: BTE (4r BTH) bXrEeGOÉDEXG TD Ix 
(23, mE, R 


(ceca du 
TE T RET APRIRE OR EU AR 
Ha) 一 J- fo) gs (172) 
Zwi} 8 — a 


AER BASED: ATRAGE, Aa rE 4。 这 
个 公式 有 以下 形式 
fts 一 E Ko i. (175) 


c E 
R ARR, n TEPORE R HE BIS RT 
用 这 个 栈 数 在 边界 上 的 值 表示 出 来 . 
HEB, UR oc BR z MAE = s + re, Riim 
di = ire dp, M 


Oa a EE 


FLFR: -TRIFAN Popis TARER 
平均 入, 只 要 这 个 央 及 其 内 部 包含 在 j PEROLA, 


b. Ei m eR E mx 
柯 幸 公式 奇 许多 重要 某 推 论 , B dERAUES. A GN BEES BS 


够 原 为 军 绝 数 , 客 租 刀 当 前 的 理论 和 8 1 节 芍 理论 联系 中 来 了 .到 ， 
明确 地 说 ,我 们 有 以 下 定理 ， 


QUEEN (GO 在 网 se | «OR AREA EE. 


B b E č + RO kh — F: Hoo. 


03 9 o c m a +y y a Ro: a 3! £.*» 3$? 


phe 的 一 ik. TUE = > 开间 只 T SÉ. 一 和 一 
r ERATA r0. SUGEEDEMEUES ER EE D75YMEE C, 
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条 本 定理 的 凶 定 型 表明 ,可 徽 性 条 和 可 以 为 可 积 性 条 人 性 [引线 
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解 桥 的 ,那么 灌 环 侥 点 n 的 男 的 积分 ， 一 般 是 不 等 于 夫 的 。 但 是 ， 
出 柯 西 定 理 , 这 个 积分 与 圆 的 学 径 无 关 * 并 且 对 于 一 戈 闭 曲 线 忆 有 
HAWE, MECRES so 的 充分 小 区 域 的 边界 。 以 正方 向 绕 这 
点 取 的 积分 蛋 称 为 在 这 点 的 留 数 。 

如 果 奇 点 是 # 阶 极点 ,我 们 积分 应 数 的 形式 ,具有 还 军 次 的 级 
数 的 积分 等 于 零 , 因 为 这 个 愉 级 数 在 s DU. 
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我 何 可 以 应 用 柯 西 定理 和 留 数 计算 实 的 定 积 分 ， 把 所 要 计算 
的 积分 看 作 复 平 面 上 沿 实 轴 上 的 积分 ， 然 后 取 适 当 的 积分 路 径 "， 
通过 简 尝 的 论证 而 得 到 。 用 这 个 方法 .我 们 有 时 可 以 得 到 复 杀 定 
积分 的 极 巧妙 计 四 ， 而 不 必 先 求 相应 的 不 定 哥 分 ， 我 们 将 讨论 其 
些 典 型 例子 。 
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这 里 给 由 这 个 重要 公式 有 启发 性 的 江 明 。 这 个 公式 我 们 已 经 
用 别 的 方法 讨论 过 (第 一 着 第 619 页 ;第 二 着 第 554 UL), 
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c. 留 数 定理 对 于 有 理 函 数 的 积分 的 应 用 
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所 以 实数 ELIT 等 于 


这 咸 证 有 明了 公式 ， 


. Ud 1 


feo —b 0 EA ELT DL E BRE TELA 


| rink jpm rena (244) 


UB e^ 代替 sinr), 
d. ECE IRSE TS 


说 
二 GP 
是 4 次 多 项 式 , : 是 实 参 变数 。 我 们 把 滞 s Yd DROBOX Pejt 
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EAEAN: HEAR AO, 1€ $00 是 一 个 常数 或 次数 小 于 三 
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ROM OES EdBESUELBESS T ERRA A bE s.s, F 
$2 WEECEBEAXEXSXA Liel 一 mw 十 gw 十! 十 ors” 成 用 
等 导 PD 表示 ,其 中 局 表示 簿 身 符 号 D = dh. RAJA 


P(D)u = Lla] = IIO dz, 


HARET, 右边 的 复 积分 俏 为 零 , MAR s) 是 微分 方程 
L[x1 — 0 HR. WR MO 是 (n 一 D) 次 的 任意 多 项 式 ， 这 个 
解 包 含 = 个 任意 常数 。 因 此 我 们 可 以 期 望 用 这 个 方法 得 到 党 尼 数 
线性 微分 方程 Lial 一 0 的 一 般 解 ， 

事实 上 , 假 没 曲线 C 包 含 分 母 Pz) m os(z 一 50)(s — rn 
(z 一 4.) 的 全 部 零点 nts ore HERETER. TH 
得 到 我 站 已 知 的 解 的 形式 [ 见 第 六 章 复 803 页 )， 如 果 首 先 假定 全 
都 零点 是 简单 零点 , 它 习 是 补 积 函数 的 简单 报 点 ,由 公式 (21b)， 
在 点 =， 的 留 数 等 于 


e 907 中 


EUERE Hes 可 使 (e)l) 为 任意 常数 。 因此 ， 
我 们 得 到 解 的 形式 为 
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ex | 
xx HRe Eg RE — Er. 
inm IX PC) 的 零点 是 多 各 的 ;比如 说 是 + 重 的 ,被 各 路 
数 的 往 应 极点 是 + 阶 的 。 在 <. DOSE SH 分 子 < 人 人 (x) 一 
erre PPON) ROS (x — 2) 的 每 级 数 来 决定 。 我 们 留 给 读者 
去 证 明 在 z 的 留 数 给 出 解 cerne DAR cs, 


86 多 全 函数 与 解析 开拓 


总 今 为 上 ,不 论 在 定义 实 变 数 活 数 还 是 复 变 数 函 数 ,我 们 总 是 
梁 取 这 样 的 观点 对 于 每 个 自 变 数 的 什 , 函 数 的 值 必 需 基 唯一 的 . 
例如 ， 和 柯 西 定理 也 是 基于 和 假定 函数 在 所 考虑 的 区 域内 是 唯一 确定 
的 ， 时 然 如 此 ,在 函数 的 实际 构造 中 、 和 常常 必然 出 现 多 什 性 (例如 
UL don 次 器 那样 的 单 值 阔 数 的 反 旺 数 )， 在 实 变数 的 情形 ， 我 


门 在 求 及 函数 的 过 程 中 可 以 分 出 不 则 的 单 值 分支 ,比如 vs 


“Vz . 但 是 ,我 们 将 看 到 ,在 揽 变 数 的 情形 ,这 样 做 不 再 是 合理 的 ， 
因为 现在 不 同 的 单 值 分 支 是 相互 连结 的 ， 以 至 于 它们 的 任意 分 离 
&b x: BV RAS, 

这 里 ,我 们 只 好 限于 对 典型 例子 作 些 很 简单 的 讨论 。 

例如 , 我 们 考虑 质数 = 一 已 HEMA =V .对 于 每 个 
JWE =*， 对 应 着 方程 z — E 的 两 个 锅 {和 一 8， 这 个 函数 的 
两 个 分 支 是 以 下 面 的 方式 连 楼 起 来 ， 设 > eU. 如果 我 们 令 
一 A 一 了 [4 一定 存 除去 原点 {在 这 点 C2) 不 
再 是 可 租 的 ) 外 的 舒 一 个 鞋 连通 区 域 尺 内 藤 折 ， 在 这 样 的 区 域内 ， 
HARTA, T 是 唯一 确定 的 。 但 是 ,如 果 我 们 让 点 CULTE S S 


中 心 的 轴 才 核 正 向 绕 一 局 , Dm V r 0r 将 连续 变化 。 但 是 攻 8 
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当 我 们 回 到 点 + 时 ,函数 不 再 加 到 乏 来 的 值 过 = vr e, ME 


Mí c enu. Sp Feci. HEC ftx) Teu EE 
开拓 时 , 它 不 是 单 值 的 。 

BED As (n 是 整数 ) 也 有 慰 虱 的 性 后。 这 里 , > 绕 原 点 一 
局 ,函数 值 就 秋 以 ”次 单位 报 , 外 e= c^. x EUR ER TEC Ind 
到 它 原 来 的 值 ， 

在 函数 log z BWAIEI.RITEBIS 页 ) 有 类 似 的 多 值 性 ， 
# 以 正方 应 说 康 点 一 洁 ，1o8 VEAN e, 

TE. T4 A UALBU v ARA e, 

BRER- REDE BEKAR FIDE mE , 4 ET SEO 
SUE STER C) Ho EAE Pn EE Er RU A RS. od ux ep 
是 多 慎 的 。 这 种 多 导 现 象 和 与 要 联系 的 解析 开拓 理论 ， 在 云 书 的 
注 国 内 不 能 必 详 组 的 证 论 , 我 们 仅仅 指出 ,能 够 在 是 论 上 确保 函数 
tape 在 = 平面 上 旭 其 一 条 线 ， 使 得 UE GEH TCUEMUS 
这 条 线 ,或 者 说 洛 某 一 茶 线 作 市 妾 使 得 平面 上 的 讲 壤 径 涉 表 可 能 
SEE HS de s pb. 

例如 , 遂 数 legi. FERRARA mA, 同样 yz du 
Eae. ip GARE 1 RD l FEE EV 1 — 2^ di 
变 成 革 值 . 

平面 一 旦 用 这 符 方 法 山 开 后 ,本 西 定理 就 能 应 用 于 这 些 函数 。 
我 们 给 出 下 面 的 简单 例子 ， 证 组 公式 
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在 * 平 名 是 单 值 的 , 具 些 语文 独 从 一 1 到 十 L EAIE ip TE eB 


» Uy 严 


面 ， 我 们 先 从 上 方 然后 从 下 方 把 近 这 条 制 痕 ,我 们 得 到 平方 根 


v1 一 安 相 等 而 反 号 的 售 ， 比 如 说 ， 从 上 方 是 正 的 ,从 下 方 是 负 
的 。 现 在 沿 疼 3.1 所 示 的 路 径 C 取 复 积分 
了 da 
la) cx 

HARRER 8 (r1 RT PA e jx 26 RES FE oe EKA, RCRUM. 
所 以 积分 等 二 收 得 后 这 得 到 的 极限 值 。 KERST. 习 一 方 
E EUER PERUEEEUAE BUT, BUS USD) RM, 
以 原点 为 由 心 的 回 周 天 ,由 前 面 的 研究 , 这 个 积分 当 斑 增 大 时 趋 工 
€» [BESGURIGEBUTCHEINSUL METERA C, 
入 所 范围 的 极点 :—k 处 的 留 数 ， 因 此 ，27 等 二 这 个 留 数 ， 这 
个 留 数 是 

2nslim (x -- Å) Du . l -和 刀 

FE 


公式 得 证 ， 


rn. 10 


" m" ^? B^ B * # 


za Tul 12892 48 L8 — ^ BET, zE BE fa Bp TEREE 


12 事实 上 > Edu. HA dhA, GAR Xo RS HERE 
z= k, 


IL 


Tip — H0: BINE MAAA PR SURE UAE RATRUBADT x 
0， 由 方程 


Pha) - [mc (28) 
定义 的 项 马 济 煞 , 解 析 地 开拓 到 x 0 去 。 这 可 惜 肪 于 水 数 方程 
ry 一 二 F(x-F 1) 


来 实现 ， 当 TQ) 已 知 ,就 可 用 这 个 方程 来 定义 T(s 一 1)， 利 用 
这 个 方程, 我 们 能 够 设想 得 到 ,TCx) 首 先 开拓 到 带 域 一 ! < = 0, 
其 次 开拓 到 下 一 个 带 域 一 2 <a < 一 1。 如 此 等 等 

对 于 夯 马 因数 的 开拓 ,我 们 采取 更 有 理论 兴趣 的 另 一 种 方法 ， 
我 们 考 牙 :平面 上 如 图 8.11 所 示 的 路 径 CERA: 平面 的 正 实 
负 ， 并 在 两 边 浙 近 地 接近 这 条 轴 ， 由 柯 再 定理 容易 看 出 ， 到 路 各 
4,2 

E 

的 值 , 当 通路 收 敏 到 x BRURHEEAR RERO. 当 * 从 上 方 和 下 方 接近 = 
负 时 ,被 各 函数 圾 于 不 同 的 值 。 它 们 相差 一 个 因子 a, 


o 
Z & 
FH3.11 Wy rho S pal PLAT 

于 是 ,对 于 x70, R2) $8 

CE 一 er a) =m lere tà. 
这 个 公式 是 在 z 前 实 部 为 正 的 假定 下 推导 出 来 的 。 但 是 ,现在 我 
们 看 到 这 个 遂 路 积分 对 于 一 切 复数 x 有 音义， 因为 这 个 积分 避 开 
TEA :一 0。 所 以 ， 这 个 过路 积分 代表 一 个 定义 在 整个 8 SE IE 
EAER. 然后 我 们 规定 这 个 国 数 在 整个 ”平面 上 等 于 (1 一 
CUT. 于 是 项 马 示 数 解析 开拓 到 了 整个 平面 ， 除 去 r4 


D iExXE-—TISBEAS. TEAB AARE ERAR. BEAL 可 局 
mit EEA eA Ee TERRE ER. 


*" gjj] 


WERF (1-67) $F gA, MEE :— 0. 2 —1l, 
zc —2, HP. 
更 详细 而 广泛 的 研究 读者 可 以 参 考 函 数论 有 关 的 文献 上 


$ — 
8.1 33 


1.+a) 证 有 明 : 基数 取 共 醒 的 忘 算 对 于 有 理 代数 运算 遵 第 分 角 
律 ,例如 
af = mp, 
(b) ERA: in f G04ESCAA EOSUREZRE SK Profe 2 A, D 
(x) = Fx), 
2.(a] WEBB: ATRASA P). 6 RUBER. H, 
仅 当 a HEMER RE NDS. 
(b) 证 明 : 在 上 题 假定 下 , BUR Ple) — 0, e d E e= 
a+ ib, o0, 则 PO 有 实 的 二 次 因子 . 
(z — x)z—nB)*t--z-—2az dL a! c P 
Lia) 证 明 ， 当 4 是 作 等 于 1 的 实数 ,42 一 ol = 4|z 一 31 
是 区 的 方程 。 确定 这 个 贺 芍 中心 s 和 半径 r ip 1 = 二 i， 这 
^U RESET uo 
(b) EHH: 一 般 线性 变换 


其 中 oss 一 BT S0, ERAR SE SAA, 
4. iJ ei 


ERE s =r + iy 
5. 证 明 ; 如 果 Beast X4 oreg s Rico a e E 


1) Ai TE IV. Ai {Abon Ai, 


k 911 + 


isi e [zi — Sri ss. 
6. 利用 coss 和 sins 的 等 级 数 , 证 明 


coss 十 sinr = 1, 


7. 对 于 哪些 z 的 值 ,级 数 
21 — a" 
irse ， 
8.2 [5 


LR AT Ripe BE SC mA- Neb JDERUEBH: AAAS 
3R BE OS RR RENE ERE RR, 

2. WERE: Gu [fO] 在 区 域 只 内 是 常数 , 刚 f) 3E EX, 

5, FAIRE EUER INE SEES Edu HI GEO 


13 bjll; (c ES. d a dr 
(a)s; (b) le] Gig (4) "E 


4 证 明 : 变换 上 一 村 (= 十 二] 将 = 平面 上 的 ， 以 原点 为 中 


WARRE AHARD IE E EH EAH AR N H a 
曲线 ， 

5. — MIT) ER EE SE HR 
us 二 b 

czt d 

nj HE NDAD MEE y 三 * 的 值 23). UEHH. in55451& 8 
HASA WERKA A D ARIES EH Ss IE 3685 T Hc SE 
为 它们 自身 (为 此 ,过 这 两 个 不 动 点 的 直线 和 这 两 个 不 动 点 连 线 的 
rae Ze 4 But 26 RU BST ). 

6. 叙述 解析 函数 Ha) 一 17s 在 单位 周 内 的 反 演 ,并 导出 在 本 
ax i— 41H 256 页 3.34 TE 4 Rr PTS ICI PE UT. 

7. E: JE 


(ad — bc 2e Ü), 


a E * 


az t ë 
ps 十 豆 
æa — jmi | 
EE gei Loin P8 (ERU DES ERIS. WA 
8g — at — l, 
B (EL ER Ps es 20 (NL PP B 
9, 证 明 : 任何 一 个 加 可 以 通过 形 如 5 一 EE Doe x 
由 实 轴 所 界 的 上 半 平 面 (利用 第 312 页 上 的 第 + 题 )， 
9. 证 明 ， 变换 p EEE, 其 中 oë 一 py 9e 0, RRNA 


Yz + 
TL "Jie rt 


-—— 


(x, — as, 一 z} 


(n 一 z.)/n 一 5) 


AE, 
8.3 Tf 
Lm | ae 


(a) 4 BUSCA 1 A- | 26 DoD SERE RhE, AAR 
5r E S p 

(b) 斌 站 出 同时 环绕 1 和 一 1 AAR STU, 

2. BEEN SERIE ETHER TEE T: 

g'a! = a^, s, (uy, (ya, 

并 讨论 由 定义 a*— expie(logr-k 2nai)] 中 的 多 值 福 所 引起 的 
时 杂 和 性 ,这 里 log: EAMA, 

3.(a) 证 明 7 的 一 切 稼 基 实 的 。 

(b) 找 出 使 sz 2€ 0) DER ATER ME 的 一 艇 条 
. 

(c) 能 音 选 可 实效 和 p. 使 得 x 9 — DM RESET 


Hi- 


+4. 项 马 函数 :证 明 积 分 
Tiy) = (eg 


是 参 变 数 > 一 x 十 iy, x 0 HEREZ, Hh ent 对 积分 变 
最 * 的 一 切实 什 取 主 伪 。 直接 证 明 TQ) 能 对 ROS. 证 明 
复 变数 的 怖 马 函 数 福 足 函数 方程 T(z 十 1) = «T GO, 

5. PERPER: Doa WEB PESAK 


m 


$a ctG Goss. 


nal 


证 明 这 个 级 数 当 + > 1 Migo EAER (CORA 
黎 曼 采 他 函数 ) 基 证 明 可 以 采用 类 似 于 震级 数 那 样 的 方法 (网 第 一 


ds: 952 UL). 
6.(a) hz Hifp UT B 


(s 十 Qe dz (nv m 0), 

I z 

TAIE A F A £9] C; RMR ASAA el = 1 和 以 原 
AOLA. UEA ETERA Ae, Hi 
此 推出 

sin jt m)mT|rT(4--nDnnn—m 
w co" P cosnOda = - | 2 "| ( 2 ) 


27" man. ME 
Cip 
(b) WEH: 如 果 s — m. ERIT RA EX z/277". CHR 
4 PIURERTE YEIESESE St HRS RED. 


84 35 


l.EUSERLHSERBXHISMe. zb mas aeurm 
项 微 商 并 验证 其 合理 性 ， AA TE E DAAE PPRA RART E PRIUS, 
2. VEBR DEUS 


a 915 


1 se) z* 
D= FEE 
E (n—1) ARES 20620. E 
g"(0) = r0] (m —0,1,2,- .0 — 1), 

其 中 积分 是 党 包含 点 了 一 0 及 二 x MIR AEE, 

3, 证明， 对 于 每 全 位 势 函 数 u. 能够 构 遂 一 个 在 贺 疼 数 v. 
BEME CUM EP, RE Bip. LED REL ELE ien). 

4. BER f) — Cs —-dy(Qg 一 1) FEDRA mD HAR ES 
ipo 

5. Wa o TeSE COEGEPSP RON AES. UO 二 M, WH: 
积分 


dt 


3 — - l (1. 1 
K2 - O - Int | 


fri. BS B SPARE. RIULCEEEEHL EE, 1060 一 (O0. ER 
iD ERR, 

6 设 Ko 在 lri So RR MEME e CA ST =e 
上 上 的 最 大 值 。 则 f(x》 WAAN 


- 


fin) = Nau 
IEEE REN 
M 
FME LEN 


F 


注意 : Mp BRO b LURA EHE 
7. EF Ple) — e" t auus HR oon n, Fn RA. 
证 明 : PORA RARO = LMPCs) 是 有 界 的 ,因此 是 常数 。 于 
是 由 第 5 题 和 第 GU, 100 恒 等 于 零 . 这 就 证 明了 代 救 基本 定 
理 ， 每 信 正 次 的 复 系数 的 多 项 式 至 少 有 一 个 复 根 . 
3. 设 在 简单 闭 曲线 内 可 能 除去 有 限 个 点 外， 以 及 在 C 上 
D EFTA ER C 的 正 向 的 积分 


* PIÉ o 


] | fio 
了 一 --- 一 Mhai, 
二 dz 


(a) 证明: wR EA epg, 在 内 和 上 没有 其 他 
的 极点 利 村 点。 出 7 — m. 
. (b) 证 明 。 WF f A cH mUpEGH. dE CPgESC EH E 
别 的 极点 或 等 点 ; 则 I = 一 | 
(c) 证明: 如 果 在 CC 肉 有 有限 多 个 零点 和 极点 。 在 C 上 没有 
零点 和 极点 ,. 旭 上 等 于 者 点 数 威 去 极点 数 。 gamata kit 
算 , 即 让 果 关 点 的 重 数 是 notat um p RADEI memoir 
TET Wl 
] xm n db oct d RI— m. — H7 07 o— Dk. 
9. {a) Bi ZI Po $000.20 BB C ERU ERA 
Qir). < | Ps 
HEG: 方程 Pe) 一 0 和 和 Piz) 十 Bf) 一 0 在 内 有 相 商 
M ga. (SEAR P) + Gg Hd B UIDES. 
(b) 证 明 ; 如 米 ier- tpe 
test l= 
的 一 切 根 位 于 圆 1z| 一 ; 这 ， 
D. EL FEES & B (by, sip n REMA PGO RESH RAA 
中 小 根 。 
Uia) BpE 102). ECAR -ARAR e, EATR 


(b) 当 Ms XE CIS GB Z TEAME, UMEC E 没有 
WM PURA HI (CI) 中 职 分 的 意 文 ， 
L2. MERA: A PER sf 20. 


BS t 


i.(a) iX JUD Mrs G0) A a EC 2 二 OE. fie) 


9k? * 


在 go 的 留 煞 ， 
(b) 特别 二 ,如 EG = (a a) 7. E 留 数 等 于 


- OARE [s =L) 
p i feta), 


2.$n5 e 是 fw) 的 二 阶 零点 ， 证明 O deo BUBIECS 


xi f (a) 
& {ey 
3. XT dEfEE nomon > m. OR FUEL: 


a) | ET 
"9 T 


m 1 l 
0 juu 

(e) | — dr. 

4. 1 fix) 基 以 STET EE P7 为 篇 单 根 的 " 次 多 项 式 ， 证 明 


A .:9 
, —üí = D,1,2,:*-,5n — Z}, 
2u Fia ot 


a 
(sri HD n orm IRA |E de. ) 
5. 推 导 (244) 的 结果 , 即 


| LTS 
-m F c 


da 一 lae, 
2 


Eat 

l. Si - sasn 位 十 一 条 直线 上 的 条 件 . 

2, WPH: & E I EAR A ca Py Y TERREA Y 为 顶点 的 等 
膛 夺 角形 , 当 且 仅 当 ,存在 一 正 实数 k, 使 得 
T-—ü T-—0 . &. 

p—a a— f 

3, 写 中 四 点 samies.z 位 于 一 个 圆周 上 的 条 件 ， 
4. 设 ABCD 是 * 平 而 上 依次 位 于 阅 周 上 的 四 个 点 ,其 坐 | 


«918 。 


标 为 2:42, 55 420» AHR EA ER, EAE + cD T EC- 


AC + BD, 
5 证明 :对 一 切 c 的 值 ,方程 coss me AR. 
tf. 对 于 哪些 7 的 佣 , 方 程 ns = e EEr 
7, 对 于 哪些 z 的 从 (a)cosz ,tb)sina 是 实 的 ? 
RERE Das” 的 收 敲 半径 ,其 下 


(4) emt, ERRATEA, 
(b) e, — 8", 


(c) a, = loga, 
9. 用 复 积 分 计算 以 下 积分 ; 


c fem ub 


DE res dn 


2 


(e) P VIELE 


e g^ 
(d) lur 5ez5 dsl « x « 2, 


L0. REH 
i 1 


sinz COS SIDE 
Mum ux Ru. 
11. 证 上 明 : 如 果 x. ? 是 实数 , 则 
lainh(x 十 iYy)| Z9 A, 
其 中 a) 5Y ER HEY ro to kiTa, 


READER RARA — ÉL. 证 明 


i 1 3 (—1)* 
ginh w » 十 2/9 4v" 


12. 求 出 当 n o 加 对， 积分 


{iD = 


+ 919.* 


| cate t di 


E. 一 -* 

的 级 限 值 ， 其 中 积劳 路 径 旺 正方形 CL. 它 的 边 平行 于 举 标 轿 , 日 
He A EORR CR T "EL. HERAS, 从 而 得 到 cotes 的 部 
分 分 式 表 达 式 ， 

13. 利用 方程 

| 
iog (1 + >) 一 Am 

IEE: logii 十 z) EUXADÉRGESRRRREP i=] 上 除去 点 = 一 
一 1 外 处 处 收 租 ， 月 起 级 数 的 虞 部 等 于 log Cb Lo 的 虚 部 ， 
BIEREN 


T P= sint — — s023 十 i sin38 — + (—x« 8 «c w), 


(L8 —25 48 623 页 
14. 证 明 ; 如 果 f 是 解析 的 , 则 Zy (Vr ) 等 于 表达 式 


Bb YO 
ov" Cy 二 jr" 
中 令 yY 和 «等 于 Yr 时 的 依 ， 


15.(a) 证 明 级 数 
f) = fo iy) = 9; D 
+=] v 


X: 
(by 借助 于 对 二 rc) 成 立 的 公式 
KD = (1— 278, 
证 明 : 表示 f(z) HARARE CHE ET AE 915 页 上 的 
第 5 题 ) 到 带 形 0 过 x cl 的 开拓 。. 
(c) 证明; 采 他 函数 在 a = d 有 一 极点 ,其 留 数 为 1 
= 920» 


第 AR 
£5 23 ble 
LAF =m JH (17c) RU REX 
i) ; =g d ^. 


Hu e-—2C|m WE b= uu FECE ERES HR 
og, | dr 
Jopik a 7b 
HERR RIJRE e0, 


rr 


e 
其 中 
1 
- os sinhtE + 2er/ B) 对 于 £75, 
(üb) jir] = 
Jue aini] — 2crit} HF cU, 
fü “ 一 0， 
—— " 
(iic) PIOS 
回 到 微分 方程 GATEN 
e= i 
udi: 


决定 和 分 第 数 CQ 33 exclu, RADNER RARE ré be, 
车 和 >0， 则 > 增加 到 这 个 信 ， 当 飞行 体 莫 向 杰 阻 时 枉 少 ， 当 
A0, 这 飞行 体 直 按 朝 着 太阳 运动 ,直到 椰 撞 为 赴 . 


2 092]: 


当 “一 0， 我 们 注意 在 Gi) 中 的 积分 常数 下 是 万 二 
Ery = P/F, 这 里 正 导 和 和 负 号 取决 于 fo 是 正 还 是 负 , 若 ^ 是 
人 负 的 ， 我们 也 得 到 这 样 一 个 解 ， 在 这 个 解 中 飞行 体 加 速 疝 太阳 运 
动 . 当 to。 是正 的 ,这 飞行 体 同 无 窍 远 名 出 ,但 具有 零 极 限 壕 度 ， 

4 £270, 而 fo «0 与 前 面 一 样 飞 行 体 同 太阴 加 速 运 动 直 
HRE. BEF #0， 则 飞行 体 净 碍 并 从 (i) 和 (i REG 
ETA ERRER, RU 


2. 对 于 执 物 线 和 双 曲 线 。 两 者 飞行 部 是 非 周期 的 而 且 0 是 有 
RA, Bit, M| rus hi 一 从， 当 = 趋 返 co 时 。*r 也 必须 


e 
B, . 
BETO. WORE H :一 oo kf, 9-0: Mii Æ (17e) 
中 ,由 于 . 
lim rð = (lim r^) (lim 6) 一 hlimó 一 0， 
我 们 得 出 结论 im = 2efm, 然而 ,根据 8 的 定义 ， 对 于 扫 物 
HBl = 1) c Bg tig HATRA Ce 1) :的 汗 是 正 的 ， 
3. dà —m{2 grad”, 根据 能 量 守恒 ， 


n 十 rẹ) + Len 一 ry 
肥 对 于 任何 一 个 向 心力 , 动 最 矩 方程 给 出 
r- h, 
我 们 从 这 些 方 程 中 请 去 b 鸣 像 我 们 对 行星 运动 方程 【17c] 和 
(17d) 所 项 的 那样 ,得 到 


由 班 容易 通过 积分 得 到 


b + sin28 ^ 


其 中 = 2B, b V1— mc, 在 稍 卡 儿 于 标 中 ,这 就 变 成 


9229 


birit ))-7x—u 
XR RN oA RR, l 
iT —gnóU, Rh u — lirar, BOTEA DTe. 
我 们 可 以 座 用 能 其 守 担 和 动量 矩 方 程 (173), WAE 
Lopa x 本 
P ms? o£!) 一 (rG yis =f, 
r=}, 
Sy ET LED BL Ec RE S DE FEED ERE. 
3. 上 用 第 + RE RE RR, 
6 A Ga) EN T ERIEDRERS Se, PE 
Š 一 dcosc = x + Ez, 


e d ix e ELS go B dig RISE d 
bi) = (eZ u La 


一 abl a 一 Ecto jd, 


7. 运动 在 平面 上 进行 ， 因 为 上 是 有 心力 HTF 一 1r, 这 
一 情况 在 第 776 AIER). Aa 


#2, 
9 一 一 二 
T 
TRA 
rý— £y — HR =h 
ze t p= DECI p gp, 
因此 ， 
1 4 LL 

TA El Yat ai H9 ER ERE E 


e 933 o 


q= ELO. 004 
VEEP iy 


因此 ， 
14 KL dr 
2 di g' dt 
或 
Lata, 
2 dr g 


这 就 证 鹃 了 第 一 个 论断 .对 于 旋 脏 线 我 们 有 9 = rfv ler, 
8. RECOGE M. 
(A) € -一 一 lx? 
ğ = —XÀy-FIu. 
HRANT DRRR TAA em, SB RUBER: 
或 只 包 » 的 方程 
£c 十 tti t a m 0， 
gt QE dà) ity l, 
于 是 , * 各 7 是 exp Eitatv/a d 的 绩 性 组 全 (参看 
第 803 AF 2 RH) SE 
cos(a + VER cos( — V2 iyis 
sin tr 十 JE, sin {a — V/À p ad) 
ARH RA ERM aub. c d 和 ,es , RAH ^ 
XGAHM. 4 = —e, V= d, t =a, d =h, Hip 
x(0) = y(0) — y(0) = 0, £(0) o # ;我们 得 到 所 抬 的 结果， 
9, WE nianu (*o24s】 是 产生 引 为 的 粒 于 , Rud 
A y) 的 合力 县 有 分 量 


X =N. 二 一 = » 
eX (x xc (y —2J» 


一 六 一 于 
Y 2 WC -一 -一 一 上 一 -， 
2m (x — xn)» 
ip 151b * A» zi Xa 7^ Ka Tia E = 


- 928: 


x+y, £— XHY RITA 


1 f (z) 
£ 一 — — m um«, 
2 z—U, — f(x) 
这 里 O 表示 和 多项式 fz 一 -x 一 £2) 和 有 表示 xz 的 长 
弦 复 数 ， 平 衡 位 置 对 应 Z 一 0， 这 也 就 是 多 项 式 ORTA R 
中 至 和 多 有 ww 一 1 4. 
在 这 特殊 醋 况 下 ， 平 衡 位 置 为 : (0,0]。 (Ve — P,0), 
(=y r m E0). 


练习 62 


1, (a) v = tanlog (el v1 十 3 
(b) y= e 14 ea 

2.(a) y — cet, 
(hb) vi(2c + 7) = c, 
(c) v! — 2er - y» 0. CH) 


CN UE eS), 
(e) c+ log !r|l = arcsin(v/ 7) 一 Iva r, 


3, "E ab, -一 a,b - I» 我 们 有 
PE 
d£ 8, a hY a, + be(ni£) 


ZEARRA E. 
E ab, — gb — 0 或 aja = Af bos, yy 
d" nath > ate 
de ud? dui dtr 
其 中 变量 是 分 离 的 ， 


4. (a) Ax 十 8 二 5 一 48 


" * 


(b) x = ¢ — " (39 — 71) — - log ( 3y — ?x), 


5. (s) y — er -- dnx l, 
(b) y= {æ t De t e)s 
(c) F= erlt — 12x, 
(d) yore, 


c I 

(or VIF 14 x 
A gj XE Ly 作为 新 的 未 知 函 数 ;方程 恒 成 为 齐 次 的 ; 

d l— ex . 
t a(i ly3Yy.di od. 
全 (5 iu 3vV 5 2 2 5 
7. 用 这 个 变量 代 换 ,方程 成 为 
y = ptg FEGT, 

8. EAA 7OME, 通过 e — yy 一 mrx 一 pf 消去 3 得 到 

分 离 变 量 的 方程 
= 1  _, + 
rie — logx) 

3. AE 7 题 中 变量 代 换 的 想法 ， 寻 求 一 个 函数 fO) MBA 
e= y- fma r = H rnr a, 根据 一 了 Cx) 十 
yf 我 们 有 

J (x) = fO sin zi 
Mti 

for) 一 a 
为 了 我 们 的 百 的 ,常数 是 无 芝 紧 要 的 ,因此 我 们 让 上 一 1. 于 是 
我 们 查 到 分 离 变 长 的 方程 


"i = n= ple eot zin?r, 


UGG TO BERE E EU HIS RR RE 


a 92d 4 


1 


DT sasa) 十 Ke hoe "e 


m ~- 


2 
y= d 
Å pont Ta 


ibi) 6b | 
1. 如 果 其 中 性 何 一 个 线性 组 台 是 4 也 就 是 说 
enma + ci; annxc-coo od rasinn 0, 


E188 sr 3E sin 5;( 3,1 = 1,2,'7*,À, 并 在 [0,] 上 积分 之 后 我 
公立 即 得 到 


sel 


€, [neniras 一 [| 

县 而 对 一 切 "m^ = d. 

2. HEINE. BREAHEAR 

ch t ch b rir "cad. — D 

WI MUE PAQe) RAE u H ee EKHAR (n1) 
Koig ce 的 系 歼 的 次 款 是 示 变 的 , 记 就 是 饭 休 保 千 不 等 于 堆 。 

3 JE (1 一 a) SES EEUU 

(a) v '— ex t gx t l, 

(b) P = ez" i, 

(c) (F7? 4- ay — ci — Ij, 

4. WRAEK 一 六 二 er DAR BLUS NO HOME ER 
x — C2 Py 十 Oju = p... 

espi Chita] 
t+ | expl (1/2)37] dx 


5. 让 两 个 方程 的 右边 相等 ， 得 划 y — c 并 直接 验证 这 是 两 
个 方程 的 积分 ， .. 

4. ERLER SENHE (a)， 从 而 是 其 有 一 个 已 知 解 的 
Ricci YE PAS IURE MEO ARR, 


yr 


*927 * 


c+ METOUDEE 
A T LH RT HRS SHE Sc DC Hh tm X 
十 2 一 下 一 本 i (x — Ijz, 
它 划 公平 面 为 两 个 区 域 ,其 中 一 个 区 域 y^ «c 0, SE d o 
D, ARAIRE EAT pa Y — catu. IBIMI 
BR FUNT XR DEUS BU BERI EL T 3X A PIER. 
fisse) — —5x t o(1) 294 r — ceci - 00 c c m roD) 


[一 入 Ye 


与 
flre) = r t oli) Mà x— 9 (c0), 
其 中 e(0) 表示 超 近 于 零 的 国 数 。 
Tb -lo Ld 
W & + Pato, 0-52 + Qa 一 0 于 是 


Pir tr) = -0-*., 
(9 


Piy mE MT — af 


ac . 
ipy, = aF — Q l, 
3S 8 
Zy == àP — Q 7 r, 
因此 ， 
alog (a/b) tab Py, - v). 
ix 
X Sm. 
d log (ed d) = — "LJ, 一 了 .+ 
， da 


DE 4 
X 上 常数， 


8. 与 前 是 汪 骨 中 的 关系 式 
glog (445) a pey, — n) 
daz 
进行 比较 ， 
特殊 的 方程 的 特 解 是 n lrer, X? —1/eosx; 


1+ zo 
y = mame- -一 -一 
{i = ee” * JcOsz ” 


Tak (b) Beti e 是 遵 过 从 本 个 方程 中 消去 "ER 


(a) ce + ess, 
(b) ce 十 Co X, 
10. Betis Ld 


f 全 一 中 一 


RARER "8， 以 日 作为 独立 变量 . 


Lr =r: 
cos E 一 rain 
这 也 就 是 
diog fr 
== ng 
ih easi Tam. 
IT 


[ran(0/ 2 十 了 Fadal al + sng 


cos cos" *'g 


(ES X--5,3 288—290 x), 


p — g 


HJ €.3c. 
Vs V3 


l.(a) y e eet a T 4 十 ca 777 dn 


—... » No = 


(b) y = rett eare t vue, 
(e) » — et t ewet 二 Fas 
(d) y e z,e* -- ei p t 4 a AE 
DEINER 
Y - cux cb oft, 
2 根据 代数 学 的 其 本 定理 ，J x》 可 以 写成 
Fs) = (s — mayia ~ y {a — et 
(SEBA 304m; AZLA 38916 页 ), 其 中 a RERS, 
TREN. t p tire tumn 而 且 
AC "m A C m ie mm f" (ap) — 4, 


L(e!r) = fije, 
对 此 关系 式微 葡 Lpr 一 菇 次 ， 并 在 结果 中 代 人 2 一 an 我 们 得 到 
LSA Leibnitz 法 则 ,第 一 着 ,第 216 页 )。 
Lee" 一 人 en 一 
Lere) = (fka) + zjilea A 
L(sze'*) = Lf" toa) + Osf (es) 十 rfia le ™ — 0 


AE 


Le) — (Pr yia + (Pr T ymo o: 
Toc c Uns flam pet m 0, 
TERIA 9 di 
El TE LEEPEEE CIPIT 
£97 xe? ise aps egt 
"RUP PELLE PLE LN 
TER 93 98 2 是 ,它们 是 线性 无 关 的 . 
3. 对 微分 方程 进行 安 执 之 后 ,我 们 立即 得 到 
(4,5, — LIP) + Cab, + 2, 5) P (a) 
+ (2,5, 十 2,5, 十 aM (Gr) dm enm ÉD, 
而 且 根据 这 个 表达 式 , 当 aby l,a 十 ais mm 0， 
ITI 


了 时 ,这 是 一 个 恒等式 ， 如 果 我 们 将 y moy y 则 第 二 种 情况 问 结 
为 第 一 种 情况 . 
4.(al 1 二 站 一 1 一 了 十 一:…-; 因 此 ， 
y = P(x) — P'(x) — 3x! — 5x — 6, 
(b) UAD — (Qf) t: ft 5B 


y= | Pda — PO) + PG) — P'(x) 


m- petla, 
3 3 


5. (a) y= Šer, —(pyelse, 
R 6 


6. y 一 Es 43a 7) E i uet, 
^2 2 4 
7.(b) 如 果 我 们 用 x^ 去 乘 方程 ， 便 出 现在 (a) 中 处 理 过 的 
EA. CARR =p 和 了 一 x’; 因此 根据 (a) 第 三 个 解 通 
IF 一 1 十 x 给 定 , 因 珊 , 一 般 解 是 
mE AL Mox) HF Bx d ex, 


WB] 6.4 


1. (a3) x 4- V d ert 1 — 0(—20 c c c oo) E Ex — n0, 
(b) e+=, 
(c) KRAAIE AIIDAS BOR HOC 
S—y—4TPB,. 
ry 
M Oy AI RECETE ME OE eewo) EZ 
TARRE (e ec mh), 
(d) 7 一 logltanlr/2)| +e RERA x 一 kr k TÉ SERO, 
(e) 曲线 族 ( 蝶 物 线 ) 


. Ir +IP — y! — aar coshía/9)] 
和 对 * 轴 反射 的 同一 个 旋 , 


y? 二 l-0, 


. 931* 


2.(a) Hih E Ym eg’, 

(b) RRE =r, 

3. (a) T = xt, (boy 一 —y + rlog(—2),(0 fe —o5;. 
4 vom rbd ev dx 一 apar enbp, 


D, Xx um pg PU 4 I b 
? 


y =æ e( b - aje oo 二 PLLES a) — iO 十 y, 


wa c — 0 HEHEH R } 一 7 一 (44). 这 个 结 末 的 
Fx x RA? 
6a) Y — sin(rd- c2, Zp ERE Y — 1, 


OE + 二 [are sin* 十 v ] 一 7) +r, 


— y | 
(c) + d - FIY — 2a arc tan 4j n -} Fe, 


证 是 施加 旺 由。 并 可 用 参数 形式 表示 为 一" tald — ind}, 
ye a(1- cosh), RE v 2a, 


(d) + 一 sp Jit ae Lgr); 
[uU Tt 一 3 


ERA r= ERA A AHA, X CHR EROR ERGPSEQHiE. ob x 的 
RIERA. WILDER PE AMAR, SUE o 08 
EF e.g T VERTS, ) 

7. y= rdànax; ARE yr Wi r—-—r, 


8. ERRER TF ,让 切线 方程 用 形式 二 十 ， 一 开业 给 出 ， 


(a) Clairaur 方程 .了 一 ip 十 KifpP 一 17， 民 市 克 一 十 
b AROE MR AR x 269p Y! — 25e — 24 -- P — 0, 
它 关 于 直线 + Y HR MRAPA GOYRI OQí)5 x Hl 
y tta. 

(b) Vi z 一 eos8 和 b= ksínO, 其 中 二 是 在 切线 上 所 截取 


: 28325 


eo angh Iq ` 


HERE SERI 8 PELO ZE SRL Gareu TE 

y 一 rpt kaj v Log 
这 些 曲线 的 参数 方程 是 上 一 kosb, Y 一 sin 人 8。 这 是 星 形 线 , 第 
一 着 ，P- 第 459 TR, 4.1 6 15. TH] RIT, 


(c) Milabl =k. EL Claraut 方程 是 exp +V RiP], 
H S EE PR CE JR E y 一 土 * 的 和 ， | 
& 65 
| 
1.(a — y7) = r; 
e asa) 
| 1 (1 
" y= riaT a t AF a 


(b) Be Gy =1; 
y— 二 (x 十 sy^ 十 bx V e, 
(c) HE yy —2; 
3 - 2x J- alogr th, - 
(d) RE a(y"]' — 5" — 2 并且 引 进 了 ”作为 新 的 狐 立 


变量 , Y 一 =: 十 D arh bs cb e, 


2.(a) Y e (ar + bY”, 

(b) 7 一 w atir thy, 

(c) y = v ax 十 by ca, 

(d) 方程 可 表示 成 b(d/dv)ir/v) — 1 EEA 

y = ni tl 一 he,, 

DEAE p = 0,7 = "5. 

(e) 引进 新 变量 和 JAH 5 一 》 99 一 ""ma 
gidq da) = y", 


* 只 * 


Irz QR 
?tt b. 
G) A Ce) ES E: 
zgr t cantr tg), 


3. MN — y Vl MC iL E Wy" a AN 
Riot 


(1 T- »7Yy d &Y" — 0, 
用 通 党 方 祛 容 易 岂 此 导出 


Sy mte (oxi. 
dx Ve 


时 面 徽 分 几何 学 "中 的 竹 种 重要 情况 列举 如 下 : 
(D ke ri 7 0),c  —r( « 0,r c 2). HER EtA 


Rs lil, 5 —J2; B EAR y c 十 光一 n EUIS CARIEE PRÉS, 
得 不 是 一 栏 的 . 
(2) &— We — 0, 曲线 是 圆周 ,其 半径 为 =, 中 心 在 > 轴 上 ， 
(3) £e x, c r7 0), WRH- ANERER iX 


EMETRE y 一 * 上 的 尖 点 ,并 与 »— V9 n 相 切 , 它 
(4) t= r «00e nv. ni Eg — qs TE RECIEN 


HUAE.REIAQZASr-e9r: 上 并 与 1 一 Yr 一 点 相 切 。 
(5) 4 — —,c— rox, Hi RRIES., 
(6) km r, c — r£ cu, ARELES ATAR EET 
直线 了 一 + 或 了 = 一 r. 
4. 连续 对 圆 同 方程 王 痪 三 次 并 用 所 得 的 考 程 消去 wise 得 
到 
(1— 95" — J -— 0. 


1) $3 L P. Eisenhart, A Treating on tha Difieerntial Geometry of 
Curwes and Surfaceé,reprintec by Dover (N. Y., i960, po. 274—274. 
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HL 6.5 
l. (a) CoU. Ti 0. eL EL yz, 
PI 


(b) em T PT n l, £a 77 0, Ca, 77 CI (pz). 


Tt 


(c to = Ü, a =l, r= 0. da, v i 


(dh 14- r X titen 


2. NUR rin) = Eer’, Ml 


本 练习 4.12 MORRER P WAREN ARH cor HER 
f Eger EDI CC FE ZG TOES RD RA 

| a "GS 

hx) - 2005: T lr di; 

"+ | p à (Lv) ln 

Jaa 3 的 信和 是 TTL. 
它 其 通过 党 的 m saine 并 参照 第 一 卷 第 293 GE, Hi yee) 
和 o ERRE KERN, 


练习 67 


1. Poisson AS H Br [REA MRE LB dl. O80 HSER 
sir PRIME «(1/7,8) qi gr 59 D], SEn RH 
MAEAEA ARRA RBS TERKA 


r —1* da 
îy Jj Rei -= 2rcos(B — a) 4- 5 


中 JJF s 


EPIR. 
2. 位 势 是 


MATE 


= 一 了 十 (x— LY d.i y, 
HEME > 一 Lucos, r + Yal f e 1 snl, 
位 势 是 


ati 


l 
mlog .一 


FEA ARR EI 
£P x5 dv 
Pe fe 1) 
Re JREEZT IA, AGERANDE. (#5 
75814112804 1 c. bite -— P Ree 0 e e I E x Y 
的 比 古 常数 ， 
3. 名 是 半径 为 口 ， 中心 (ayr) E Ss ARR, AA 


(1) 一 0 df EXEHIAUEIS 所 各 的 区 域 岗 A» 一 04, 根据 Green 
定理 我 们 有 


=] (] sas on) 


Ü- (C Ou ~ APUL) dao 


r On än 
f ( 1895 . Zaara da, 
iN + On 


其 中 ,在 第 一 个 积分 中 * 是 :的 外 法 线 ,而 在 第 二 个 积分 中 2 是 之 
的 外 法 线 - 今 在 球面 之 十 我 们 有 


86/7 | 00/53 -一 上 ,一 Pr. 一 pi 


ğu ðr p 
E * [n do p Jj. Bn , 


因为 < EAER 895826 11 303 7 3H 


* ih a 


-L ,OCU D go — p ud, 
4x 7j ün bap?) ) x 


CHB.M p 一 0， 这 个 表述 式 明 然 焰 向 于 sey), BRASE 
是 x ELEGEK, 


1$ 5] 6.5 


LO e fO 上 Fty); f 和 8 tegit, 
(b) u —f(x,*) + g(x,2) HAr; Jag, 6. JERTERXRHIM, 
(c) 通 馈 是 由 特 解 加 上 齐 次 方程 的 通 和 解 得 到 的 ， 


TA zi aC arlan + fO) F £s 


Agde BUE. 
2. HER atr, f) 2 a 


"ua a 
ri PE o000000—0 l 00000 d 

(vb JG T 1) 
T. 


y, = y, = D 


X -—5j v= l WE ee i, 可 此， 
a aF _ 
ulay) = B, r — HP uy. 
LE " 


其 中 Ja 是 Bessel AR, (9 B820U12 2 38) 
tx 十 十 1) 一 1 
4. MATZ BW E a 一 wy ya,51, ERAAI a HE 
ETAM ouA: 
gom jir) 
b— gu 
roc uls, y LIU pU), 
wte RIRA ERE ASE 先 通 过 如 下 方程 求 t 
U = = 二 
然后 在 Qr dfe) 中 将: RLEXGRESR WRR 


* 837 «4 


DERCCITEGICEMIMMTSLENUE M ET 
roc u(T,.Y as Pr) 
c.c au door eom mr mp Laub) 
S 7a, eor n, m au (n Y ue, b) 
DELE z= ulr, Ftb) AED ie Fats) =D, 
5) Bie Bee 
[GOV 1g COP — HE 
或 . 
[GO Y — 1 [£OD T, B 
因为 左 馆 不 依赖 于 ?。， 右 这 木 恢 罗 于 MARAS TAR UL 
常数 应 是 正 的 或 0 此 如 诺 ci gE 
ERTS e, e ET 一 < 
pid. 
u = g3 + Al 1-— c Tb 
有 是 一 个 解 , 其 中 : He BERRE e m 1, 
(b) m= 106 + gp) T 


fis} — TG -— 常数 一 Fs 


i 
u=ar t Lyth 
[r 


[其 中 a Fa ERR Wi EE EICATUMNT 
d »224/ 4. 2 um -— Te 


村 是 ,在 这 种 情况 下 ， 


u= jer + L6 Y+ 小 


其 中 a,b, RIDES. 


» 938 - 


(c) | +Y | + edd 

C x coc La. oda b m 二 
ERE: y y cR 

6 应 用 线性 变换 

和 一 点 十 站 3 

Y= dE -+ 23, 


e = Hy — 2x) + e(3e — v) + p etr, 


7.4 uw — (x! op y! pe sg)? Hek RE KE 5. n 

Aa mauu 十 ny, ode ona, m n(n d 1e Y a 

9E OK 了 SK 
"Br 7 8x 7 0. 
HE. u= (6 H y x sytt 基 一 个 解 - 
8. fc 0883 390 ,第 一 个 方程 的 解 具 有 加 下 形式 ， 
z= f(x p ar) t gir — at), 
在 第 二 个 方程 中 伐 人 这 个 吉 达 式 民 后 .我 们 有 
fg-—W 
BERETE o: RED RgRAg STERA, s= flr arn) 
Whose f(x 一 a) 基 两 个 方程 的 通 饰 ， 

9.(a) 根据 微分 方程 
"PT 
$ eod 

是 一 售 稍 数 , 公 当 de a i, DERETA, EAn BE 
zcii E. 


一 AK, 


-3. 


d x) m singt, 
bA TE 
dr = asiner 十 beosner, 
于 是 ,特殊 类 型 的 最 一 般 特 解 是 


Nr) = sinnr(ssinzgc: T bcoster), 


(b) 用 sin dsinB = uta — B) — cost A + B) HR 


sndcosB = i 1 sin (4 -- B) 十 sin(4 — E31,201 2 
iix.) zm > lacomi — c1) -+ binz(x — et] 


一 = " [zcosn Cx + c1) — einer + eu, 


CECTIERSES TIL 4.1.1235. 
u(r.r) = S sin nt aa ln es 十 Fco nei), 


gk 中 为 了 满足 加 给 条 咎 , 我 们 应 该 有 B. 一 ee c. 一“, 
RETE NACER T 617 HUA ERE 
l 


s — + É.. ia) din nde + NO in mà se! 


一 之 fc) sim Ta 
TY r| 


HF O PHARRR RIRE e.-—, 
he t^ 一 下 ta 十 TF, 
Huh pD, alattei 


a(x 11 = 1 ein y Cs FF zin Tr cos de 
Ata -= - — - - m — M ——À——— 
x 1 y 
sin 57 cni Be! -.] 
M aa . 


10. u(x,r) = f(x — ac) t gin o er RRT 0 m0 
f 一 s(x,0) fir) gin) 
P —u(x,0) — —af G3 rg (xy: 
Xj 3s EE TERRAE 5788 aE ESE t FE ERAT 
"aD gr) 
LE 
O= HE m e. iG 一 一 < APP 8, 


à EE a 


KT. 
d) == u(8,:) e f(—ari m gar) — i —at]) — «5 
这 也 就 是 ， NET er t plija), 当 $0, PN x nazi 
HR LEH glr t a) e 一， 这 样 ,名 时 关机 EARN 
有 
t, HF s—acü 


ales mte, (==), 对 于 一 ar 多 0 


第 七 X 


练习 7.2 & 
v 2g y yy, 


2T — l. Hr) p rG + rin‘Db do 
LU 


ETZ d 


L (DAE y= e z 


(b) 中 心 在 + Bg p RB: 


T 


Trt — E 


(c) y= csin 


joy —— 4-5, M 0 4 v —alogr 4e b X on — 1, 
xt 


3.y = ale — b)*o*". E nt un se 0 
y — ge, E n — M, 

4.ay" y E — oer 0; 34 Ml R, 
|o 5r bini) 


RTH S m yir) ImWSÓmma. 


à D4]O* 


5.h— nh «^, 
2 


6. 在 = ERR, EE FU.) 华为 ? ORB: Wer d 
WB v— 7 处 有 极 小 值 。 则 FOS) 对 于 了 的 其 
个 邻 域 成 立 并 且 File) 一 0。 其 中 了 RATAR ep Det 
是 ,3 了 一 了 (x)]。 因 此 ,对 于 任 一 个 邻 域 中 的 函数 ;我 们 有 

NEUESTE TET ex, 
Eş Ea 
其 中 JO REJE Fare, 
T.(a) y — 0, 
(b) 用 Cauchy REAPER s 
] = 71) — y(0) = prem f lidx Ve 一 YT， 
TESEH ， 一 * 时 成 立 . 

8. 在 Euler 方程 中 ,引进 c 作为 新 的 独立 变量 , 其 通 解 是 

直线 i/r = acol + bun, 
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1. £03 s - f(x), AIT pes 002 7g 2 题 给 定 : 

E = jlr) 天 十 60) t+ rinto, 
PENADA, 4H Euer 方程 是 

Re 一 Sirane. 一 # K- C. 
现在 这 样 选择 极 坐 标 , 使 平面 由 一 0 A R E AE 
这 两 点 e= 0, 所 以 报 据 中 全 定理 ,对 于 某 个 扬 间 点 我 们 有 品 一 
0 这 就 e= 0; ER, BAe — 0 对 整个 射 二 是 成 立 的 ， 
因 线 , 寿 个 射线 必须 落 在 平面 由 一 中 上 ， 


2. 参看 上 面 第 1 题 ,用 四 作 参数 我们 要 使 ry P ae sini do 
取 极 小 ,其 中 r= 常数 ,在 Euler 方程 中 引进 corQ 作为 新 的 独 
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vdt, BHAA cot] = acoso + bind, BARNE TRES 
通过 其 中 心 的 平面 的 交 钱 ， 

3. 孝 看 上 面 第 1 期 ,这 里 月 蒜 举 称 我们 有 8 -= 常数 ,引进 * 
作为 相关 的 页 aO 作为 独立 的 变量 , 保 产 生 同 样 一 个 求 报 小 慎 
的 积分 ,如 第 4855 正 昧 习 第 8 是 。 (具有 球 坐 标 5.0.0 的 外 本 上 
BUE, hi TI RD IE NA ER regaing 的 平面 上 的 点 * 这 个 睐 象 保 持 
METE) 

]/r = s zos (o sin 8) + Bain (45 sin 8), 

4. KE TEMEEEREELMY. SOR TAERA. UIRGO Nen. 
MEE. TETIRSECEISEQJEGEBPHEZDEBBE ESL Z EHR 
HER XXE—EoGETBCE BR FE TOR BUDRUIRIEECE RS 
三 章 , 第 339 责 ). 

5. EUR Pd RIRERURE, 

6. Ran al ARER v — ji) 和 了 一 (和 E, Win 
dst A E EE Catin) ), (bg (0). SHEREE 二 nns 
其 中 gla) = jin), ahl = gla BA uw d REI AE a 
FREER, STDL DOES Eler YE. VEBA y= 
Kxzy 十 egle) RAAH e 和 出 点 foo)) glip PLE 
(gy, 5 — b(5) JST ER AE 

Hla) = s(a) + 631a). gib) = ulh) + anth). 
其 相 岂 的 积分 是 
Gl) = Feul) d eal) NL F LG) H ev COT ds, 


YTRER RIERA 0 一 GO), — 1385847— 848 DERE 
行 的 那样 ， 我 们 来 计算 GC0)， 用 分 部 积分 消去 «400. Bi 
满足 Euer JE, HUARERE. 其 一 是 对 5 的 
积分 表述 式 中 的 上 下 限 进 行 微 商 的 语 困 ,其 二 是 由 边界 下 窑 分 部 
积 公 中 产生 的 .注意 ,对 于 # 0, 


[f (3) — v 2)1 s = x(a)sig CE) — x (61 Y: 一 a(5) 
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DLE nta)， q(5) 是 什 章 的 :我 们 求 得 关系 
Qs E 十 相信 [go = 1 Ho wChüg Cis 
EXA REAREN EE. 


f 


8 24 7.1 a $ 


i. 能 量 守恒 定律 给 出 加 
lfd Y i1 n 
re-v-r-l(£) 一 常数 一 了 < 
Wb. dude 一 mk -—c-— mum. 
X. Hamilton 原理 断言 如 下 积分 的 稳定 特性 ， 
f (T — U) H — t Tdt — lg | dt e f di; 
n ih 2 f z Fg 
HETTA., Hamilton 积分 的 稳定 性 闭 注 着 路 径 [c E EEN, 
2. 设 * PRERA CAET TE LEUR ESR 的 点 处 。 
TEsEBLT CHSARDESSLXIDEGNIBÉER E. ROARK FABR, 
MC BEWARE, NW r = x(ru uy = Gua m zur) BRR 
RE A d RUBER RGEFEREEIIE, SES o. 在 < 上 其 有 
参数 + XE I ESETLT CMEA, NT38 AR ELTERS UG 9 EE 
取 一 庶 固 定 的 测 地 十 离 PAA: EGRE. TA D 
rdyd4iel 
Eih BR IECGERGSEUASACIS), x,.Y,at, EG, G,,G, 成 比 fias. 
并 且 G(r,9,2) - 9 对 问题 中 的 一 切 s. f B3. 3E C — OCRU, 
对 于 = 0, E., AEA xz 十 十 区 和 一 0: 因此， 


A EET + rF, 十 a,2,) = Mx 十 Gy; 十 Got) + XQ 
s 


d 1 Z,.: 2 1 
ru r = 1 l ， i ， 1, 
e PPa F S, di j 2 iri +F E 一 


IS. rS. cR OE d 8,2, — 常数 == D, 对 一 已 4 成 立 ， JC FEBLUE 
HTE reBOMONGAEUBE C'GRBTNHUPR. 
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H3 了 .4 

1. 从 测 怨 线 的 泊 分 方程 (第 869 页 ] 我 们 发现, 对 于 一 个 柱 面 
(也 就 是 当 5r 无关) -2 是 常数 ;因此 。 柱 面 上 的 测 地 线 与 <y 
平面 成 一 定 条。 


2. (a) gld 一 N (1-4 yy - fj, 


Gy" (s? 十 dy 2t 
(b) 4)— — LM 4 o——— 
el ) (14 y" GT Uy 


(6) y YR -—0, 

(d) (z — y y" 29, 

3. (a) dd = (ox 十 by), t (5, He cob, 
+ adu. 十 Lody, + Chye 


(b) A = 0, 
(c) A'$ — 0, 
g Eenh [EF — e —-i- EH, 
5.(2a) Euer 732 235 HH 
f 2u = i 


BERTH EN [ sa 一 C. 我 们 有 


(b) 对 于 尾 何 一 个 连续 的 许可 函数 中 我 们 有 


t ree feras. Prae i IE ran, 
其 中 等 号 当 中 一 à 时 成 立 。 


e 045 4 


$E A PENES TS) DR 
NULLE PE. 


HFE xz 一 xz 一 xz 为 0 的 Qe) 成立。 HR R5 fufy 
To 于 
是 
[L(x — EF 4 Tem, 

而 在 其 他 地 方 是 0. 当 &— 0, 此 积分 趋 近 于 CFL (EC. 
SiE) Krhe PERH. 

3. 3x 4- [E] ze ESA TAENSA, A EM, (3 
在 本 是 中 ,因为 解 是 * BER ST fep EE LRA, 

X, — Xy 


al (x; — £0! H Q — Y aretan $E 
E. fn I^ —»i 


第 — A & 
252] 91 
BMOB a = a, ET = h EI 
PE 2 36 99] 


af = (ab, 一 ab) 一 ilab + ab) = ag, 
(b) 根据 ta)， 通 过 对 部 分 和 的 实 部 和 其 部 职 极限 就 避 直 掖 
EHH. 
2.(2) REF 1338, Pa) 一 Pa) Ai, P(a)—0 Bh 
P(e) = 0 并 且 肥 之 亦 热 ， 
(b) 根据 长 除 社 ,将 POS 和 表示 为 如 下 形式 
P(x) = (a — 2az + a! + PU) Hest di 
其 中 060 JXÉRONSGEGOUM GU Eu. mH euadd&scE, dde 
Eit orca, HEB en-Bd—0. M, 
€g d- dm M eb — 0, 
H k t, 所 以 6-0, KE, d= 0, 
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3.(a) 站 如 下 形式 的 加 局 方术 
Ce) =r 

RÀ 
a — Y ;- l|e-— 
E FESEUM 
XP i= |, yma -tir DERA EE. rr -H By c, 其 中 
a m 2Re(o — f}, b 21min — B), e — |al|' — lelh 

(b) c FEES CRI 


m, m 


z= por, 
re 一 
然后 证 明 
r— m| = iis 5l 
E: 
Iz — sl [EI T 一 sni. 
和 对 于 Orc, 
3. FH] zb s] t d 


6, 对 于 se UE asa 十 sas PATAP e DA HE 
an D' . c 
e$ ues m EAE $ ca(t)-: 


LRR ERA. E 1 题 (b)]。 
?. JE ER EC ELO iel 时 收藏 。 因 为 着 Id — 6-1, 


则 

| s" g" 2 

Ta TS < Ta 
IEEE RIA IL EER ERE. XE | 09 D 刚 当 zs 无 限 增 可 时 


1,4 Ek c e d E — ER ZEE 0, rl 一 


| 
1 。 则 级 数 -ATERATEA S i ALIAM 


LES LIE 


^ SEULS. 
Hio) 5.2 


LRQ — «iw. gC) — 6e du. RRRA RET 
UG) = RetfGOg c) t = mar 
p(y)  Im| JG g(o) J — ae 十 os, 


我 们 得 类 
fk Was d a — (pur d- 9t) 
= puce Bd, T tee ss | 
= wj, F apr t pus T Viy = Pyy 
等 等 。 


2 ATF f 一 十 和 XO à) r uA WB RES A 

(15531 —5:27 E 
Hag t ry, = 0, aw, + 225, — D, 

通过 Caouchy-Riemana FA, 88 — 4 HP EMA RE RACES. x 的 
HA 我 们 性 到 具有 以 m= v.c 为 解 的 方程 组 【除非 
wmv 1) Md sw 一 敬一 和 因此 结果 成 立 。 

3 a) 一 [c) fikbzbSR RA. 

(d) 对 22e 6 XE RTL. 

4. 车 十 in, n 


d r= Soe M 
E 
一 一 一 一 一 一 十 一 一 和 -一 一 -一 = |; 
Ife dy Iydi 
Uti) pu c} 
E 6E c 


» JJ x 


E T =u ] 
eoe ooe — l 
(£38 256 页 第 ? 题 )， 

SAR 8.1755, 93 28. (b) 135 3E P E] US T 1 Eng IRL 3 
APARECE. AMUARI XE BAL ILS Ed Re dE RUE IC 4E 8 PS 
变换 到 同一 图 族 ,又 因为 映射 是 共 形 的 ,所以 园 族 的 正 交 族 也 变换 
为 月 壬 。 

.gr 二 1 一 liz =E tin FE 
Em 
x'-4- y^ 


-——*5. -m 
Ky” 


BUDEENUEREAEH gal, 其 中 fG) — E ; g(t) = Ë 


EXT WRH, DEO S AREARE I 5E, i E 
AEk s BRR TRRUACIN E TES RRR de Lider e 
TAA HT piGn) UBER dE du TP dET LOU DUEREICEIALINL, E 
Ak FER FS E ERR]. M 1/2 作为 一 般 线性 变换 的 特例 { 参 看 第 5 
LE. [5] FE TES E AMR TR. S d ni, P dE, E E89 Je E BE EU n R8 
HAJ Jacobian 是 反射 的 jJacoban N]1/ s 的 Jacobian KPEE, 
从 而 它 的 值 是 
-上 上 l2 .Tl 

四 
T | dE — Hia me asi t BE (ads + agi) 

gey + ag d (uds + ags) 


一 Its) 一- 


HERT wa 一 8B o— 0), BARR R9 
5a — l; 
也 就 是 当 1z| 791 HAEATA., 而 |#| 之 1 HAEE 
qd. BUE SR xcd, AEA, : 
. 8. BA qom as t b JEER EGRE s PR Fs fe Hind 
JE U^ 
a D[—Z 
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A RC EE LED 
&B5s-u (Tz, t 3) rz, t 6) 
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1. Ka) JESOREISUS GERE SR 

VAN 3 

ri a A 
括 导 中 的 第 一 项 在 * —1 dB BD. mrb2E—13X 
小 圆 它 的 积分 为 0, 类 位 地 ,其 中 第 二 项 沿 闭 中 心 在 1 的 小 加 积分 
是 0, 汶 了 计算 围 虎 1 Bul DUE, E xo 067. E] xi. 
He PT BRL EE EPA ED Ao r, 

(b) ER —3&12--7i in 632 1, nAingel. PFARA 

的 次 数 是 环绕 后 者 次 数 的 3 惜 , 加 图 8.12. 所 示 ， 


图 #.12 


2.a'«m = expl alloga + 222) Texpletlogr + 2022)], Tfi 
ut == exp[ Gs + C) logo 十 2424)] 
An B B RE E e eI per a =m 4, ikRETERE 
RIRA, LDCERRRGHUNMU. SR DYDIBGPSRHRUESR. RBDIA a 
到 。 IRESZET imit SERROT, Dj 


K(z t E) = ng 4- mb -- P, 


Apr TER. EpzREILÍENMDBICOSBRMSERUBREJIX 
的 ; B ss m, B] matid glat WART 
Pebl, BH 7 
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m-n — ab 
i 83 =P 
EEA, a emt 时 , UER Amt AAt 
件 一 版 都 趟 议 是 。 对 于 第 二 洒 潜 则 ， 
sh = expla(legz + Zari) lerploftlogt 十 lm)] 
== explaílogz + logt + 2(5 + mhil} 
而 
【st 一 explellog{st) + 2Aril}. 
EERIE $ — soe XERGGEg^AHR I. ENH, E rmp” 
Wl P |m oe, £d. 0 xx, —B pa -—iE(E 8-9 HN 
E yr 3x. 
AUF BLEU, 
(a^ 一 deem 
= erpil silger + Irait} -- Ima} 
= espir logo + 2z]nwr -b 20 msi], 
3s HE, 
tat)? — explaE boga + Dst prt + 2egxi) 
和 æ": = erp lat loga + er 
其 中 m.n,p,q t BESAR, TERY m= gm Ua pr 
hh tA TE RAR. 
RITTERA RMEFEN., HANDENS AEKA 
SECLBEEEEHIE MW BET HEGN REA oj C BRL 


5G 的 什 是 ep|(2n 一 二] xl, 其 中 = ot ten 


(b) Hk g= E-pin, r= re, 一 之 有 用 x 和 
t= logr = log ||, 
n 
z! = epl ag — (0 + 2tz)ga]exolilas + E(8 十 2X24)H, 
共 共 和 性 是 对 于 上 每 一 个 整数 《的 选 笃 ，er 十 (十 fpe) RR CONUS 
HSR 4 = 和 1 SII 二 一 让 3， 其 中 了 是 任 闷 整数 ， 并 因 
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B. 45 0 Cr D) 


ELA 


HP TEEMAA, TE FAR zer ER S RP 
HER ng 在 在 一 个 指数 GD Ei 6 的 所 有 值 是 应 数 。 m 
B a0. WU EME EARR. BAFE £9 — ox ete, Hu. 
r EEEE mH RTR E pen, SIDES 0 |= Papii 
必须 是 2= HARRESE = 0, EmA, AES TER, 

(c) Æ amarte Im tin EN a a, = 
a= 0, H (b) AERE GE I Á r, r EARR, 05 xet, ib) 
HR HAH 一 + AERE. 

4. 对 于 = 一 :十 宫 ， 我 们 当 打 可 以 在 恕 分 身 下 对 x* 和 + 进 
TRAR EA Br prt XT S E EEA MAAA SR EE 
下 很 :一 0 SRRURSCEEXUT r> e 00 E-A TR 
EME Cauchy-Riemann 方程 , AARRE REREH. S 
过 分 部 积分 给 出 函数 方程 ， 

5. 应 用 在 第 一 养 , 第 552 页 中 的 定理 , 掀 断 北 级 数 绝 对 收 淫 ， 

6.(a) 环境 小 图 周 积分 的 伪 , 当 习 居 慰 痪 变 小 时 趋 近 于 上 ,如 
TRARA REEL ERR a = et RGAE Seb A pU 
& x Ñi siy 则 由 Cauchy ERZI l 


L m Er. 
“9 -| E LV veau | [e 十 e7*)n ei" g8 
Joi, xj i 
1 二 
~| (^ 十 L) (if) as 
t ry 
= | (x 十 iv rn lix 2" U ca 715 , i08 ,48 
b x / IF 
rir ] ^^ 
— emm | 一 让 -+ L) ynidy; 
. 105 y 


W AEREAS, RI ÀJ 


9527 


ru - F — ui | 加 
P l cos" UcornB dB. = sin Sitom (s 于 Hya 
[| 


" 


Ep 


Li sin "6" 7 [1 — q)"» ^7" 7g 

7 2 E 

l’ zm "ue nim 
= 2 3. (n 一 m (n +1, — ) 
CREE GST Iw. 


1718.4 


LEERE HERA. Me H A E R £e TORRR 
fu, BA lT, 
2. 8€ BOR 


tabu A [ LER". 
«e i (à 一 3) A 


kx BETESEE. BIJ4E 209 PRIA. 并 应 用 Lenitz 靶 则 
(EE 38821675) RITR x) 是 


| [au A 
I zu (5 born Dn ox OD las 


Ix 
vrü 


r - 
— acu p a r n TES) g" nim - 
i 
1 — F 
JG. s= 0 4, &— v5 EDA GAR, G eca, 8x 
FEE, TÆ AUU(0)— 0. XP slm. RER n— r= n 的 项, 
FÆ 


其 中 只 有 n»n AIRA ONARA 2,50 B 


eiu EG 
ro- 利生 

3. 根据 Cauchy-BRjemann 5#, HERRE n Er 是 给 

定 的 ; AORGEECGWGERBHUSESER e EFE, MAT RRF wy 十 

m3 一 0 HAR, BARIGA (F5a,b)l HERT 
+ 953 L] 


一 P0). 


加 常数 之 外 ， e 被 孟 一 他 确定 ,| 而 下 通过 如 王 曲 主 林 分 第 出 
p(z,y) = s. [z,dy + v.dx) + c, 


根据 Cauchy-Riemann HE e CERAR, 

+E s.l ri 在 #5 一 一 1 ie (Ri agl 
Ri). 

5.3&B0k805 R PLEO ANUA., R= [2] 加 此 之 大 ， 
使 得 R> |l. B 


1 de .21 
[二 E | £!*|1 — zig] ^ gt 
由 此 将 到 积分 的 界外 
zx? — f(0)] 2M [aL /R, 
THEE RET co RSURUR, 
5. la, | = ILES b sjit « Jp 


Jen CEFE pin aAA. 
7 RERE le] > 6， 因此 ， 


G) IPCA — Lsl"le, 十 二 一 +e 


z" 


+ ed > lad"|onl 


RESET 
iz] > max fisz eost El; 
事实 上 ,这 时 ， 
Us 一 l iE | Ey 1| 
ms 十 tok Ex isl | J 


lal 一 la. — d o del V lul 


1x] 2 
HE. R PGO 没有 根 ，ff EAEEREN, R] 1 
所 以 - 


Z2 2 
LE g . 
Ond < DIEI T To 


从 而 推出 (x) Rd Ny. 因此 jy ERR. 根据 上 面 不 等 式 
中 的 第 一 个 ,我 们 有 fo = 二 0， 这 与 f). P060 — 1 FA, 
8.(2)—(b) f/f BESE 9 点 是 Deu, ik fO) (n 
o? 6G) Hh e BERR, (2) 5 0 而 且 P 分 别 在 (a) du (b) 
中 表示 零点 的 阶 数 s 和 极点 阶 数 一 m。 划 
PG) 2 gb + ts — ajg 6D 
10) (s—meeGD — ^ 
因此 ，Cauchy 积分 公式 指出 工 是 
(Pe 十 【= 一 a» Get. 
Sosa H, iep, 
(c) 应 用 留 数 定 理 (第 902 页 ). 
La) HE pie + eo — 0 PURIS, NUS, 
E 
2xi ie pla) + BOC 
对 于 每 一 个 8. aosi, EE EEA- ARRERA, Ai 
个 积分 是 上 的 固 配 困 数 ， 叉 酚 为 它 的 值 总 是 整数 ,所 以 是 常数 ,四 
此 对 4 一 0 和 对 日 一 上 有 同一 个 值 ， 
(b) X 
TIE rt c 二 , 
AI > > 13 因此 方程 zi 0 o 9 所 有 5 个 根 都 在 贺 需 |l 一 > 
内 部; 如果 我 们 者 示 PO) — r t 1.8 azs 则 在 圆周 |z| 一 
上 我 们 有 
lQ0| = isirr—1«iz- ll ign, 


= 955 + 


10.48 235 7 题 ORPA (PG AFR, HARATA 
EDARRA dtf HOA E ESLARBEKNR, MEE? EA 
(i) ARRADA RRR 


ALES _ j + RE ` 
jix) 5 di 


其 中 祭 项 RGO 满足 RO « M/lsP. = 在 半径 * 是 能 大 的 
WM. X e AKEE PRBE lel =r 内 部 , 应 用 第 
8 题 {c) 的 结果 , 根 的 个 数 等 于 如 下 半径 为 IE E BUR 


A (fü =z +R " 
Jei HD 4 + d (ds, 


区 因为 
ines |et. 


所 以 当 o 时 , 余 项 积分 趋向 于 9， 

11.Ca) WAR s BC eH, 

(9) FIRE mo p90j， MERAT fofr 5.3 
且 它 科 分 虽 有 重 数 二 sms 和 mmu mia sm NAR rS 

ti, 十 nes d coc b n6; — mf, — nl, —  — m. 

12. 因为 【fs — e* SES e REBTEg, l'GO/fG0 — t, 因此， 
ZEfehi —r3EPRHBA AHAA, 8(a) 中 的 积分 必须 是 零 , 从 
Hm fis) 不 可 能 有 报 . 
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1.(a) 1E « Pph A ET S 
fo) = a d- (z — a) Rr dm aur m nn re 
和 和 


gr) = (z — a)“ len eli a) ces 
十 上 KE 一 站 


418 $08 2x 


s 956 * 


n=] 


Zur 2 Hy ml, 


-=g 


o) EEA AH 0;— 023 &——nH 
dai 70 P" (a) (n — 1)1, 
2. Ei jf = (s —aYa(za- (y —aY 


x [He (c) LO os. cb 
HELS) H3 EEJE SA P1 — Br Rx is. 
3, {a} wf 2, 
tb} 对 于 在 com^ dn £077 Py ES 2E S RP EI 
Ba] 2. 在 此 ， 洪 虑 到 | fir) — (1 一 2 = 24r'( l + 
x^) 4- 32:6 和 了 fo = 48x13 x) qp 9232€ 
(c) 所 xp o7 RRGNUBNESREPUTG EUER. (£m 05,2, 


25), XH 一 ew" 是 1 的 和 次 主 市 椒 。 当 ms 极点 位 于 
EH. TERRAS (IIb) 积分 等 于 


m s ZI 
i= miD t AT T n 2u E's 

其 中 我 们 座 用 了 mt 一 1。 XEXGEGGGUEBARGHCXOAS c. PRE 
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